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Du  même  auteur  et  chez  les  mêmes  libraires  : 


Géométrie  élémentaire,  adoptée  par  l’Université  ; 1 vol  in-8".  5 fr. 
Analyse  infinitésimale,  première  partie,  comprenant  le  cal- 
cul différentiel , 1834;  t vol.  in-80 5 fr. 

(Le  second  volume , comprenant  le  calcul  intégral,  le  calcul  des  varia- 
tions et  les  différences  , paraîtra  en  1840). 

Discussion  des  équations  numériques  du  second  degré  à trois 
variables  (Géométrie)  , extraite  du  Journal  de  mathéma- 
tiques; in-4°  de  dix  pages 50  c. 

Nota.  La  Théorie  des  Combinaisons,  annoncée  dans  la  Géométrie , est 
entre  les  mains  de  M.  LiouvlflB  pour  pà^Mtre  dans  le  Journal  de  Ma- 
thématiques. '■  ' •*» 
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Dans  cet  ouvrage  l’Algèbre  se  trouve  divisée  en  quatre 
sections  ou  livres:  1°  Calcul  littéral,  2°  Résolution  géné- 
raie  des  équations  (bornée  aux  deux  premiers  degrés), 
3°  Théorie  élémentaire  des  nombres , 4°  Résolution  des 
équations  numériques.  Chaque  livre  est  divisé  en  propo- 
sitions. Ce  mode  de  division  a reçu  la  sanction  de  l’expé- 
rience; depuis  plusieurs  années  je  l’emploie  dans  mes 
cours. 

Comme  la  table  des  matières  donne  l’indication  de  la 
série  des  propositions  , je  me  bornerai  à quelques  obser- 
vations. On  trouvera  peut-être  un  peu  longue  la  démon- 
stration de  la  règle  de  la  multiplication  des  polynômes  ; 
mais  je  ne  vois  pas  moyen  de  la  rendre  plus  courte , à 
moins  qu’on  ne  veuille,  ainsi  que  cela  se  voit  quelquefois, 
faire  les  raisonnements  comme  si  les  termes  représen- 
taient des  nombres  entiers , et  cependant  appliquer  le 
résultat  à tous  les  cas. 

Dans  la  démonstration  des  premières  propositions,  il 
était  indispensable  de  se  restreindre  aux  cas  où  les  lettres 
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et  les  polynômes  représentent  des  nombres  absolus.  La 
division  des  monômes  donne  lieu  de  faire  connaître  les 
symboles  négatifs  et  les  règles  auxquelles  les  exposants 
négatifs  sont  assujettis.  Là  se  présente  l’occasion  de  donner 
aux  mots  addition  , soustraction  et  multiplication  une  signi- 
fication conventionnelle  dont  leur  sens  ordinaire  est  un 
cas  particulier.  Prenant  ensuite  cette  convention  pour  dé- 
finition des  monômes  négatifs,  considérés  en  général , on 
peut  démontrer  les  règles  de  l’addition , de  la  soustraction 
et  de  la  multiplication  des  polynômes  pour  tous  les  cas. 

La  division  des  polynômes  conduit  à comparer  les  ex- 
posants positifs  et  négatifs  sous  un  autre  point  de  vue: 
c’est  quand  il  faut  ordonner  un  polynôme  où  la  lettre 
d’ordre  est  affectée  de  ces  deux  espèces  d’exposants.  On 
montre  ici  que  les  exposants  négatifs  sont  traités  comme 
s’ils  étaient  plus  petits  que  zéro  : c’est  l’origine  d’une  ex- 
tension donnée  à la  signification  des  mots  \plus  grand, 
plus  petit.  Plus  tard,  dans  le  livre  II,  on  revient  là-des- 
sus, à propos  des  inégalités,  et  l’on  fait  voir  qu’il  faut- 
faire  de  deux  choses  l’une  : ou  exclure  les  symboles  néga- 
tifs des  inégalités,  ce  qui  serait  possible,  mais  souvent 
embarrassant  ; ou  bien  les  traiter  encore  ici  comme  s’ils 
étaient  plus  petits  que  zéro.  Ce  langage  adopté,  on  recon- 
naît que  les  expressions  plus  grand  que,  plus  petit  que , 
n’expriment  plus  des  faits , des  relations  de  grandeur  ab- 
solue , mais  simplement  la  manière  dont  les  symboles 
négatifs  se  traitent  lorsqu’on  les  compare  entre  eux  ou 
aux  nombres  absolus. 

Il  y a dans  les  ouvrages  élémentaires  un  peu  de  confu- 
sion par  rapport  à la  théorie  des  combinaisons.  J’ai  em- 
ployé le  mot  combinaison  comme  terme  générique. 
L’usage  est  d’accord  avec  moi  sur  ce  point;  car  on  dit 
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combiner  par  addition , soustraction,  etc.  Ainsi  les  pro- 
duits différents  , les  arrangements  , les  permutations  , 
sont  des  combinaisons.  Du  reste  , on  ferait  bien  de  sup- 
primer le  mot  arrangement:  permutation  de  m lettres 
n à n est  aussi  clair  qu 'arrangement. 

Le  nombre  des  termes  de  la  puissance  du  polynôme 
est  établi  (pr.  27)  sur  un  théorème"  de  combinaisons,  déjà 
connu  d’Euler.  Ce  nombre  peut  se  déterminer  par  le  cal- 
cul inverse  des  différences  finies,  méthode  qui,  pour  la 
question  dont  il  s’agit , peut  être  rendue  très-élémentaire. 
Je  fais  cette  observation , parce  qu’il  a été  question  de  ce 
problème  dans  quelques  journaux  scientifiques,  il  n’y  a 
pas  longtemps. 

"On  trouvera , dans  l’extraction  des  racines  des  nom- 
bres , quelques  détails  intéressants  , et  un  peu  plus  loin  , 
un  théorème  sur  le  calcul  approximatif  des  expressions 
compliquées  de  radicaux. 

A propos  de  la  théorie  des  proportions  que  j’ai  tâché 
d’établir  de  la  manière  la  plus  simple,  j’ai  discuté  les  ca- 
ractères auxquels  on  reconnaît  qu’une  question  de  nom- 
bres se  résout  par  une  proportion  ; les  règles  de  trois , 
d’intérêt , etc. , ne  trouvent  place  ici  qu’à  cause  de  quel- 
ques discussions  algébriques. 

Il  était  nécessaire  de  retravailler  la  discussion  des  for- 
mules générales  qui  résolvent  les  équations  à plusieurs 
inconnues  , dans  le  premier  degré.  Je  crois  qu’ici  celte 
discussion  ne  laisse  rien  à désirer.  Il  n’y  a plus,  pour  cette 
question,  des  règles  soi-disant  générales  absolues,  suivies 
d’exceptions:  il  y a différents  cas  distincts,  plus  ou  moins 
généraux , mais  dont  les  caractères  sont  certains.  Cet  avan- 
tage tient  à ce  que  cette  partie  a été  placée  sur  sa  véritable 
base  (prop.  9). 
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L’analyse  indéterminée  du  premier  degré  a été  traitée 
avec  toute  la  généralité  qu’il  m’a  été  possible  d’atteindre. 

Les  imaginaires  se  présentent  dans  l’extraction  de  la 
racine  carrée  ; mais  c’est  dans  la  résolution  de  l’équation 
du  second  degré  qu’on  rencontre  les  conditions  auxquelles 
ces  symboles  entrent  dans  le  calcul.  Sous  ce  rapport  j’ai 
pris  tous  les  soins  possibles  pour  faire  sentir  l’enchaîne- 
ment des  idées  et  la  déduction  des  conséquences.  Les  pro- 
priétés des  modules , d'après  M.  Cauchy  , terminent  ce 
livre. 

Les  caractères  de  divisibilité , qui  viennent  à la  suite  de 
la  théorie  générale  de  la  numération  , ont  été  présentés 
de  manière  à en  faciliter  l’application.  La  remarque  qui 
termine  la  prop.  5 est  extraite  des  Annale t de  mathé- 
matiques de  M,,  Gergonne;  la  prop  7 est  tirée  de  la  théorie 
des  nombres  de  Legendre. 

Dans  les  fractions  continues  j’ai  insisté , comme  par- 
tout ailleurs , sur  la  mesure  de  l’approximation. 

M’étant  fait  une  loi  de  ne  point  parler  des  séries  infi- 
nies en  algèbre,  parce  que  les  moyens  par  lesquels  on  les 
établit  ordinairement  sont  fautifs  ; j’ai  dû  chercher  à lé- 
gitimer , par  une  voie  nouvelle,  la  proportion  qui  sert  à 
calculer  les  logarithmes  des  nombres  non  compris  dans 
les  tables  et  réciproquement.  Je  me  suis  cependant  aidé 
en  partie  du  travail  de  M.  Vincent;  ensuite  j’ai  montré 
comment  il  faut  s’y  prendre  pour  obtenir,  par  le  calcul 
des  logarithmes  , des  résultats  d’une  approximation  cer- 
taine. 

A ce  propos  je  ne  puis  m’empêcher  d’insister  sur  l’in- 
fériorité de  nos  tables  de  logarithmes,  par  rapport  à celles 
de  M.  Babbage.  Celles-ci  indiquent  quels  sont  les  loga- 
rithmes qui  sont  en  défaut , et  par  suite  , quels  sorft  ceux 
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qui  sont  en  excès  dans  leur  dernier  chiffre.  Cette  indica- 
tion permet,  dans  beaucoup  de  cas,  d’assigner  à l’approxi- 
mation une  mesure  plus  satisfaisante. 

Dans  le  quatrième,  livre,  j’ai  donné  le  théorème  de 
M.  Cauchy  pour  prouver  que  toute  équation  a une  racine; 
mais  en  plaçant  devant  ce  théorème  quelques  autres  prin- 
cipes qui  sont  d’ailleurs  nécessaires,  je  l’ai,  je  pense,  rendu 
plus  facile  à comprendre.  , ' 

La  seconde  partie  de  la  règle  des  signes  de  Descartes  ; 
présentée  autrefois  sous  une  forme  trop  générale,  l’a  été 
par  MM.  Mayer  et  Choquet,  sous  une  forme  trop  restreinte. 

On  la  trouvera  à la  proposition  30,  ramenée  , quant  à 
l’extension  , à ses  véritables  limites.  La  démonstration 
est  celle  de  Gauss. 

La  méthode  des  racines  commensurables  a aussi  subi 
quelques  modifications  que  j’ai  déduites  d’une  remarque 
due  à un  de  mes  anciens  élèves , M.  Teissier  , admis  à l’E- 
cole polytechnique  en  1837.  J’ai  prouvé  cette  remarque , 
prop.  34 , r.  2.  La  recherche  des  racines  incommensu- 
rables a été,  comme  de  raison,  basée  sur  le  beau  théo-  * - 
rème  de  M.  Sturm  ; plus  loin  on  trouvera  l’équation  aux 
carrés  des  différences.  Qu’on  me  permette  de  faire  obser- 
ver ici,  que  cette  dernière  devrait  disparaître  du  pro- 
gramme des  examens:  La  découverte  du  théorème  de 
M.  Sturm  est  un  progrès  réel  et  important.  Mais  pourquoi 
les  élèves,  au  lieu  d’y  gagner,  se  trouvent-ils  avoir  perdu 
à ce  progrès  ? Car  au  lieu  d’une  méthode  , ils  sont  obligés 
d’en  apprendre  deux. 

Outre  les  méthodes  d’approximation  que  l’on  trouvera 
ici , il  y en  a une  qui  est  due  à M.  Sarrus  , doyen  de  la  Fa- 
culté des  sciences  de  Strasbourg;  elle  est  développée  dans 
une  brochure  publiée  par  ce  savant  en  1833. 
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J’ai  donné  l’élimination  d’après  le  commandant  d’ar- 
tillerie, M.  Labatie;  sa  première  publication  est  de  1833; 
déjà  en  1827,  il  a eu  l’obligeance  de  me  communiquer  sa 
théorie  en  manuscrit.  Ce  qui  lui  appartient  pour  le  fonds 
et  en  plus  grande  partie  pour  la  forme , comprend  la 
prop.  5 1 , excepté  les  remarques  1 et  3 , les  prop.  53 , 
54  et  l’énoncé  de  55  dont  il  n’a  pas  donné  la  démonstra- 
tion. 

La  vraie  et  bonne  théorie  de  l’élimination  est  renfer- 
mée dans  les  prop.  53 , 54  ; car  l’ancienne  méthode , 
même  perfectionnée  par  M.  Labatie,  d’après  prop.  51, 
n’est  pas  complète  parce  qu’elle  ne  part  point  d’une 
bonne  définition  de  l’équation  finale  , et  en  général  on 
n’avait  guère  su  jusqu’ici  ce  qu’on  voulait  entendre  par 
équation  finale.  La  définition  de  M.  Labatie  précède  la 
prop.  53,  et  donne  à la  théorie  une  précision  complète- 
ment satisfaisante.  J’espère  que  cette  théorie  finira  par 
être  admise  dans  l’enseignement. 

Le  travail  de  M.  Labatie  n’est  pas  borné  à ce  que  l’on 
trouve  ici.  Je  ne  saurais  recommander  assez  vivement 
sa  seconde  édition  (1835)  à l’attention  des  bons  élèves 
et  de  MM.  les  professeurs;  qu’ils  veuillent  bien  ne  pas 
se  laisser  rebuter  par  la  rédaction  un  peu  concise  de 
l’auteur;  le  résultat  de  l’étude  les  dédommagera  ample- 
ment de  la  peine. 

11  est  d’ailleurs  entendu , qu’ici  comme  dans  ma  Géo- 
métrie, j’ai  profité  des  travaux  de  ceux  qui  m’ont  pré- 
cédé dans  la  carrière. 
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Comme  il  n’est  guère  possible  d’apprendre  toute  l’ÀI- 
- gèbre  d’une  haleine , je  conseille  au  lecteur  de  se  fa- 
miliariser d’abord  avec  le  contenu  des  deux  premiers 
livres  ; il  pourra , dans  une  première  lecture , passer 
tout  ce  qui  est  marqué  d’une  astérisque , sauf  à le  re- 
prendre plus  tard.  Dans  le  quatrième  livre,  les  astérisques 
désignent  des  parties  qui  ne  sont  pas  exigées  pour  l’ad- 
mission à l’Ecole  polytechnique. 

Les  connaissances  nécessaires  pour  lire  cette  Algèbre , 
sont  les  premiers  éléments  d’arithmétique , y compris  les 
propriétés  fondamentales  des  nombres  premiers , et  quel- 
ques notions  sur  l’extraction  des  racines  carrées  et  cu- 
biques. 

Du  reste,  en  donnant  ici  les  propositions  d’algèbre 
dans  l’ordre  où  je  les  enseigne , je  ne  prétends  pas  que 
MM.  les  professeurs,  qui  voudront  bien  se  servir  de  mon 
ouvrage,  doivent  s’astreindre  à suivre  ce  même  ordre. 
Rien  de  si  facile  pour  eux  que  d’adopter  celui  qui  leur 
conviendra  le  mieux.  * 
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LE  CALCUL  LITTÉRAL. 

Définition  1 . L’algèbre  est  une  partie  de  la  science  des  nom- 
bres. Si  dans  certaines  questions  il  y a des  nombres  inconnus, 
ou  si  l’on  ne  veut  pas  raisonner  sur  tel  nombre  plutôt  que  sur 
tel  autre,  on  représente  ces  nombres  par  des  lettres.  If  est  évi- 
dent que  sur  ces  lettres  on  ne  saurait  'effectuer  les  opérations 
arithmétiques  comme  sur  des  nombres  particuliers;  on  indique 
ces  opérations  par  des  signes  de  convention , dont  l’emploi  donne 
lieu  aux  règles  du  calcul  algébrique. 

Définition  2.  L ’ addition  s’indique  par  le  signe  -f-  (plus)  ; ainsi 
la  somme  des  nombres  3 et  6,  s’indique  par  : 3 — f—  5;  la  sous- 
traction par  le  signe  — (moins);  12  — 7 , signifie  12  diminué 
de  7. 

La  multiplication  des  nombres  isolés,  par  le  signe  X ou  le  (.  ) ; 
3x4,  ou  3.4,  s’énonce  3 multiplié  par  4.  Pour  indiquer  le 
produit  de  deux  nombres  représentés  par  des  lettres,  comme 
a et  b,  on  écrit  aussi  ab.  De  même  6a  représente  le  produit 
d’une  quantité  a par  le  nombre  5. 

S’il  s’agit  du  produit  de  a-+-b  parc  — d,  on  renferme  chacun 
des  deux  facteurs  entre  des  parenthèses  et  l’on  écrit 
(a  -+-  b)  X (c  — d)  ou  (a  H-  b)  (c  — d) 

î 
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La  division  s’indique  par  le  signe:  ; - , ou  a : b , sont  identiques. 
Définition  3.  On  entend  par  coefficient,  un  multiplicateur 


quelconque.  Dans  5a, -a,  (m- 

«J 


-n)  a,  etc.,  les  quantités  5,  - , 

O 


m + n,  sont  des  coefficients  de  a. 

Définition  4.  Un  produit  de  facteurs  égaux  à une  quantité, 
s’appelle  une  puissance  de  cette  quantité. 

Ainsi  4x4x4x4  est  une  puissance  de  4;  aa,  aaaa  sont  des 
puissances  de  a.  Au  lieu  d’écrire  le  facteur  a plusieurs  fois , on 
ne  l’écrit  qu’une  fois,  en  indiquant  par  un  nombre  combien  de 
fois  ce  facteur  est  censé  écrit;  ce  nombre,  qu’on  appelle  expo- 
sant, se  place  à droite  un  peu  au-dessus  du  facteur.  Ainsi,  au 
lieu  de  aaa  on  écrit  «3  (a  exposant  3,  ou  n puissance  3,  ou 
n trois)  ; de  même  aaaaa  s’écrit  a5,  3.3.3. 3=34. 

a2  s’appelle  la  seconde  puissance  de  a / a1  la  quatrième  puis- 
sance , etc.  De  même  (a-4-6)n  est  la  puissance  n de  a- |-ô. 

Définition  ô.  Un  monôme  est  un  produit  de  facteurs  littéraux 

ou  numériques  sans  interposition  de  — ni  — ; tels  sont  7 a3ô3c, 

9a2  , 

— , ou  encore  — a,  b,  etc. 
b 

Un  polynôme  est  un  ensemble  de  monômes  réunis  par  + 
2ô2 

ou  — , comme  3a H-3a2ô. 


On  appelle  binôme  l’ensemble  de  2 monômes,  trinôme  l’as- 
semblage de  3 monômes,  etc. 

Les  monômes  sont  souvent  appelés  des  termes;  mais  dans 
certains  cas  on  donne  le  nom  de  termes  à des  polynômes. 

Définition  6.  Parmi  les  termes  qui  éomposent  un  polynôme 
ceux  qui  ont  le  signe  -f-  sont  appelés  termes  additifs  ou  positifs; 
ceux  qui  ont  le  signe  — sont  nommés  termes  soustractifs  ou 
négatifs. 

Définition  7.  En  supposant,  jusqu’à  nouvel  avis,  que  les  let- 


tres représentent  des  nombres  absolus,  tels  que 


7,  9,  -il/ Ô,etc., 


nous  entendons  par  valeur  absolue  d’un  terme,  le  nombre  qu’on 
obtient  en  remplaçant  chaque  lettre  par  un  nombre  absolu , ef- 
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fectuant  sur  ces  nombres  toutes  les  opérations  indiquées  sur  les 
lettres , et  faisant  abstraction  du  signe  de  ce  terme.  Par  exemple , 
si  dans  — 4 a?/»'2  on  remplace  a par  5,  b par  3 , a*  devient  53  ou 
125 , b2  devient  9;  or  4x125x9  vaut  4500  ; telle  est  la  valeur  ab- 
solue de  — 4 a352. 

Définition  8.  Si  dans  un  polynôme  on  attribue  à chaque  lettre 
une  valeur  absolue,  qu’on  fasse  d’un  côté  la  somme  des  valeurs 
absolues  des  termes  positifs,  y compris  le  terme  qui  n’a  pas  de 
signe,  s’il  y en  a un,  de  l’autre  la  somme  des  valeurs  absolues  des 
termes  soustractifs,  et  qu’on  retranche  la  plus  petite  somme  de 
la  plus  grande,  le  reste,  abstraction  faite  de  tout  signe,  est  la 
valeur  absolue  du  polynôme.  Nous  supposerons,  jusqu’à  nouvel 
avis,  que  nos  polynômes  représentent  des  nombres  absolus, 
c’est-à-dire  que  la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  addi- 
tifs n’est  pas  moindre  que  celle  des  termes  soustractifs. 

Il  résulte  de  ce  qu’on  vient  de  dire,  que  la  valeur  numérique 
d’un  polynôme  ne  change  pas  si  l’on  change  l’ordre  des  termes, 
pourvu  que  l’on  conserve  à chaque  terme  son  signe,  celui  qui 
n’a  pas  de  signe  étant  censé  avoir  le  signe  -+-. 

Définition  9.  Des  termes  sont  dits  semblables  s’ils  ne  diffèrent 
tout  au  plus  que  par  le  signe  et  le  coefficient;  tels  sont  -\-Adlb, 
— 5 aP-b. 

Définition  10.  Pour  indiquer  que  deux  quantités  sont  égales, 
on  les  sépare  par  le  signe  = (égal  à).  Deux  expressions  séparées 
par  ce  signe  forment  une  égalité.  Le  signe  signifie  plus  grand 
que,  signifie  plus  petit  que.  Deux  expressions  séparées  par 

ou  <^,  constituent  une  inégalité. 

PROPOSITION  I.  — THÉORÈME. 

Tout  polynôme  qui  renferme  des  termes  semblables  peut  être 
réduit  à un  moindre  nombre  de  termes. 

Supposons  qu’un  polynôme  contienne  les  termes  -f-7 cPb , 
— 4 dlb , -1-2 a2b , — 3 a2b.  On  peut  d’abord  rapprocher  tous  ces 
termes  et  les  écrire  dans  l’ordre  suivant,  en  tête  du  polynôme 
7 a26-f-2a25 — 4«2ô — 3a2ô. 

Or  7a25-f-2a25,  c’est  la  quantité  a'2 b prise  7 fois  et  augmentée 
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de  cette  même  quantité  prise  2 fois,  ce  qui  fait  9 fois  celte 
quantité  d2b  , ou  9a2ô. 

De  là  on  doit  retrancher  4 fois  a2b  et  encore  3 fois  a2b,  c’est- 
à-dire  7 fois  dl b , et  il  restera  2 cflb. 

Supposons  qu’outre  ces  termes  le  polynôme  contienne  encore 
— 7ô3-f-463;  il  s’ensuit  que  2 a2b  doit  être  augmenté  de  4 fois  b3 
et  diminué  de  7 fois  la  même  quantité  b3  ; or,  ajouter  4 fois  une 
quantité  pour  la  retrancher  7 fois,  c’est-à-dire  4 fois  et  3 fois, 
revient  évidemment  à la  retrancher  3 fois , et  donne  2a2ô — 3 b3. 

Remarque  1.  Remplacer  ainsi  plusieurs  termes  semblables  par 
un  seul  terme,  cela  s’appelle  opérer  la  réduction.  On  voit  que 
pour  cela  on  peut  réduire  le  premier  des  termes  semblables  avec 
le  second;  s’ils  ont  le  même  signe,  on  ajoute  les  coefficients  et 
on  donne  à la  somme  le  signe  commun;  car  — 3 «4ô2 — 5rt4ô2, 
indique  que  de  la  somme  des  valeurs  des  termes  additifs,  on 
doit  retrancher  «462  d’abord  3 fois,  puis  5 fois,  ou  en  tout  8 fois , 
ce  qui  revient  à écrire  — 8«4ô2.  Si  les  termes  semblables  que  l’on 
compare  sont  de  signes  différents,  on  retranche  le  plus  petit 
coefficient  du  plus  grand , et  on  donne  au  reste  le  signe  du  plus 
grand,  car  -f-3a364  et  — 7 a3 b*  indiquent  que  «3ô4  doit  être 
ajouté  3 fois  et  retranché  7 fois,  ce  qui  revient  à le  retrancher 
4 fois , en  écrivant  — 4a3bl. 

Il  est  évident  que  deux  termes  comme  -i-4a2ô — 4 à2  b revien- 
nent à zéro.  On  exprime  cela  en  disant  qu’ils  sc  détruisent. 

On  peut  continuer  ainsi  de  chaque  terme  au  suivant  jusqu’à 
épuisement  de  tous  les  termes  semblables  entre  eux,  et  traiter 
de  même  séparément , tous  les  systèmes  de  termes  semblables. 

Remarque  2.  Dans  les  raisonnements  de  la  proposition  1 , on 
a supposé  que  les  coefficients  sont  entiers.  ' 

Définition  11.  L’addition  algébrique  a pour  but  de  trouver  un 
polynôme  dont  la  valeur  numérique  soit  égale  à la  somme  des 
valeurs  numériques  de  plusieurs  .polynômes  donnés,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  lettres  qui  y entrent,  mais  avec  les 
restrictions  indiquées  aux  définitions  7 et  8. 

PROPOSITION  II.  — THÉORÈME. 

Pour  faire  l’addition  de  plusieurs  polynômes,  il  suffit  d’écrire 
les  termes  de  ces  polynômes  à la  suite  les  uns  des  autres  , avec 
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leurs  signes  respectifs,  ceux  qui  n'ont  pas  de  signe  étant  censés 
avoir  le  signe  -f-. 

En  effet,  soit  c-\~d — e à ajouter  à a+b;  s’il  s’agissait  d’ajou- 
ter c+d,  on  ajouterait  d’abord  c,  ensuite  d,  ce  qui  donnerait 
a-f-ô-HH-d;  or  ce  n’est  pas  c-\-d  tout  entier  qu’il  faut  ajou- 
ter, mais  c-4-d  diminué  préalablement  de  e;  ainsi  ce  qui  a été 
ajouté  à a-\~b  est  trop  grand  de  e , donc  la  somme  a+5-j-c-f-d 
est  trop  grande  de  e,  et  pour  la  corriger  il  suffit  d’en  retrancher 
e;  ce  qui  donne  a-f-5-f-c-f-d — e. 

Remarque  1.  En  arithmétique,  effectuer  une  opération,  c’est 
faire  les  calculs  nécessaires  pour  représenter  le  résultat  sous 
forme  d’un  seul  nombre;  en  algèbre  les  opérations  sont  dites 
effectuées,  lorsque  le  résultat  est  réduit  à une  série  de  monômes 
dont  chacun  peut  être  regardé  comme  lié  avec  le  précédent  ou 
le  suivant  par  le  signe  H-ou  — . La  somme  des  quantités  a-yb 
et  c-f-d — e,  peut  être  représentée  aipsi  a-j-5-f-  (c-f-d — e);  l’o- 
pération est  effectuée  si  l’on  écrit  a-f-ô-t-c-f-d — e. 

Remarque  2.  S’il  s’agit  d’ajouter  entre  eux  des  polynômes 
qui  contiennent  des  termes  semblables,  au  lieu  de  les  écrire  à la 
suite  les  uns  des  autres,  on  peut. faire  immédiatement  la  réduc- 
tion. 

Dans  l’exemple  ci-contre  les  termes  4a,  2a  et 

— 6 a donnent  a*  — 5 b,  -f-4 b et  3 b donnent 

-f-2 b ; enfin  -f-3c,  — 5 c et  — 6c  donnent  — 8c. 

Définition  12.  La  soustraction  a pour  but  de  trouver  un  poly- 
nôme dont  la  valeur  soit  égale  à la  différence  des  valeurs  de 
deux  polynômes  donnés,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  let- 
tres qui  y entrent. 

PROPOSITION  111.  — THÉORÈME. 

Pour  retrancher  un  polynôme  d’un  autre,  il  suffit  de  changer 
les  signes  de  tous  les  termes  du  polynôme  à soustraire  et  de  les 
écrire  à la  suite  de  Vautre  polynôme. 

Si  de  a il  faut  retrancher  5-f-c — d,  je  dis  que  le  reste  est 
a — b — c-f-d.  Pour  le  prouver  il  suffit  de  montrer  qu’en  ajou- 
tant ô-f-c — d à ce  reste,  on  retrouve  a;  or,  l’addition  donne 
a — b — c-f-d-f-i-f-c — d,  ou,  réduction  faite,  a. . 


4 a — 55-+-3c 
2a-l-4ô — 5c 
35 — 5a — 6c 
a-f-26 — 8c 
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Remarque.  Au  lieu  d’effectuer  la  soustraction,  on  peut  aussi 
l’indiquer  ainsi  : a — (A-f-c — d). 

Définition  13.  Multiplier  une  quantité  algébrique  par  une 
autre,  c’est  en  chercher  une  troisième  dont  la  valeur  soit  égale 
au  produit  des  valeurs  des  deux  autres,  quelles  que  soient  les 
valeurs  des  lettres  qui  y entrent. 


PROPOSITION  IV.  — THÉORÈME. 


Pour  faire  le  produit  de  deux  polynômes  , on  multiplie  chaque, 
terme  du  multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur, 
abstraction  faite  des  signes  de  ces  termes;  de  plus , si  les  deux 
termes  qu’on  a multipliés  ont  le  même  signe.  On  donne  à leur 
produit  le  signe  -+-;  sinon  on  lui  donne  le  signe  — . 

1“  Soit  «-f-A  à multiplier  par  c-\-d;  le  produit,  qu’on  peut 
représenter  par  (a-+-A)  (c-^-d)  sera  égal  à ac-\-bc-\-ad-\~bd. 
Supposons  d’abord  a,  b,  c,  d commensurables;  si  c et  d sont 
des  nombres  entiers,  il  faudra  faire  une  somme  de  c-\-d  nom- 
bres égaux  à a-f-A,  somme  qui  renfermera  c nombres  égaux  à 
o-f-A , et  de  plus  d nombres  égaux  à a-\~b.  Or,  une  somme  de 
c nombres  égaux  à a-\~b  contiendra  c fois  a , -|-c  fois  b,  c’est- 
à-dire  sera  ac-^-bc  ; de  même  d fois  «H-A  donne  ad-\-bd;  donc 
le  produit  est  ac-+-bc-\-ad-\-bd.  . 

Supposons  maintenant  que  c , d ne  soient  pas  entiers,  mais 
commensurables.  On  pourra  les  représenter  par  deux  fractions 

de  même  dénominateur,  -, -,  dont  les  termes  sont  entiers; 

n n 


i . i . h—{-~Jf  h~\—/c 

c-\-d  sera  égal  a . Multiplier  a-\-b  par , c est  chercher 


i . . , , A -f-A 

un  nombre  qui  soit  compose  avec  a-f-o  comme 1 1 


est  avec 


A+A 


l’unité;  si  donc  au  lieu  du  multiplicateur , on  prend  A-f-A 

qui  est  n fois  aussi  grand , ou  qui  contient  n fois  autant  de  par- 

/t  | j( 

ties  de  l’unité  que , le  produit  obtenu  sera  n fois  aussi 


grand  que  (a-|-A)x 


A— f— /r 
n 


. Or  ce  nouveau  produit  (a-f-A)  (A+A) , 
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d’après  ce  qu’on  vient  de  prouver,  est  égal  à ah-\-bh-\-ak-\-bk; 
donc 


(1) 


(a-f-A)X est  égal  a 

n 

ah-\-bh-{-ak-\-bk. 


Cette  quantité  est  identique  avec  a-  +b-+a-+b-.  En  effet, 
* n n n n 

la  première  est  le  quotient  de  ah-\-bh-\-ah-\-b/r  par  n;  quant  à 
la  seconde,  II,  h,  n étant  entiers,  elle  est  égale  à 

ah  bh  ak  bh 

(2) 1 1 1 , 

n n n n 

ce  qu’on  prouve  comme  pour  (a+i)X— — • Or,  pour  mul- 
tiplier une  quantité  par  un  nombre  entier  n,  il  suffît,  c'omme 
on  l’a  prouvé,  de  multiplier  chaque  partie  par  n;  appliquant 

ceci  à (2) , on  trouvera  que  — , multiplié  par  n donne  ah,  etc., 
donc  (2)  est  aussi  le  quotient  de  ah-\-bh-\-ah-\-bh  par  n;  donc 
(2)  est  égal  à (1)  ou  à (o+6)x^-^->  qui  est  donc  aussi  égal 

à ou  à ac-\-bc-j-ad-\-bd. 

n n n n 

"Supposons  maintenant  que  a,  b,  c,  d soient  incommensura- 
bles, et  ^oyons  d’abord  le  sens  que  présente  la  multiplication 
dans  ce  cas.  Considérons , par  exemple,  V' 5 .à  multiplier  par  3. 
On  sait  qu’il  est  possible  d’assigner  deux  nombres  commensu- 
rables  dont  la  différence  soit  aussi  petite  qu’on  voudra,  et  qui 

comprennent  entre  eux  V' 5.  Soient  a,  a+i,  deux  pareils  nom 
bres  : les  produits  a X 3 et  (a+i)3  ou  3a  et  3a+3i  auront 
pour  différence  3i,  quantité  qui  diminue  indéfiniment  avec  i. 

Supposons  que  a,  valeur  approchée  de  1^5  en  moins,  aille  en 
croissant  pour  se  rapprocher  de  ; que  de  même  a+i  aille 
en  décroissant  pour  se  rapprocher  de  b7 5;  les  deux  produits 
3 a,  3a+3i  se  rapprocheront  l’un  de  l’autre;  mais  le  premier 
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restera  toujours  plus  petit  que  chaque  valeur  du  second , et 
celui-ci  sera  toujours  plus  grand  que  chaque  valeur  du  pre- 
mier. Donc  entre  3 « et  3a-f~3/,  il  existe  une  grandeur  inva- 
riable dont  ces  deux  produits  se  rapprochent  indéfiniment.  Il  ne 
peut  en  exister  qu’une;  car  s’il  y en  avait  deux,  m, 
toutes  les  deux  invariables  lorsque  3 a,  3a-f-3i  se  rapprochent 
l’un  de  l’autre,  il  est  clair  que  m et  m-+-h  devant  être  compris 
entre  3 a,  et  3a-f-3«,  leur  différence  h devrait  être  plus  petite 
que  3 i;  donc  3i,  différence  de  3 a et  3ce— f— 3r,  ne  pourrait  pas  de- 
venir moindre  que  h,  ce  qui  est  absurde. 

*Cela  posé,  c’cst  celte  limite  commune  de  3a,  3a+3<  qui  est 
ce  qu’on  appelle  le  produit  de  VÜ  par  3. 

"Si  l’on  considère  deux  facteurs  incommensurables,  comme 
1^5  et  1^7 , leur  produit  est  une  grandeur,  limite  commune  des 
produits  qu’on  obtient  'en  multipliant  des  valeurs  approchées 
des  facteurs  V' 5 et  V^î.  • • 

"■-Maintenant  on  reconnaîtra  que  dans  les  raisonnements  faits 
plus  haut,  rien  n’empêche  de  supposer  a et  b,  incommensura- 
bles; il  ne  reste  donc  à traiter  que  le  cas  où  c et  d sont  incom- 
mensurables. 

*Or,  soient  a‘ , b‘ , c‘ , d' des  nombres  commensurables,  plus 
petits  que  a,  b,  c,  d respectivement;  soient  a",  b" , c“,  d“  des 
nombres  commensurables- plus  grands  que  a,  b,  c,  d , de  façon 
que  a" — a‘,  b“ — b‘ , etc.,  soient  infiniment  petits1. 

*Lc  produit  (a-\-b)  ( c-\-d ) est  compris  entre 

(a ‘-\-b ')  (e'+d')=a'c/+i'e/-(-a'(/'--|-6'd',  • (m) 

el  (rt/'_i_é'/)(c,M-d")=«/'c,/-f-ô//c"-+-a"d"+6"d".  (n) 

* Mais  ac  est  aussi  compris  entre  a 'c'  et  a“c“,  dont  la  différence 
est  infiniment  petite;  de  même  bc  l’est  entre  b‘c‘  et  b“c“ , etc.; 
de  sorte  que  ac-\-bc-+-ad~{-bd  est  compris  entre  {m)  et  (n),  tout 
comme  (a-\-b)  (c+d);  or,  la  différence  entre  (n)  et  (m)  est  in- 
finiment petite,  donc  les  deux  nombres  invariables  compris  entre 
(m)  et  (n)  sont  égaux;  donc  («-(-6)  (c-t-d)=ab-+-bc-+-ad-\-bd. 
2°  Soient  maintenant  deux  polynômes  quelconques;  soit  dans 

1 J’ai  établi  dans  ma  Géométrie  élémentaire  , livre  3,  les  premiers  prin- 
cipes de  la  théorie  des  infiniments  petits.  En  faveur  des  lecteurs , qui  ne 
possèdent  pas  cet  ouvrage,  on  les  a réimprimés  à la  fin  do  cette  algèbre. 
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le  multiplicande,  A la  somme  des  termes  additifs,  B la  somme 
des  termes  soustractifs,  pris  en  valeur  absolue,  de  sorte  que  le 
multiplicande  sera  A — B;  supposons  le  multiplicateur  représenté 
semblablement  par  C — D,  C et  D étant  des  valeurs  absolues.  Je 
dis  que  (A— B)  (C— D)=AC-BC— AD+BD. 

En  effet,  soit  A'  la  différence  A — B,  de  sorte  que  A=A'+B; 
soit  C'  la  différence  C — D;  on  aura  aussi  C=C'-1-D.  Il  vient, 
A.C'=  (A'-f-B).  C'=A'C'+BC', 

Donc  A'C',  l’une  des  parties,  sera  égale  à AC' — BC'. 

Puisque  C=C'-f-D,  on  a A.C=AC'-f-AD ; donc  AC'=AC — AD. 

De  même  BC'=BC — BD;  donc  le  produit  A'C',  ou  AC' — BC' 
est  AC — AD — (BC — BD)  ou  (p.  3)  AC-AD-BC+BD; 

C’est-à-dire  que  (A — B)  (C — D)=AC — AD — BC-f-BD. 

Ainsi,  après  avoir  décomposé  les  deux  facteurs  sous  la  forme 
A — B,  C — D,  on  multipliera  chacun  des  polynômes  A et  B par 
chacun  des  polynômes  C et  D,  tous  ces  polynômes  ne  contenant 
que  des  termes  additifs;  on  ajoutera  les  produits  AC,  BD  et  de 
leur  sbmme  on  retranchera  AD  et  BC.  Par  conséquent 

1°  Tous  les  termes  de  AC  auront  au  produit  le  signe  et 
ces  termes  proviennent  de  termes  qui  ont  le  signe  -f-  dans  les 
deux  facteurs. 

2°  Tous  les  termes  de  BD  ont  le  signe  -f- , et  ils  proviennent 
de  tertnes  qui  ont  le  signe  — dans  les  deux  facteurs. 

3°  Les  termes  de  AD  et  de  BC  ont  le  signe  — , et  ils  provien- 
nent de  termes  affectés  de  signes  contraires  dans  les  deux  fac- 
teurs: 

Corollaire  t.  On  pourra  dans  la  pratique  multiplier  les  deux 
polynômes  terme  à terme  sans  les  mettre  sous  la  forme  A — B, 
C — D.  Il  suffira  de  donner  à chaque  terme  du  produit  le  signe 
convenable. 

Remarque.  Ce  qu’on  vient  de  prouver  constitue  la  règle  des 
signes  dans  la  multiplication.  On  l’énonce*sous  forme  abrégée  en 
disant  : -f-  par  -+-  donne  par  — donne  — ; — par  -+- 

donne  — , et  — par  — donne  -+-;  ou  encore:  les  signes  sem- 
blables donnent  -f- , les  signes  contraires  donnent  — . 

Corollaire  2.  Puisque  a(ô-)-c)  = ab~\-ac  et  que  a(b — c ) = 
ab — ac,  quels  que  soient  a,  b,  c,  il  s’ensuit  que  des  termes 
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semblables , à coefficients  quelconques , entiers  ou  non , se  ré- 
duiront toujours  en  un  seul  d’après  la  proposition  1.  Car  soient 
Ma362,  ±Na3#2  ces  termes  : on  a 

Ma3£2±Na3#2  — (M±N)  a362  ; 

ainsi  on  ajoute  N à M,  ou  on  l’en  retranche,  selon  le  signe  de  N. 

* PROPOSITION  V.  — THÉORÈME. 

Un  produit  ne  change  pas  de  valeur  si  l’on  change  l’ordre 
des  factçurs. 

Cette  proposition , qu’on  démontre  en  arithmétique  pour  des 
facteurs  commensurables , doit  être  établie  ici  pour  le  cas  des 
facteurs  incommensurables. 

Soient  a,  b , c , d,  e , etc.,  des  facteurs  incommensurables,  en 
totalité  ou  eh  partie.  Je  dis  qu’on  a 

axbxcxdxex , etc.  = bXcXaXeXdx,  etc. 

En  effet  soient  a',  b',  c' , d',  etc.,  des  nombres  commensura- 
bles qui  diffèrent  infiniment  peu  de  a,  b,  c,  d,  respectivement  ; 
il  est  prouvé  que  • . 

a'xb’xc'xd’xe'x,  etc.=:6'Xc'X«'Xe'Xd'X,etc. 

Or;  le  premier  de  ces  produits  diffère  infiniment  peu  de  • 
axbxcxdxe , etc. , et  le  second  de  bXcXaXeXdx , etc.  ; donc  ces 
deux  derniers  sont  égaux.  On  raisonne  de  même  pour  tous  les 
cas. 

* PROPOSITION  VI.  — THÉORÈME. 

Multiplier  une  quantité  N,  par  un  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs a,  b,  c,  etc. , revient  à la  multiplier  successivement  par  ces 
facteurs  , et  réciproquement. 

Soit p=axbxcx ; d’après  la  proposition  S on  a . 

Nxp  = px N ou  = axbxcx,  etc. , xN. 

Intervertissant,  Nxp  =:NxaXéXcX,  etc. 

PROPOSITION  VII.  — THÉORÈME. 

Le  produit  de  deux  monômes  est  égal  au  produit  des  coeffi- 
cients, multiplié  1°  par  les  facteurs  littéraux  communs,  affectés 
chacun  d’un  exposant  égal  à la  somme  de  ceux  qu’il  a dans  les 
deux  monômes  ; 2°  par  les  facteurs  littéraux  non  communs , 
pris  avec  leurs  exposants  respectifs. 
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Soit  5asô2x4a2e.  Multiplier  par  4a2c  revient  au  même  que  de 
multiplier  par  les  facteurs  4,  a2,  c;  mais  pour  former  le  produit 
5 a?b2,  il  faut  multiplier  5 par  a 3 et  le  produit  par  b2;  donc 
Ôa3ô2x4a2c = 5xa3XÔ2x4x«2Xc. 

Intervertissant  l’ordre  des  facteurs,  on  a 
5 x4Xa3Xa2XÔ2Xc. 

* Multipliant  5 par  4 on  a 20,  qu’il  faut  multiplier  par  a3, 
puis  par  a2,  ou  par  le  produit  de  ces  deux  facteurs.  Or, 
d2—aXa , donc  a3Xa2=«3XaXa. 

Mais  a3xa  ou  aXaXaXa  c’est  a4,  et  «4Xa  est  de  même  a5; 
donc  a3Xa2=fl5=«3+2. 

On  a ainsi  20«5  qu’il  faut  multiplier  par  b2,  ce  qui  donne 
20 abb2\  puis  par  c,  et  l’on  a 20 a5ô2e. 

De  même  T aib3cxSaîb2d2~66ailficdK 

8«x5a362=40a462. 

Une  lettre  sans  exposant  est  censée  avoir  l’exposant  1 : car 
a3xa=a4=o3-*-1. 

aroônXa364 = ara-+~3.ô“-t-4  ; am — 3ôn — 3Xam-^26n  ~~ 3— a2ln_t~3 .ô2u  ~ 4.* 

• 

PROPOSITION  VIII.  — PROBLÈME. 

Faire  le  produit  de  deux  polynômes. 

Soit  le  polynôme  4a4 — Qa2b-\-a2b2 — 7 ab2 — àô4 
A multiplier  par  5 a3 — 8 a2b — 4a62-f-63 

f 20a7 — 30n6ô-f-ôa5ô2 — 35a4ô3 — 25a364 

i — 32a6ô-f-48a5ô2 — 8a463-f-ô6a3ô4-H 40a2ô3 

Produit  — 1 6a5è2+24a4i3 — 4rt3ô4H-28a265H-20aA6 
\ -+-4a463 — 6a364-|-a265 — 7 ab6 — 5 b1 
Prod.  réduit  20a7 — 62a6ô-)-37a5ô2 — 15a463-p-21a3ô4H-69a2ô5 

-f-13aô6 — 567. 

Appliquant  les  propositions  4 et  7 : 4a4  par  6 a3  donne  20a7; 
— 6a3ô  par  o a3= — 30 cfib;  -+-a2b2  par  6 a3  donne  Ôa5ê2; 
— 7 ab3  par  Sa3  donne — 35a4ô3;  — 5 64  par  Sa3  donne — 25a?64. 

On  continuera  de  combiner  ainsi  chaque  terme  du  multipli- 
cateur avec  chaque  terme  du  multiplicande.  Les  différents  ter- 
mes du  produit  étant  obtenus,  on  fait  la  réduction  des  termes 
semblables,  et  l’on  obtient  le  produit  réduit. 
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On  trouvera,  par  la  meme  règle,  que  ai~\-aib-\-ab'i-\~b‘i  par 
a — b donne  a* — b 4. 

Définition  14.  Un  polynôme  est  dit  ordonné  par  rapport  aux 
exposants  décroissants  d’une  lettre , appelée  lettre  d’ordre,  si 
les  termes  sont  écrits  de  façon  que  les  exposants  de  celte  lettre 
aillent  en  décroissant,  d’un  terme  au  suivant. 

On  ordonne  de  même  par  rapport  aux  exposants  croissants 
d’une  lettre. 

PROPOSITION  IX.  — THÉORÈME. 

Si  deux  ou  plusieurs  polynômes  sont  ordonnés , de  même  que 
leur  produit , par  rapport  aux  exposants  décroissants  d’une 
lettre  commune , le  premier  terme  du  produit  est  égal  au  produit 
des  premiers  termes  des  facteurs , et  le  dernier  terme  du  produit 
est  le  produit  des  derniers  termes  des  facteurs. 

Considérons  les  deux  polynômes  dont  on  a fait  le  produit, 
prop.  8 , et  qui  sont  ordonnés  par  rapport  à a.  Le  plus  grand 
exposant  de  a est  4 dans  le  multiplicande  et  3 dans  le  mul- 
tiplicateur. De  plus,  ces  exposants  ne  se  rencontrent  qu’une  fois, 
le  premier  dans  le  multiplicande,  le  second  dans  le  multiplica- 
teur. Or,  dans  chaque  terme  du  produit  l’exposant  de  a se  com- 
pose de  la  somme  de  deux  exposants  de  cette  lettre  pris  respec- 
tivement dans  les  deux  facteurs:  donc  il  n’y  en  aura  qu’un  qui 
soit  égal  à 4— j— 3 ou  7 ; c’est  le  premier  terme  du  produit  qui  le 
renferme , et  dans  tous  les  suivants  l’exposant  de  a est  moindre. 
Donc  le  premier  terme  20a7  renfermant  un  exposant  plus  grand 
que  tous  les  autres  termes,  ce  premier  terme  ne  se  réduira  avec 
aucun  autre  et  restera  tel  au  produit  réduit.  Donc  le  premier 
terme  du  produit  réduit  est  le  produit  des  premiers  termes 
des  deux  facteurs. 

En  général  soit  un  certain  nombre  de  polynômes  ordonnés 
par  rapport  àr: 

1 ) kxm~y\  xm— 1-+-A  xm— ' 2-|-  etc.  -f-A  aH-À 

etc -f-Bn 

!-f-  etc -+-C 

etc. 

1 Dan»  , A ..  . . A.m , le»  signes  1 , 2.  . . m se  nomment  des  indi- 
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A,  A; . . . . Am,  B,  B, . . . . C,  etc.,  désignant  des  polynômes 
ou  des  monômes  qui  ne  renferment  pas  la  lettre  x. 

Représentons  par  a:"- 1-|-  ....  +Pa , le  produit  or- 

donné de  tous  ces  polynômes,  et  supposons  qu’il  soit  vrai  que 
Pjr*  est  le  produit  des  premiers  termes  des  polynômes  précé- 
dents, de  lelje  sorte  que  Pæ;*=ABC.  . . . •;  si  on 

multiplie  ce  produit  par  un  nouveau  polynôme 

je  dis  que  le  premier  terme  du  produit  sera  exactement  le  pro- 
duit des  premiers  termes  de  tous  les  polynômes  multipliés.  Car 
le  premier  terme  sera  : 

P Qx*-*-?  ou  ABC . . . •••-W3  • 

qui  est  en  effet  le  produit  de  tous  les  premiers  termes.  Donc  si 
la  proposition  est  vraie"  pour  un  certain  nombre  de  polynômes, 
elle  l’est  aussi  pour  un  polynôme  de  plus.  Or,  elle  l’est  évidem- 
ment pour  un  polynôme  multiplié  par  t'imité,  donc  .elle  est 
vraie  pour  2,3,  etc.,  polynômes.  — Même  raisonnement  pour 
le  dernier  terme. 

• 

PROPOSITION  X.  — THÉORÈME. 

Le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  contient  la  somme  des 
carrés  de  ces  deux  quantités , plus  le  double  produit  de  ces  deux 
mêmes  quantités  ; le  carré  de  la  différence  contient  encore  la 
somme  des  carrés , moins  le  double  produit. 

1°  Soientnetôdeux  quantités,  a-\-b  sera  leur  somme;  le  carré 
de  a-\-b , ou  (a-f-ô)2  = (a-j-b)  ( a-j-b ) = dl-\-ab-\-ab-\-b2  = 
a2-|-2aô-|-62,  résultat  qui  contient  la  somme  des  carrés  a2,  62,  et 
le  double  produit  2 ab. 

2°  La  différence  étant  a — b,  le  carré  de  a — b donne  (a — b)2— 
(a — b)  (a — b)  — cfl — ab — ab-\-b2  — a'1 — 2uô-f-ô2,  c’est-à-dire 
la  somme  des  carrés  a2,  ô2,  moins  le  double  produit  2 ab. 

ces;  on  prononce  A de  un,  A de  deux,  A de  m.  Ici  l'indice  rappelle  le 
rang  du  terme  ; ainsi  A_  appartient  au  terme  qui  en  a i devant  lui,  A^  à 
celui  qui  en  a 2 devant  lui , etc.  ’ 

Comme  on  suppose  que  le  polynôme  Ax”-t-  . . . -t-Am  est  du  degré  m. 
et  que  les  exposants  de  x vont  en  diminuant  d'une  unité , il  est  impossible 
d'écrire  de  fait  tous  les  termes;  on  en  écrit  quelques-uns,  en  laissant  une 
lacune  qu'il  faut  supposer  comblée  lorsqu’on  raisonne  sur  ce  polynôme. 
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PROPOSITION  XI.  — THÉORÈME. 

Le  produit  de  la  somme  de  deux  'quantités  par  leur  différence , 
est  égal  à la  différence  des  carrés  de  ces  quantités. 

Pour  le  prouver , il  n’y  a qu’à  multiplier  a-f-A  par  a — b,  et 
l’on  trouvera  a2 — A2,  qui  est  la  différence  des  carrés  de  a et  de  A. 

Remarque.  Il  y a certaines  multiplications  qu’on  peut  abréger 
à l’aide  de  ces  deux  propositions  10  et  11. 

Soit  4a3 — 6a2A-f-5aA2-|-2A3 

à multiplier  par  4a3+6a2A-f-ôaA2 — 2A3. 

Le  premier  polynôme  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(4a3-(-5aA2)  — (6n2A — 2A3)  . ' (p.  3). 

le  second  (4a3-H>aA2)-)-(6a2A — 2 A3)  (p.  2). 

Celui-ci.  est  donc  la  somme  de  deux  quantités  dont  le  premier 
est  la  différence  ; par.  conséquent  leur  produit  est  la  différence 
des  carrés  de  ces  mêmes  quantités;  ainsi  ce  produit  est 
(4a3-|-6aA2)2 — (6a2A — 2A3)2 
Or,  d’après  là  proposition  10,  m 

(4a3-|-5oA2)2  = (4a3)2-f-2x4a3x5aA2-|-(ÔaA2)2 
= 1 6a6-(-40a4A2-4-25a2A4 
De  même  (6a2A — 2 A3)2  = 3 6a1  A2 — 24a2A4-l-466; 

retranchant  ce  second  polynôme  du  précédent,  on  a,  réduction 
faite, 

1 6a6+4a4A2-+-49a2A4—4A6 

Définition  1 5.  Le  degré  d’un  terme'privé  de  dénominateur  est 
la  somme  des  exposants  des  facteurs  littéraux  de  ce  terme  : le 
degré  de  5a3A2c  est  3— J— 2— 1—1  — 6 , celui  de  am~ 2A"~ 4 est 
m-t-« — 6. 

Définition  1 6.  Un  polynôme  est  dit  homogène  si  tous  les  termes 
sont  de  même  degré. 

Tel  est  4a3 — 2a2A+A3;  a2-f-A4  n’est  pas  homogène.  Le  degré 
d’un  polynôme  homogène  est  celui  de  chacun  de  ses  termes. 

Définition  17.  Un  polynôme  est  dit  symétrique  par  rapport  à 
plusieurs  lellres,  si  ce  polynôme  ne  change  pas  lorsqu’on  rem- 
place l’une  de  ces  lettres  par  l’autre  et  réciproquement;  ab , 
a-f-A,  a2-(-aA-|-A2,  sont  symétriques  par  rapport  à a et  A,  car  si 
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l’on  y change  a en  b et  réciproquement,  ils  ne  changent  pas, 
a 

tandis  que  - , a — b , cfi-{-b  ne  sont  pas  symétriques. 


PROPOSITION  XII.  — .PROBLÈME. 


Trouver  le  produit  de  m binômes  x-\-&i  ar-f-n3, .. . . 

æt— (— «m , sans  faire  la  multiplication. 

Chacun  des  facteurs  de  ce  produit  étant  homogène  du  pre- 
mier degré,  le  produit  sera  homogène  du  degré  m.  Le  premier 
terme  du  produit  ordonné  par  rapport  à x , sera  le  produit  des. 
premiers  termes  des  facteurs  (p.  9)  ; or  le  premier  terme  de  chaque 
facteur  est  x , le  nombre  des  facteurs  est  m ; donc  le  premier 
terme  du  produit  est  xm. 

Pour  trouver  le  second  terme  du  produit,  isolons  le  facteur 
ar-f -ai;  le  produit  des  m — 1 facteurs  restants  (x  -+-«2)  ^tv-|-a3J 

....  aura  pour  premiér  terme  xm— *,  et  si  on  le  mul- 
tiplie par  le  second  terme  du  facteur  on  trouve  ai  a;™—1, 

qui  fera  ainsi  partie  du  produit  cherché,  mais  ne  s’y  trou- 
vera qu’une  fois.  En  effet,  au  produit  Lr-f-aa^  .... 
le  terme  arm— 1 ne  se  trouve  qu’une  fois , et  ne  s’y  trouve  pas. 
Si  donc  on  multiplie  ce  produit  par  on  ne  saurait  trouver 
et  si  on  le  multiplie  par  at , il  n’y  a que  le  terme  xm— 1 
qui  puisse  donner  a a?™—1.  Donc  le  produit  total  ne  contient 
qu’une  fois  aixm—' *.  Mais  on  peut  raisonner  sur  chacun  des  fac- 
teurs x-\-a  , x-\-a^ x-\-am , comme  on  a fait  sur  x-\-a  ; donc 
le  produit  contient  les  termes  a a,xm—x. . . . , amxm—i 

chacun  une  fois  ; ainsi  il  contient  la  somme  ^«i-(-a2+aj-+- .... 
— K*m)  ,rm— ’.  Il  ne  saurait  d’ailleurs  renfermer  aucun  autre 
terme  en  a?m— *;  car , puisqu’il  est  homogène  du  degré  m,  xm— 1 
devrait  nécesairement  être  multiplié  par  un  facteur  du  pre- 
mier.degré,  qui  ne  saurait  être  que  l’une  des  quantités  a , a^. . ., 
»et  on  a vu  que  chaque  terme  a arm—1,  a^xm— 1 , etc. , ne  se 
trouve  qu’une  fois  au  produit. 
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En  général , considérons  dans  notre  produit  un  nombre  quel- 
conque de  facteurs  x-|-<j , x-\ -a^  ....  x-j-«n  , n étant  moindre 
que  m,  ou  an  plus  égal  à m;  les  facteurs  restants  x-M  ,, 
x-f-an+a  ....  x-j -am  seront  au  nombre  de  m — n.  Représentons 
par  A le  produit  des  n premiers  facteurs  ^x-f-o,) , etc 


et  par  B celui  des  m — n derniers,  le  produit  total  sera  A.B. 

Le  dernier  terme  de  A est  le  produit  des  derniers  termes  de 
ses  facteurs  (p.  9),  c’est-à-dire  aa^ . . . ,aa;  le  premier  terme  de 
B est  xm-n,  puisque  chacun  des  m — n facteurs  de  B a 
pour  premier  terme  x.  Donc  le  produit  contiendra  le  terme 
a%ati.  ..anxm_  ",  et  je  dis  qu’il  ne  le  contient  qu’une  fois.CarAne 


contient  a a^...an  qu’une  fois,  de  sorte  qu’aucun  autre  terme  de 


A ne  contient  tous  ces  facteurs  af , aa  . . . an;  mais  B ne  contient 


aucune  des  quantités  at,aa  • . . . «n;  donc,  dans  la  multiplica- 
tion de  B par  un  terme  quelconque  de  A , autre  que  le  dernier, 
on  ne  saurait  retrouver  un  terme  qui  les  contienne  toutes.  D’ail- 
leurs, comme  B ne  contient  xm— " qu’une  fois,  le  produit  de  B 
par  ai<ia  ....  an,  dernier  terme  de  A,  ne  donnera  qu’une  fois 


a a ....  a xm— ". 

12  n 


En  isolant  de  même  n quelconques  des  m facteurs  du  produit 
total , on  prouvera  que  xm  -n  est  multiplié  une  fois  par  chacun 
des  produits  des  termes  a, , a}  , . . . am , pris  n à n,  et  comme  le 
produit  total  est  homogène  du  degré  m,  on  conclura  que 
xm— " n’est  multiplié  par  aucune  autre  quantité. 

Donc  n étant  un  nombre  entier  qui  peut  être  1,2,  3, ....  m, 
il  est  prouvé  que  notre  produit  contient  xm— " multiplié  par  la 
somme  des  produits  n à n des  lettres  ni , , . . . . am.  En  Suppo- 

sant successivement  n=l‘,  2 , 3 ....  m,  on  saura  donc  : 

1®  Que  dans  ce  produit  les  exposants  de  x sont  m,  m — 1 , 
m — 2 ....  etc.,  c’est-à-dire  qu’ils  vont  en  diminuant  d’une  unité 
à partir  du  premier  terme,  qui  est  xm,  jusqu’au  dernier  terme, 
qui  ne  renferme  pas  x,  comme  étant  le  produit  des  derniers  ter- 
mes a , a ....  a des  facteurs. 

1 ' 2 m # • 

2°  Que  le  coefficient  du  premier  tèrme  est  1 ; celui  du  second 
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terme  xm— 1 est  la  somme  « -f-a  -+•  ....  -f-tf, n des  lettres 
rtj} . . . . a j celui  du  troisième  terme  •r™  est  la  somme  des 


produits  2 à 2 de  ces  lettres , etc.  Celui  du  terme  qui  a n termes 
devant  lui,  est  la  somme  des  produits  « à n de  ces  mêmes  lettres; 
enfin  le  dernier  terme,  comme  on  l’a  dit,  est  le  produit  de  toutes 
ces  lettres. 

Remarque  1.  Après  avoir  prouvé  que  .rm— n est  multiplié  par 
cr , ax ....  «n,  on  peut  ajouter  que  le  produit  AB  étant  symé- 
trique par  rapport  à a , a , ... . am  pris  2 à 2,  doit  contenir 
tous  les  termes  différents  que  l’on  obtient  en  remplaçant  dans 
aa%  ....  anxm— 11 , une,  2,3,  etc. , des  lettres  at,a^  . . . . an 
par  d’autres  , «0+î,  etc.  . . . «m,  ce  qui  prouve  encore 
que  xm— " est  multiplié  par  la  somme  des  produits  n à m des  let- 
lreSfl, «,„• 

Remarque  2.  Représentons  par  Sn  la  somme  des  produits  nkn 
des  lettres  at  , ...  . am,  et  nous  aurons 

(*+«,)  (*+“,)  • ' * ' 

=jrm+Sixm-1-|-S2xm-2-)-. . . -(-Sn^m-n— (- (_Sm. 

Définition  18.  Diviser  une  quantité  par  une  autre,  c’est  en  cher- 
cher une  troisième  nommée  quotient , qui , multipliée  par  la 
seconde,  nommée  diviseur,  reproduise  la  premjère,  nommée  di- 
vidende, quelles  que  soient  les  valeurs  des  lettres  qui  entrent  dans 
ces  quantités. 

Définition  19.  Une  quantité  est  dite  entière  si  elle  est  débar- 
rassée de  tout  signe  de  division  , telle  est  4a,  bb — 3c,  etc.;  mais 


j,  la  : b ne  sont  pas  entiers;  ce  sont  des  fractions  algébriques 

dont  les  deux  termes  peuvent  être  eux-mêmes  des  nombres  frac- 
tionnaires ou  même  incommensurables , et  sur  les  propriétés  des- 
quelles il  est  nécessaire  d’insister  ici. 


PROPOSITION  XIII.  — THÉORÈME. 


1«  On  peut  multiplier  ou  diviser  par  un  même  nombre  les  deux 
termes  d’une  fraction.  2°  La  somme  ou  la  différence  de  deux 
fractions  de  même  dénominateur  est  une  fraction  qui  a pour  nu- 
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mèraleur  la  somme  ou  la  différence  des  numérateurs , et  pour 
dénominateur  celui  des  deux  fractions.  3"  Le  produit  de  deux- 
fractions  est  égal  au  produit  des  numérateurs  divisé  par  le  pro- 
duit des  dénominateurs.  4°  Le  quotient  de  deux  fractions  est  égal 
au  dividende  multiplié  par  le  diviseur  renversé. 

, ..  a am 

1°  Je  dis  que  — . 

b bm 


Car- étant  le  quotient  de  a par  b,  on  a , par  définition, 


donc 


a . 

-Xb~a; 

b 

7 xbm  ~ am. 
b 


Donc  - est  aussi  le  quotient  de  am  par  bm  (déf.  18),  et 

a am 
b bm 

D’après  cela , on  réduira  au  même  dénominateur  les  fractions 
algébriques  comme  les  fractions  arithmétiques. 

„ _ . a c . , fl+c 

2°  Soit  ! Je  dis  4ue  ‘a  somme  est  — — . 

Car  le  produit  de  par  b est  fxb-\--xb , ou  , par  défini- 


Cl  c 

tion  18,  fl-f-c;  donc  est  le  quotient  de  a+c  par  b,  ou  est 
, , , u-f-c 

égal  a —j~. 

_ . a c a — c 

De  meme  7 — .= — — . 
b b b 

„ , ..  a c ac 

3°  Je  dis  que  -x-j  = 


a d bd 

c 


a . c 


Car  ff(.b  = a,  -jxd  = c;  donc  -xbx-jxd  — ac. 


ou 


a c .J 
-X-£<bd=ac. 
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a c 


Donc  -X-^  est  le  quotient  de  ne  par  bd,  c’est-à-dire  est  égal 


etc 


a 


bd 


4°  Enfin  ^ ^ est  égal  à Car  si  l’on  multiplie  — par  le 

diviseur  on  trouve  ——  ou  y,  ce  qui  est  le  dividende.  Donc 
a bed  b 

eid 

est  le  quotient. 


PROPOSITION  XIV.  — THÉORÈME. 

Pour  que  le  quotient  de  deux  monômes  soit  entier,  il  faut  et 
il  suffit  1°  que  le  coefficient  du  dividende  soit  divisible  par  celui 
du  diviseur  ; 2°  que  le  diviseur  ne  contienne  aucune  lettre  qui 
ne  se  trouve  dans  le  dividende;  3°  que  l’exposant  d’une  lettre 
quelconque  du  dividende  soit  au  plus  égal  à celui  qu’elle  a dans 
le  diviseur.  : 

Soit  pour  dividende  56 «653c2  et  pour  diviseur  8 «453.  Le  quo- 
tient doit  être  tel  que , multiplié  par  le  diviseur,  il  reproduise  le 
dividende;  il  faut  donc  (p.  7)  que  le  coefficient  du  quotient, 
multiplié  par  8 , reproduise  56 , ce  qui  exige  que  ce  dernier  soit 
divisible  par  8;  si  cela  n’était  pas,  le  coefficient  du  quotient  se- 
rait fractionnaire  : ici  il  est  7.  En  second  lieu  , il  faut  que  la  lettre 
a se  trouve  au  quotient  avec  un  exposant  qui,  ajouté  à l’expo- 
sant 4 qu’elle  a au  diviseur,  donne  6,  exposant  dont  elle  est  af- 
fectée au  dividende;  ainsi  on  trouvera  l’exposant  de  a au  quo- 
tient en  retranchant  l’exposant  qui  affecte  «au  diviseur,  de  celui 
qui  affecte  celte  lettre  au  dividende,  ce  qui  exige  que  ce  dernier 
exposant  soit  au  moins  égal  à l’autre.  Le  quotient  contiendra 
donc  a2.  Quant  à b3  qui  se  trouve  au  dividende  et  au  diviseur,  il 
ne  donnera  rien  au  quotient,  sans  quoi  ce  quotient,  multiplié 
par  le  diviseur  qui  contient  b3,  ne  donnerait  pas  b3  au  divi- 
dende. Enfin  le  dividende  contenant  c2  et  le  diviseur  ne  renfer- 
mant pas  du  tout  la  lettrée,  le  quotient  contiendra  c2,  par  les 
raisons  déjà  développées. 

On  voit  que  si  le  diviseur  contenait  une  lettre  d qui  n’est  pas 

• 2. 
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au  dividende,  le  quotient  11e  saurait  être  entier  : car  si  le  quo- 
tient supposé  entier  contient  ou  ne  contient  pas  d,  multiplié 
par  le  diviseur  qui  contient. d,  il  donne  un  produit  qui  con- 
tient aussi  d et  qui,  par  conséquent,  ne  saurait  être  identique 
avec  le  dividende. 

Corollaire.  Les  raisonnements  ci-dessus  prouvent  en  môme 
temps  que  pour  avoir  le  quotient,  il  faut  diviser  le  coefficient  du 
dividende  par  celui  du  diviseur,  retrancher  l’exposant  de  chaque 
lettre  dans  le  'diviseur,  de  celui  de  la  même  lettre  dans  le  divi- 
dende , et  laisser  intactes  les  lettres  quLsont  au  dividende  et  ne 
sont  pas  au  diviseur. 

D’après  cela  72a964e2d3  : 12 a3b3c3  — Ga1bd3  ; 

1 4 4a‘ W : 1 8 a1064e  = 8«7ôe2. 


am  : a — am— 1 ; am  : am— 3 = nm— m-t-3  — a3  ; 

am  : «m— ■”  — "H-n  — ané 

m,  n étant  des  nombres  entiers  absolus. 

Remarque  1.  Si  l’on  divise  a3  par  lui-même,  ou  am  par  lui- 
même  , on  a pour  quotient  1.  D’un  autre  côté,  la  règle  des  expo- 
sants, appliquée  à ce  cas,  donne  am  : am=za'n~m  =a0.  Ainsi  rien 
n’empêche  d’employer  dans  le  calcul  le  symbole  a°,  pourvu  qu’on 
le  regarde  comme  représentant  l’unité.  Cet  exposant  zéro  est 
assujetti  aux  mêmes  règles  que  les  autres  exposants  : ainsi 
«mXa°  =:  = am,  vu  que  a0  = 1 ; de  même  am  : — °=am. 

Remarque  2.  Dans  le  cas  où  le  quotient  de  deux  monômes 
n’est  pas  entier,  on  le  représente  par  une  fraction  qui  peut  quel- 

quefois  se  simplifier.  Ainsi  ai  : a7=  — ; divisant  lés  deux  termes 

para1,  on  a Or,  on  cstconvenu  de  représenter  par  a-3  (a 

exposant  moins  3).  Celle  convention  dérive  de  la  règle  des  expo- 

sants  : si  dans  est  plus  petit  que  m,  il  est  démontré  que 

ce  quotient  = «m  "P;  or,  on  est  convenu  d’écrire  dans  tous  les  cas 
nm 

— —am— r et  de  faire  entre  m et  p la  réduction,  comme  on  la 
ni’ 

fait  entre  les  coefficients  des  termes  semblables  des  polynômes, 

. i.  .n4  . ' a2  1 

de  sorte  quel  on  a aussi  -=  — a*—  ‘ — a-  •*;  — — — - 

1 n7  uh  a' 
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Les  exposants  négatifs  sont  très-utiles  dans  le  calcul  : si  par 
convention , et  par  analogie  avec  ce  qui  est  démontré  p.  2 et  3 , 
par  ajouter  des  exposants , on  entend  qu’il  faut  les  écrire  à la 
suite  l’un  de  l’autre  avec  leurs  signes , si  de  même , par  retran- 
cher un  exposant  d’un  autre,  on  entend  qu’on  écrit  le  premier, 
changé  de  signe,  à la  suite  de  celui  dont  on  retranche,  que  de 
plus  on  réduise  ces  exposants  entre  eux  comme  les  termes  sem- 
blables (p.  l),on  peut  démontrer  la 


PROPOSITION  XV.  — THÉORÈME. 

Dans  la  multiplication , les  exposants  des  lettres  communes 
s’ajoutent , que  ces  exposants  soient  positifs  ou  négatifs  ; dans 
la  division , l’exposant  du  diviseur  se  retranche  de  l’exposant  de 
la  même  lettre  au  dividende. 

Le  cas  où  les  deux  exposants  sont  positifs  est  prouvé. 

Multiplication.  1“  rt5Xrt-3;  par  définition  a— 3 ; 

1 (V* 

donc  3 = a5X  -r  — ——  a5— 3 = à2, 

a*  a 3 

Donc  les  exposants  5 et  — 3 s’ajoutent. 

1 a5 

2°  aày.a-i  = a5x— . = — = 1 ou  encore  = a5—hxau. 

. n5  a5 

la4  1 

3°  rt4Xa-T=  a4X-^  = — simplifiant,  on  a -s  ou  a-3  ou  a4— 7 
a7  a7  as 

(p.  14,  r.  2.) 

4“  a 2Xa— 3 = 4x4  = — , ou  xz  a-ù  = a-3— 2 
a 1 as 

Ainsi  dans  tous  les  cas  les  exposants  des  deux  facteurs  s’ajou- 
tent. 

Division.  1°  a5  : a— 3 = a5  : -5  — «5X«3  = a5-*-3  ; donc  l’expo- 
rt3 

sant  — 3 a été  écrit  à la  suite  de  5,  avec  un  signe  contraire. 

I 1 rt4 

2°rt"6:fl— 4—  — : — = — ,=«-2ou=:«-6-t-4:  même  remarque. 

«b  a4  «b  1 

1 1 «8 

3°  «-3  ; «— 8 = rt5  ou  =:  «~3+8;  idem. 

rt3  rt*  rt3 
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4°  a -3  : ax  = —„X~ -,  = —.  = a— 7 — a 3—4 ; même  remarque* 
a3  à4  a7  n 

5°  a— 2 : <z-2  = i : — — 1 — a0  — a~ 2+2;  idem. 

a2  «2 

Les  différents  cas  de  la  multiplication  sont  représentés  par 
les  formules 

amY.a-v  — am~V  ; a—mXa  - P ~<i  ,n  P. 

Pour  la  division , ce  sont  les  trois  formules  suivantes  : 

am  : a- P — a—m  : aP  = a-'"— P;  a m : a- P = a - “+p. 

Remarque  générale  sur  tout  ce  qui  précède.  Les  symboles  né- 
gatifs jouent  en  algèbre  un  rôle  important,  et  ce  rôle  n’est  pas 
borné  à la  théorie  des  exposants. 

Par  rapport  à ces  symboles , combinés  soit  entre  eux , soit  avec 
les  nombres  positifs,  on  a adopté,  comme  dans  la  proposition  15, 
le  langage  de  convention  que  voici  : 

1 "Àj outer  entre  eux  des  nombres  positifs  ou  négatifs,  c’est  les 
écrire  à la  suite  l’un  de  l’autre  avec  leurs  signes  respectifs.  On 
voit  que  l’addition  arithmétique  est  un  cas  particulier  de  cette 
combinaison  dénombrés  et  de  signes  que  l’on  appelleici  addition. 

D’après  cette  convention  -+-7  ajouté  à — 5,  c’est-à-dire 
-|-7 -+-  (• — 5)  donne  +7 — 5,  ou  par  réduction  2;  de  même 
-4-4-+-  ( — 6)  donne  — 6 ou  —2;  enfin  — 5-+-( — 2)  donne 

— 5 — 2 , ou  — 7.  Car  dans  tous  les  cas  on  réduit  comme  dans  les 
polynômes  à valeur  absolue. 

2°  Soustraire  un  nombre  positif  ou  négatif  d’un  autre , c’est 
écrire  celui-là,  changé  de  signe,  à la  suite  de  celui-ci.  Ainsi 
-4-4 — ( — 3)  donne  —(—4— (—3  ou  7 ; de  même  — 7 — (-+—2)  donne 
— 7 — 2 ou  — 9.  Ces  deux  opérations,  addition  et  soustraction 
algébriques,  jouissent  donc  d’une  propriété  qui  leur  est  com- 
mune avec  les  opérations  arithmétiques  : c’est  que  le  reste  ajouté 
à l’expression  soustractive  reproduit  l’expression  d’où  l’on  a 
soustrait. 

3°  La  multiplication  des  monômes  positifs  ou  négatifs  consiste  à 
opérer  sur  ces  monômes  comme  s’ils  faisaient  partie  de  poly- 
nômes à valeur  absolue  qui  seraient  à multiplier  l’un  par  l’autre. 
De  cette  manière , on  a donc 

' -4-4x  ( — 2)  = — 8 , (-5)  x4=  -20  , _2x(-3)  = +6. 

Toutes  ces  combinaisons  de  signes  et  de  nombres  s’appellent 
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des  opérations  algébriques  ; elles  n’ont  pas  la  même  signification 
que  les  opérations  arithmétiques  dont  on  leur  a donné  les  noms 
respectifs  à cause  de  l’analogie  qui  existe  entre  celles-ci  et 
celles-là. 

Ces  conventions  posées,  il  reste  à montrer  que  les  polynômes 
qui  ne  présentent  point  des  valeurs  absolues  et  dans  lesquels  les 
lettres  mêmes  n’ont  pas  de  pareilles  valeurs,  doivent  être,*dans 
les  opérations  algébriques , soumis  aux  mêmes  règles  que  les  po- 
lynômes syr  lesquels  on  a raisonné  prop.  2 , 3,  4. 

PROPOSITION  XVI.  — THÉORÈME. 

Si  dans  l’addition,  la  soustraction  et  la  multiplication  des  po- 
lynômes on  observe  les  règles  démontrées  pour  le  cas  où  ces 
polynômes  ont  des  valeurs  absolues  (p.  2,  3,  4),  quelles  que 
soient  les  valeurs  absolues  des  lettres  qui  y entrent , il  arrivera 
toujours  que  : 1°  la  valeur  de  la  somme  algébrique  sera  égale  à 
la  somme  des  valeurs  des  polynômes  ; -2°  la  valeur  de  la  différence 
de  deux  polynômes  sera  égale  à la  différence  des  valeurs  de  ces 
polynômes  ; 3°  la  valeur  du  produit  sera  égale  au  produit  des 
valeurs. 

1°  Soieirt  o-f-A — c,  a'-\~b‘ — c‘ , deux  polynômes;  je  dis  qiic 
(a-\-b — — c‘ ) est  égal  à «+ A — c-f-a '~J~A ‘ — c'  quel- 
les que  soient  les  valeurs  absolues  des  monômes  a,  b,  c,  a‘  A',  c‘. 
En  effet,  pour  avoir  la  valeur  de,  (a-{-A — cj-\-(a‘-{-b‘ — c')  il 
faut  calculer  celle  dé  a-f-A — c,  et  celle  de  o'-t-A  ' — c'  séparément, 
et  les  ajouter.  On  supposera  que  c'  surpasse  n'-f-b' de  d,  de 
sorte  que  cJ=.a'-Jrb'-{-'d ; la  valeur  de  a'-f-A' — c‘  sera'  par 
convention  — d,  et  cette  valeur,  ajoutée  à a-f-A — c,  donne 
a-\-b — c — d,  ou  ce  qui  revient  au  même-  a-f-A — c-f-a'-f-A' — 
a1 — A' — d , puisqu’on  peut"  changer  l’ordre  des  termes  à vo- 
lonté. Mais  il  est  évident  que  retrancher  algébriquement  a',  A' 
et  d revient  à retrancher  a'-f-A'-f-d  ou  c‘ ; donc  le  résultat  se 
réduit  à a-yb— c-j-a'-j-b’— c'.  •••_■. 

2®  Pour  la  soustraction,  le  reste  ajôuté  au  polynôme  retran- 
ché devant  donner  l’autre,  il  est  évident  que  (a-l-A — c)  — 
(a'-\-b‘ — c')=«-f-A — c — a' — A'-l-c';  car  si  à ce  reste  on  ajoute 
n'-l-fc' — e',  on  retrouve  a-f-A — c.  ..  . ■ ‘ * ' . 
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3°  Je  dis  que  («4-ô)  ( c — d)=ac-\-bc — ad — bd,  même  si 
e<^d.  En  effet,  changeons  les  signes  de  c — d,  c’est-à-dire  multi- 
plions a4-ô  par  d — c ; les  deux  facteurs  ayant  des  valeurs  abso- 
lues, on  a (a-f-ô)  (d — c)—ad-\-bd — ac—bc.  Mais  ce  résultat 
est  égal  et  de  signe  contraire  à ac-{-bc — ad— bd.  Le  produit 
des  valeurs  de  a-\-b  et  d — c est  d’ailleurs  aussi  égal  et  de  signç 
contraire  à (a+6)  (c — d);  car,  par  exemple,  7X — 3 est  égal  et 
de  signe  contraireà  7x3,  puisque , par  convention , 7x — 3=z — 2 1 . 
Donc  le  produit  (a4-ô)  (c — d)  ainsi  que  ac-\-bc — ad — bd,  est 
égal  et  de  signe  contraire  à (a-f-A)  (d — c).  Donc  les  expressions 
(a+6)  ( c — d)  et  ac-\-bc — ad — bd  sont  égales. 

S’il  s’agit  de  (a — b)  (c — d)  on  raisonne  de  même,  et  si  a est 
aussi  b,  on  change  les  signes  des  deux  facteurs,  ce  qui  ne 
change  pas  le  produit,  vu  que — 4x — 6 donne,  par  convention , 
4-20,  comme4-4x4-6. 


PROPOSITION  XVII.  — THÉORÈME. 

La  proposition  précédente  est  encore  vraie  si  l’on  remplace  les 
lettres  par  des  nombres  négatifs.  ' 

En  effet,  si  l’on  considère  plusieurs  polynômes  renfermant  des 
lettres  x,  y,  z...  et  que  l’on  donne  à chacune  de  ces  lettres 
une  valeur,  soit  positive,  soit  négative,'  en  vertu  des  conven- 
tions ci-dessus,  chaque  monôme  tel  que  7 x’y’s  prendra  ung  va- 
leur. positive  ou  négative  ; par  conséquent  chaque  polynôme  se 
réduira  à une  forme  telle  que  a-f-ô— c4-..  ; et  d’après  prop.  16, 
si  l’on  écrit  ces  polynômes  à la  suite"  l’un  de  l’autre  en  con- 
servant à chaque  terme  le  signe  qu’il  a , ou  est  censé  avoir , on 
obtiendra  un  résultât  identique  avec  la  somme  des  valeurs  des 
polynômes  proposés , quelles  que  soient  les  valeurs  de  a,  b,  c... , 

c’est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x , y,  z Même 

raisonnement  pour  la  soustraction. 

Pour  la  multiplication,  comme  il  est  déjà  prouvé  que,  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  a,  b,  c,  d,e,f,  etc.,  on  a 

. "...  (a-\-b—c)(d-he—f)  = 

■ ’ad-{-bd — cd-\-ae-\-be — ce—af—ff+cf, 
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il  suffira  d’insister  encore  sur  le  produit  de  deux  monômes. 

Or  il  est  prouvé  que  si  a:,  y,  z....  ont  des  valeurs  absolues , on 
a , par  exemple  : 

Sx3y’‘z'1  X 7 xy3z’,=:35xiy!'z(i; 

je  dis  qu’il  en  est  de  même  si  x>  y,  z ont  des  valeurs  néga- 

tives. Car  supposons  qu’on  donne  à x une  valeur  négative  — a, 
et  y à z des  valeurs  positives;  les  deux  facteurs  deviennent 
respectivement 

— Sa^’z4  et  — 7 ay*z*; 

le  produit  devient 

. 3 6af'y'^' 

et  en  effet  — 5 a3y’z^x — 7 ay3z*  = -|-  35e:4y5z'' , d’après  les  con- 
ventions sur  la  multiplication.  Donc  la  valeur  du  produit  est 
identique  avec  le  produit  des  valeurs  des  facteurs.  Il  en  est  de 
même,  quel  que  soit  le  nombre  des  lettres  auxquelles  on  donnera 
des  valeurs  négatives. 

Ainsi  les  règles  démontrées  prop.  2,  3,  4,  8 pour  le  cas  oii 
les  lettres  et  les  polynômes  ont  des  valeurs  absolues,  convien- 
nent, en  vertu  des  définitions  des  opérations,  aux  cas  où  ces 
lettres  et  polynômes  ont  des  valeurs  quelconques,  positives  ou 
négatives,  et  ces  définitions  elles-mêmes  comprennent  comme 
cas  particuliers  les  significations  arithmétiques  des  opérations, 
le  mot  opération  désignant  dans  le  sens  actuel  une  combinaison 
de  nombres  et  de  signes  effectuée  d’après  des  règles  déterminées. 

En  résumé  donc,  si  S est  la  somme  de  deuif  polynômes  P,  P'; 
D leur  différence,  Q leur  produit,  les  égalités 

S=P+P',  D=P— P',  Q=PxP' 

seront  identiques,  quelques  valeurs  qu’on  mette  à la  place  des 
lettres  qui  entrent  dans  P,  P'. 

Remarquons  ici  que  si  dans  un  polynôme  on  remplace  une 
lettre  x par  une  quantité  négative  — x',  tous  les  termes  où  x est 
affecté  d’exposants  pairs  changent  de  signe , et  les  autres  conser- 
vent leurs  signes.  Car  il  faudra  changer  x'  ou  x.  a:  en  — x'X — x‘— 
x'’;  x3  ou  x.x*en  — x'.x — x'3, x4 ou  x\x*  en  x'\x'’=x'4, 
x5  ou  x.x4  en  — x'.x”'— — x'5,  etc. 
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Remarque.  D’après  l’extension  que  nous  venons  de  donner  à 
la  signification  des  mots  addition,  soustraction,  multiplication, 
on  pourra  dire  que  le  produit  de  deux  polynômes  est  la  somme 
des  produits  partiels  du  multiplicande  par  les  differents  termes 

du  multiplicateur.  . 

Déplus,  dans  ce  qui  va  suivre,  on  ne  fera  plus  aucune  res- 
triction quant  aux  valeurs  des  lettres  et  des  polynômes , lesquelles 
pourront  être  positives  ou  négatives. 

Du  reste,  la  dénomination  de  valeur  absolue , détermination 
absolue  ou  arithmétique  sera  toujours  conservée  aux  nombres 
abstraction  faite  de  leurs  signes,  s ils  en  ont. 


PROPOSITION  XVIII.  — PROBLÈME. 

Diviser  un  polynôme , produit  de  deux  facteurs , par  l un  de 

ces  facteurs.  . ' 

Multiplions  d’abord  un  polynôme  par  un  autre  : 


2a3— 5a-ô— 3oôM-4ô3  Diviseur. 

3 a’— 4aô— 6Ô1  . Quotient. 

6a5  — lôa^ô — 9a36M-12a'63 
_8(l46+2QaV>,H-12a’ô3— !6aô'( 

. — 12d36’-l-30a*6î-l-18a&4— 24ô5 

6a5-  23a',&  - a36’-H-ô4a’6M-2a&4  - 24'A  Dividende. 

Actuellement  étant  donnés  le  dividende  ou  produit  ét  le  divi- 
seur ou  multiplicande,  ordonnés  par  rapport  aux  exposants  dé- 
croissants de  la  même  lettre  a,  il  est  prouvé  (p.  9)  que  le  premier 
terme  6a5  du  produit  est  le  produit  du  premier  terme  2a3  du 
multiplicande  par  le  premier  terme  du  multiplicateur  ou  quo- 
tient; donc  divisant  6a5  par  2a3,  on  a le  premier  terme  3a1  du 
quotient.  D’ailleurs  ce  terme  aura  le  signe-4-,  puisque,  multi- 
plié par-(-2a3,  il  doit  donner-|-6a ’. 
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1er  EXEMPLE. 


6«5-23«1A-a362-t-54a263+2a64-24A:> 
— 6a5-(-l  o«46-|-9a3/>2 — 1 2 a2  b3 

i'r  rate.  — 8a4fc-f-8fl3i2-+-42a2t3-4-2a&4— 2465 
-+-8<i46— 20«362—  1 2a263-+-l  6a6* 
ac  reste.  — 1 2<z362-i-  30«263-f-l  8afc4— 24  fc6 
-f-1 2a362_30a2/>3—  1 8a64+24^ 


2«3— 5a2b— 3«62+463 


3a2 — 4aô — 662 


3°  reste.  0. 

Cela  fait,  si  du  dividende  on  retranche  le  produit  du  diviseur 
par  le  premier  terme  3a2  du  quotient,  le  reste  contiendra  la 
somme  des  produits  partiels  du  diviseur  par  les  autres  termes  du 
quotient.  Multiplions  donc  notre  diviseur  par  3n2 , écrivons  le 
produit,  changé  de  signe  par  soustraction,  sous  le  dividende,  et 
réduisant , nous  aurons  le  premier  reste  — 8a46  + , etc.,  qui  sera 
le  produit  du  diviseur  par  la  partie  restante  du  quotient;  donc  son 
premier  terme  — 8«46  est  le  produit  du  premier  terme  2a3  du  di- 
viseur , par  le  premier  terme  de  cette  partie  restante,  c’est-à-dire 
par  le  second  terme  du  quotient.  On  divisera  donc  — 8 càb  par 
-t-2a3,  et  l’on  aura  — Aab;  car  — 4a b multiplié  par  — )— 2«3  re- 
produit — 8 a*b  (p.  4 , r). 

Multiplions  le  diviseur  par  ce  terme  — Aab,  retranchons  du 
premier  reste  le  produit  obtenu,  et  nous  aurons  un  second  reste 
qui  contiendra  encore  le  produit  du  diviseur  par  les  termes  sui- 
vants du  quotient.  Donc  si  l’on  divise  — 12«362,  premier  terme 
de  ce  reste  par  2a3 , premier  terme  du  diviseur , le  quotient  sera 
le  troisième  terme  du  quotient.  Ce  terme  est  — 6ft2.  Multipliant 
le  diviseur  par  — 6b'2 , retranchant  du  deuxième  reste  le  pro- 
duit de  cette  multiplication , on  a pour  dernier  reste  zéro.  Donc 
3a2 — Aab — 6 b'2  est  le  quotient  exact. 

Remarque  1.  Règle  des  signes  : On  voit  1°  que  si  le  terme 
à diviser  et  le  terme  par  lequel  on  divise , ont  tous  les  deux  le 
signe  H-,  le  terme  du  quotient  aura  le  signe-)-;  car  ce  dernier 
multiplié  par  le  second  doit  reproduire  le  premier  (p.  4 , r)  ; 2°  si 
les  deux  premiers  ont  le  signe  — , le  dernier  aura  le  signe  -f-  : 
car  dans  la  multiplication  -f-  par  — donne  — ; 3°  si  le  premier 


Digitized  by  Google 


28 


ALGliltRË. 


a + , le  second  — , le  troisième  aura  — : car  dans  la  multipli- 
cation — par  — donne  + ; 4°  Si  le  premier  a — , le  second  + , 
le  troisième  aura  — : cardans  la  multiplication  — par+donne  — 
(p.  4 ,r).  Donc  dans  la  division  les  signes  semblables  donnent-)-, 
les  signes  contraires  donnent  — . 

Remarque.  2.  Pour  diviser  un  polynôme  par  un  autre , or- 
Jonnez-les  tous  les  Jeux  par  rapport  *iux  exposants  décrois- 
sants d’une  lettre  ; divisez  le  premier  terme  du  dividende  par  le 
premier  terme  du  diviseur  ; le  résultat  sera  le  premier  terme  du 
quotient.  Multipliez  le  diviseur  par  ce  terme  et  retranchez  du 
dividende  le,  produit  obtenu.  Divisez  le  premier  terme  du  reste 
par  le  premier  terme  du  diviseur,  ce  qui  donnera  le  second 
terme  du  quotient,  et  ainsi  de  suite. 

• 


2e  EXEMPLE. 


1 6a6-f-4â462-)-49a264 — 46e  4«3— 6«26+5a62H-263 

— 1 6aB-)-2  4 a5  b — 20n462  — 8«363  4«3+b«2^ + 5a&2 —2  b3 

-+-24aib — 16a4l»2 — 8a363-{-49a2è4 — 4b6 
_24«56+36a462— 30«363— 12a264 

-+-20«462 — 38«363-|-37fl2è4 — 4b6 
— 20«4&2-f-30«363— 25«26‘—  1 0<ifi5 

— 8a3&3-t-12a264— tOab5— 46« 

+8«3l>3 — 1 2«264-)-10«?>5-)-466 

(b 


Remarque  3.  Un  reste  quelconque  d’une  division  où  le  divi- 
dende est  le  produit  exact  du  diviseur  par  un  certain  quotient , 
par  exemple,  le  premier  reste  ci-dessus,  24a5ô— , etc.,  étant  lui- 
même  le  produit  du  diviseur  par  les  autres  termes  du  quotient, 
il  résulte  de  la  p.  9,  que  si  l’on  ordonne  ce  reste  et  le  diviseur 
par  rapport  à une  lettre  quelconque , le  premier  terme  du  reste 
ainsi  ordonné,  sera  le  produit  du  premier  terme  du  diviseur  or- 
donné de  même,  par  un  terme  du  quotient.  Donc  on  peut  chan- 
ger de  lettre  d’ordre,  d’une  division  partielle  à l’autre,  toutes  les 
fois  que  le  dividende  remplit  la  condition  énoncée;  le  quotient 
reste  le  même. 
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Remarque  4.  La  proposition  9 étant  également 
vraie  si  les  coefficients  de  la  lettre  d’ordre  sont 
des  polynômes,  il  s’ensuit  que  la  règle  de  la  divi- 
sion subsiste  encore  dans  ce  cas.  C’est  ce  qui  se 
vérifie  sur  l’exemple  ci-contre;  on  y a réuni  en  un 
terme  polynôme  tous  les  monômes  affectés  de  la 
même  puissance  de  la  lettre  d’ordre  x;  pour  la 
facilité  des  calculs  on  place  devant  chaque  paren- 
thèse le  signe  -4- , ce  qu’on  peut  faire,  en  donnant 
des  signes  convenables  aux  termes  entre  les  paren- 
thèses. 

On  divise  x 4 par  x,  et  a3 — b3  par  a2-(-nb-f-62,  et 
l’on  a au  quotient  x3  (a — b).  On  multiplie  ce  terme 
par  le  diviseur  ainsi  qu’il  suit:  x par  x3  donne  x*, 
a2-f-aM-f<2  par  a — donne  a3 — b3  qu’on  change 
de  signe  par  soustraction,  ce  qui  donnea?4( — «3— )— î>3) 
et  détruit  le  premier  terme  du  dividende;  le  môme 
terme  x3(a — 6)  multiplié  par  le  second'  terme 
— a3-(-fe3  du  diviseur,  donne,  après  changement 
.des  signes  du  coefficient,  «^(a4 — a3b — «63— f— fo* ); 
pour  réduire  cela  avec  le  terme  en  a;3  au  divi- 
dende, on  réduit  seulement  les  coefficients  de  x3, 
c’est-à-dire  les  polynômes  en  a et  b ; il  vient  au 
premier  terme  du  reste  .r3(fl4-t-a262-f-64)  ; les  ter- 
mes du  dividende,  à partir  de  :r2(etc.),  font  partie 
de  ce  reste;  pour  abréger,  on  ne  les  descend  pas. 
L’opération  se  continue  de  même. 

Remarque  5.  Si  l’on  considère  le  produit  de 
deux  polynômes  dans  lesquels  la  lettre  d’ordre 
n’est  affectée  que  d’exposants  négatifs,  et  qui  sont 
. d’ailleurs  ordonnés  de  manière  que  les  valeurs  ab- 
solues de  ces  exposants  aillent  en  décroissant,  Je 
premier  terme  du  produit  sera  encore  le  produit 
des  premiers  termes  des  deux  facteurs  (p.  9).  On 
pourra  donc  diviser  ce  produit  par  l’un  des  deux 
facteurs  en  suivant  la  règle  donnée  ci-dessus,  et 
l’on  trouvera  au  premier  rang,  dans  chaque  reste, 
le  terme  qu’il  faut  diviser  par  le  premier  terme  du 


+ SJÂ 


+ 
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diviseur  pour  obtenir  un  terme  du  quotient.  On  peut  aussi  or- 
donner par  rapport  aux  valeurs  absolues  croissantes  des  expo- 
sants. Si  les  polynômes  contiennent  la  lettre  d’ordre  avec  des  ex- 
posants, les  uns  positifs,  les  autres  négatifs,  il  faut  s’appuyer 
sur  la 

PROPOSITION  XIX.  — THÉORÈME. 

Dans  la  division  des  polynômes  où  la  lettre  d’ordre  est  affec- 
tée d’exposants,  les  uns  positifs , les  autres  négatifs,  il  faut  or- 
donner de  façon  (pie  les  exposants  positifs  aillent  en  décroissant 
et  placer  à la  suite  les  termes  à exposants  négatifs  croissants  en 
valeur  absolue,  ou  bien  il  faut  ordonner  en  sens  inverse;  et  l’on 
trouvera  dans  chaque  reste , au  premier  rang , un  terme  qui  sera 
le  produit  du  premier  terme  du  diviseur  par  un  terme  du  quo- 
tient. (S’il  y a un  terme  qui  ne  renferme  pas  la  lettre  d’ordre,  on 
le  supposera  affecté  de  cette  lettre  avec  l’exposant  zéro  et  on  le 
placera  immédiatement  à la  suite  du  dernier  terme  à exposant 
positif  dans  le  premier  cas,  et  immédiatement  avant  ce  terme, 
dans  le  second  cas.)  • 

Pour  démontrer  cette  proposition , considérons  le  produit  de 
deux  polynômes.  Il  y a deux  cas  : ou  les  premiers  termes  sont 
affectés  d’exposants  négatifs  tous  les  deux,  ou  l’un  a un  exposant 
positif  et  l’autre  un  exposant  négatif. 

Dans  le  premier  cas  soient  les  polynômes 

-m  -D1—1  -m— 2 

Aæ  — |— \^x  -j-\^x  -j—  etc. 

Ba;  -(-B^a; 

— m— n 

Le  produit  des  premiers  termes  est  ABa;  , et  ce  terme  ne  se 
réduira  avec  aucun  terme  des  produits  partiels,  parce  que  tous 
les  autres  termes  renfermeront  x avec  des  exposants  dont  les  va- 
leurs absolues  seront  plus  grandes  que  celle  de  — m — n. 

Dans  le  second  cas  soient  Aa;m+Aia;m— *-|-A2.xm-2-f- . . . 

et  Ba?  — {— B^a?  — |—  ... 

Le  produit  des  premiers  termes  est  ABa?m— ".  Or,  si  m — n est 
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positif,  les  autres  termes  des  produits  partiels  renfermeront  x , 
soit  avec  des  exposants  positifs  moindres,  soit  avec  des  expo- 
sants négatifs.  Si  m — n est  nul,  tous  les  autres  exposants  seront 
négatifs.  Enfin , si  m — n est  négatif,  tous  les  autres  exposants 
seront  négatifs,  et,  en  valeur  absolue,  plus  grands  que  m — n. 
Même  raisonnement  pour  le  dernier  terme. 

Donc , dans  tous  les  cas  où  l’on  aura  ordonné  comme  nous 
l’avons  prescrit,  le  premier  terme  du  produit  sera  le  produit  des 
premiers  termes  des  facteurs. 

Cela  posé,  prenons  le  produit  pour  dividende  et  supposons 
qu’on  le  divise  par  l’un  des  facteurs  : si  le  premier  terme  du  di- 
vidende a un  exposant  positif,  il  résulte  de  ce  qui  précède  qu’en 
le  divisant  par  le  premier  terme  du  diviseur,  on  aura  un  terme 
du  quotient,  quels  que  soient  les  signes  des  exposants  de  ces 
termes  ; il  en  sera  ainsi  tant  que  les  dividendes  partiels  renferme- 
ront x avec  des  exposants  positifs.  Admettons  que  l’on  soit  arrivé 
à un  reste  qui  ne  renferme  x qu’avec  l’exposant  zéro  et  avec  des 
exposants  négatifs  : ce  sera  le  terme  où  se  trouve  x°,  qui  sera 
le  produit  du  premier  terme  du  diviseur  par  un  terme  du  quo- 
tient ; enfin , si  un  reste  ne  contient  que  des  puissances  négatives 
de  x , parmi  ces  termes , c’est  celui  où  l’exposant  de  x a la  plus 
petite  valeur  absolue,  qui  sera  le  produit  du  premier  terme  du 
diviseur  par  un  terme  du  quotient.  Dans  chacun  de  ces  cas,  le 
terme  qu’il  faudra  diviser,  se  présentera  au  premier  rang  dans  le 
dividende  partiel  correspondant , et  il  s’y  présentera  parce  que 
les  exposants  positifs  vont  en  décroissant , et  les  exposants  néga- 
tifs en  croissant  de  valeur  absolue. 

Remarque  1.  Pour  abréger  l’énoncé  de  la  prop.  19,  on  est 
convenu  de  dire  dans  la  théorie  des  exposants  que  les  symboles 
négatifs  sont  plus  petits  que  zéro,  et  d’autant  plus  petits  que  leur 
valeur  absolue  est  plus  grande,  parce  qu’en  effet  on  les  traite, 
quant  au  rang  des  termes,  comme  s’il  en  était  ainsi.  Ainsi  — 3 
est  traité  comme  s’il  était  moindre  que  — 1 , et  tous  les  deux  sont 
traités  comme  s’ils  étaient  plus  petits  que  zéro,  ce  qui  forme  un 
langage  de  convention,  qui  évidemment  n’exprime  point  un  fait, 
puisqu’il  est  impossible  de  trouver  quelque  chose  qui  soit  moin- 
dre que  rien.  Cette  locution  de  convention  tend  au  même  but 
que  l’extension  qu’on  a donnée  au  sens  des  mots  ajouter,  sous- 
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traire  (pr.  14,  etc.).  Ce  but  est  de  simplifier  les  énoncés,  de  gé- 
néraliser. Aussi  l’énoncé  de  la  pr.  19  peut  maintenant  se  ramener 
au  suivant  : Dans  la  division,  il  faut  ordonner,  par  rapport  aux 
exposants  croissants  ou  décroissants , d’une  lettre  quelconque. 

Remarque  2.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  entiers  par 
rapport  aux  lettres  et  aux  coefficients  et  que  le  quotient  doive 
letre,  on  reconnaît  que  la  division  est  impossible , dès  que  l’on 
est  conduit  à mettre  au  quotient  un  terme  fractionnaire.  Dans  le 
cas  où  le  dividende  et  le  diviseur , ordonnés  par  rapport  à une 
lettre,  contiennent  cette  lettre  avec  des  exposants  positifs  ou  né- 
gatifs, et  avec  des  coefficients  quelconques,  monômes  ou  poly- 
nômes, entiers  ou  fractionnaires  : dans  ce  cas,  disons -nous, 
il  peut  se  faire  que  le  dividende  soit  le  produit  du  diviseur 
par  un  polynôme  de  môme  forme.  On  peut  donc  diviser  l’un  de 
ces  polynômes  par  l’autre,  et  si  le  quotient  ne  peut  être  représenté 
par  un  nombre  fini  de  termes  tels  que  ceux  qui  forment  le  divi- 
dende et  le  diviseur,  on  dit  que  la  division  est  impossible. 


proposition  xx.  — T h î:  or  i:  mi:. 


Soient  a et  fi  les  plus  petits  exposants  respectifs  de  la  lettre 
d’ordre  dans  le  dividende  et  le  diviseur,  ordonnés  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  cette  lettre  ; si  l’opération  conduit  à 
un  terme  du  quotient , dans  lequel  terme  l’exposant  de  celle  . 
lettre  est  moindre  que  a — fi,  la  division  est  impossible. 

En  effet,  soit  Ma;*  le  dernier  terme  du  dividende,  Px®  le  der- 
nier .terme  du  diviseur;  d’après  les  prop.  9 et  19,  le  dernier 
M * — /3 


terme  du  quotient  est  —a; 


si  toutefois  la  division  est  pos- 


sible. Donc  ce  quotient  ne  saurait  contenir  x avec  un  exposant 
moindre  que  a — fi  ; or,  s’il  se  présente  au  quotient  un  terme 
où  l’exposant  de  x est  moindre  que  a — fi,  dans  les  termes  sui- 
vants, les  exposants  seront  de  plus  en  plus  petits,  et  quel  que  soit 
le  terme  auquel  on  suppose  que  ce  quotient  puisse  s’arrêter,  ce 


. M a — 3 
terme  ne  serait  pas  —.r 


Donc  le  quotient  ne  s’arrêtera  pas. 
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Remarque  1.  N n’est  pas  toujours  nécessaire  de  pousser  les 
opérations  jusqu’à  un  terme  qui  présente  ce  caractère.  En  effet, 


si  l’on  trouve  x 

, M „ 
on  trouve— a; 


. M 

, mais  avec  un  coefficient  autre  que  — , ou  si 


suivi  d’un  reste  autre  que  zéro,  on  peut  con- 
clure que  l’opération  se  prolongera  indéfiniment;  on  conclura  la 
même  chose  si  le  terme  10  ne  se  présente  pas  au  quotient. 

Car  dans  chacun  de  ces  cas  on  trouvera  des  exposants  moindres 
que  a — /?. 

La  différence  a — /9  est  o; 
or  l’exposant  de  x dans  le 


1 er  ex. 


x^-^ax — à 


x-\~a 


2 — 1 

x — a x second  terme  du  quotient 

est  — 1 qui  est  <^o. 

Donc  l’opération  ne  se  terminera  pas. 

Le  second  terme  du  quo- 


2e  ex.  xi-\-'2a'2x'2-\-a?x 


r'2~>2 


H -axi-\-aix 

3e  ex.  a;4— )—2 a2ir2+a3£c 
— aa3-f-a2ar2 


x2 — ax+a5  . M * — a . , 

—5— tient  est  —a  ^ ; mais  le 

x^-f-ax  P 

reste  n’est  pas  nul. 

ac2H -ax-V-a1  Le  second  terme  du  quo- 
x2 — ax  tient  contient  x‘t~~^',  mais 


le  coefficient  n’est  pas 

Remarque  2.  Un  terme  Axm  n’est  jamais  divisible  par  un  po- 
lynôme Car,  quel  que  soit  le  quotient, 

si  on  le  multiplie  par  le  diviseur  qui  est  un  polynôme,  on  ob- 
tient un  produit  dont  le  dernier  et  le  premier  termes  ne  se  ré- 
duisent point  (p.  9)  ; ce  produit  a donc  au  moins  deux  termes 
et  ne  saurait  être  identique  avec  le  dividende  Axm. 


* PROPOSITION  XXI.  — THÉORÈME. 

Etant  donnés  deux  polynômes , dont  l’un  est  le  produit  de 
l’autre  par  un  troisième  polynôme , si , sans  ordonner,  on  divise 
le  premier  par  le  second,  et  qu’ après  avoir  trouvé  plusieurs  ter- 
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mes  an  quotient , on  ordonne  le  reste  et  le  diviseur  pour  conti- 
nuer l’opération,  la  division  se  terminera  et  le  quotient  total  sera 
exact. 

Soit  A le  dividende , B le  diviseur,  Q le  polynôme  qui  donne 
A=RQ.  Supposons  qu’après  avoir  divisé  sans  ordonner,  on  ait 
trouvé  un  quotient  Q'  et  un  reste  R ; on  aura  A = BQ'-)-R , ou 
BQ  — BQ  H-  B d’ou  R = B (Q — Q').  Donc  R est  le  produit  de  B 
par  le  polynôme  Q— Q';  par  conséquent,  si  l’on  divise  R par  B 
(p.  18),  on  aura  au  quotient  Q — Q',  et  le  quotient  total  sera 
Q'-l-Q — Q'  ou  Q,  c’est-à-dire  qu’il  sera  exact. 


PROPOSITION  XXII.  — THÉORÈME. 

La  différence  des  puissances  ni  de  deux  quantités  x,  si,  est 
divisible  par  la  différence  de  ces  quantités. 


11  s’agit  de  prouver  que  x.m—  am  est  divisible  par  x—a. 

xm — a"1 

x — a 

En  effet , si  l’on  fait  la  division , on 

m — i ni 

ax — a 

in—  i 
X .. 

trouve  que  le  premier  terme  du  quo- 

........ 

tient  est  xm— 1 

et  le  reste 

„xm=lam 

ou 

a (xm— am— 4). 

Par  là  on  voit  que  si  x™—a?'— 1 était  divisible  par  x—a 
dans  quel  cas  a(xm— * — am— 4)  le  serait,  le  binôme  xm — «m  le 
serait.  Or,  1°,  x2— 1 — u2*1  ou  x — a est  évidemment  divisible 
par  x — a;  donc  x2 — a2  l’est;  2°  x2 — a2  ou  x3— 1 — a3—1 
l’étant,  x3 — a3  le  sera;  3°  x3 — a3  ou  x4— 1 — a4—*  l’étant, x4 — a4 
le  sera , et  ainsi  de  suite.  Donc  xm — am  est  divisible  par  x—  a. 

Corollaire.  En  continuant  la  division,  on  trouve  pour  les  pre- 
miers termes  du  quotient 

xm~* -\-axm - 3H-a2x“- 3-+-<i*xm-4  + 

En  général  , tous  les  coefficients  du  quotient  sont  égaux  à+1  ; 
les  exposants  de  x vont  en  diminuant  d’une  unité,  et  ceux  de  a 
vont  en  augmentant  d’une  unité,  de  sorte  que  le  dernier  terme 
est  x°am—i  ou  a“— 1 , et  le  quotient  peut  être  représenté  par 
xœ-1+rtXm-,H-a2x“— 3-4-...-t-«nx,n-n-1-t-a,'+,x,n-n-2-h...-(-fl,n-1. 

Car  en  multipliant  ce  polynôme  par  le  diviseur  x — a,  on  re- 
trouve le  dividende  x10 — 
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* Corollaire.  On  a donc  la  relation  identique 
(1)  xm—am 

— (x — a)  (xm— ,-f-axm—2-i-a'2xn'— 3-j-  ....  nm-3a2-|-am-2x-|- 

Comme  a et  a;  sont  des  quantités  quelconques  (p.  16, 17), 
faisons  a=  — a;  si  m est  pair  ara  = ( — a)m  sera  =am;  m — 1 
sera  impair  et  «">— 1 sera  = — a,n— J,  etc.  Donc  on  aura 

Xm — am 

— (x-\-a)  ( xm-i — «a;m-2-(-c£2xm-3 am~ 3ar2— j— ccTO — — 

am~ '). 

Donc  si  m est  pair,  xm — a"1  est  aussi  divisible  par  x-\-a. 

Si  m est  impair,  onaa"=( — a)m~ — am,  am~i=am~\e  te., 
et  la  relation  (1)  devient 

(arn’-f-am)  = (*-f-a)  (xm—i—axm~1-\- . . . +am— *) , 
de  sorte  que  si  m est  impair,  est  divisible  par  x-i-a. 


PROPOSITION  XXIII.  — THÉORÈME. 


Pour  élever  un  monôme  à une  puissance , il  suffit  de  multiplier 
l’exposant  de  chaque  facteur  parle  degré  de  cette  puissance. 

Soit  le  monôme  7 a5ô2  à élever  à la  troisième  puissance;  à cet 
effet,  il  faut  faire  le  produit  de  trois  facteurs  égaux  à ce  monôme 
(déf.  4) , ce  qui  donne 

(7«562)3  = 7 a5t2x7  a562x7  a5!»2  = 7.7.7  .as.a5.a&.ô2.i2.ô2  = 

7 3a5x3/,3X2 = 34  3ai&b6. 

Dans  cette  opération , les  facteurs  qui  n’ont  pas  d’exposants 
sont  censés  avoir  l’exposant  1 ; c’est  dans  ce  cas  que  se  trouve  le 
coefficient  7. 

En  général,  soit  Aam6n  à élever  à la  puissance  a;  on  aura 
(Aamôn)*=AflmônxAa”6nx 

Ce  produit  renferme  a facteurs  égaux  à A , qui  donnent  A*; 

il  renferme  a facteurs  égaux  a,m,  dont  le  produit  est  am.am 

= «p-HH- . . . . — a“m;  enfin  il  renferme  a facteurs  égaux  à bn 

3. 
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ai.gJîiîrf. 


qui  donnent  />“"  ; donc  (Aambu)*=K*am*ba*. 

Cette  démonstration  ne  suppose  pas  que  raeln  soient  posi- 
tifs; on  aura  donc  de  même 

(4a-2ô- 3)4  = 266a— 8i—12. 

La  proposition  est  encore  vraie  si  a est  négatif.  Car  soit 

(A a™)—*;  cette  expression  revient  (p.  14,  r. 2)  à' , qui, 

(Aam)* 

d’après  ce  qu’on  vient  de  prouver,  est  égal  à 

1 

ou  à A- “a— “*  (p.  14,  r.  2) 

A V*  M ' 


donc  — A ~ *a~  ma. 

Ainsi  on  a multiplié  par  — a les  exposants  1 et  ai  des  facteurs 
A et  a. 

Remarque  1.  S’il  s’agit  d’une  expression  fractionnaire  à élever 
à la  puissance  G,  on  élève  chaque  terme  à cette  puissance.  Car 


a a a.a.a .... 

bXbX  ClC'“ b.b.b.... 


a * 
6*’ 


Remarque  2.  On  peut  donc  former  immédiatement  une  puis- 
sance quelconque  d’un  monôme  sans  former  les  puissances  de 
degré  inférieur.  Pour  obtenir  le  même  résultat  par  rapport  à un 
binôme  tel  que  x-j-a,  il  ne  suffit  pas  de  faire  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  égaux  à x-|-a.  On  trouvera  bien  que 


(a?-|-a)2  = a?2-+-2aaM-«2 

(x-4 -a)3  = x3-)-3flx2-)-3o2x-|-a3 , etc. 


Mais  on  ne  voit  pas  comment  ni  par  quelle  règle  on  pourrait 
retrouver  les  coefficients  numériques  contenus  dans  ces  résultats, 
à moins  de  refaire  les  multiplications.  Car  ces  coefficients  pro- 
viennent de  réductions;  ils  ne  portent  pas  avec  eux  l’indication 
des  opérations  qui  les  ont  produits,  puisqu’un  même  nombre 
peut  résulter  d’une  infinité  de  systèmes  d’opérations , tous  diffé- 
rents. Le  moyen  d’éviter  ces  réductions,  c’est  de  prendre  des  bi- 
nômes dont  les  seconds  termes  sont  différents , comme  à la 
prop.  12.  Mais  dans  ce  cas  il  faut  savoir  combien  il  y a de  termes 
dans  les  expressions  désignées  prop.  12,  par  Sj , , . » . S . 
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PROPOSITION  XXIV.  — PROBLÈME. 

Trouver  le  nombre  des  produits  différents  qu'on  peut  faire 
avec  m lettres  2 à 2 , 3 à 3 , etc. 

Supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  des  six  lettres  , 

W 

Pour  former  les  produits  2 à 2,  on  prend  la  première  lettre  u j 

et  on  la  multiplie  successivement  par  chacune  des  cinq  autres  , 

ce  qui  donne  les  cinq  produits 

a a , a a, , a a , a a.,  a a . 
ii  i 3’  i 4 i 5’  i 6 

La  seconde  lettre,  multipliée  de  même  par  chacune  des  cinq 

autres,  donne  aussi  cinq  produits 

a a ,a  a..,  a a.  a a,,  a a., 
ai’  a J ' 24’  a 5’  a 6 

Chacune  des  six  lettres  donnant  de  cette  façon  cinq  produits , 
on  aura  6.5  ou  trente  produits.  Or  je  dis  1 % que  tous  les  produits 
2 à 2 se  trouvent  formés;  2°  que  chacun  de  ces  produits  est 
formé  deux  fois. 

•En  effet,  1°  soit  donné  à priori  un  produit  quelconque  de 
deux  de  nos  six  lettres,  ar«.,jedis  qu’ila  été  formé;  car  le  premier 

facteur  de  ce  produit  est  nécessairement  une  des  six  lettres,  ...a.; 
or,  cette  lettre  a 5 a été  prise  à son  tour  pour  être  multipliée  par 
chacune  des  cinq  autres  ; elle  a donc  aussi  été  multipliée  par  a; 
et  a fourni  le  produit  en  question  a.a , . Donc,  en  opérant  comme 

nous  l’avons  prescrit,  on  est  certain  de  n’ometlre  aucun  produit. 

2°  Le  produit  a été  formé  deux  fois;  car  chacune  des 

deux  lettres  été  prise  à son  tour;  chacune  a été  multi- 

pliée par  toutes  les  autres;  donc  a été  multiplié  par  n , et 
par  Oj , et  le  produit  n(a2  a été  formé  au  moins  deux  fois.  Je  dis 

qu’il  n’a  pas  été  formé  plus  de  deux  fois  ; car  il  n’y  a que  les 
lettres  , a ^ qui  puissent  le  donner;  a , par  exemple,  multiplié 

par  telle  autre  lettre  qu’on  voudra,  fournira  toujours  un  pro- 
duitcontenant  a que  ne  doit  pas  renfermer.  Mais  la  lettre 
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ne  devant  être  multipliée  qu’une  fois  par  a ^ , ne  peut  donner 
qu’une  fois  le  produit  ,ata2>  de  même  a,  ne  donne  qu’une  fois 
; donc  enfin,  nlci2  ou  n’a  été  formé  que  deux  fois. 

Ainsi  dans  nos  trente  produits  nous  avons  deux  fois  chacun  des 

produits  distincts  que  nous  cherchons;  donc  le  nombre  de  ces 

, . »,  . 6.5  6(6-1) 

produits  distincts  est  15  ou  — ou  — . 

J Jt 

Pour  former  les  produits  3 à 3 des  six  lettres,  on  supposera 
formés  les  produits  2 à 2;  soit  ata  un  de  ces  produits.  A sa  droite 

on  placera  successivement  chacune  des  quatre  lettres  qui  n’y 
entrent  pas,  lettres  qui  sont  «3,  a , a.,  «g,  et  l’on  aura  les 
quatre  produits 

a a a ,,  a a a, , a a a.,  a a ci- 

i 2 3’  i a 4"  i a j*  i a o 


Chaque  produit  de  deux  lettres  fournira  ainsi  quatre  produits 

6 5 

de  trois  lettres;  on  aura  donc  en  tout  15.4  ou  • } produits  de 


trois  lettres. 

Or  je  dis  1°  que  tous  les  produits  de  trois  lettres  sont  formés, 
et  2°  que  chacun  de  ces  produits  a été  formé  trois  fois. 

En  effet  1°,  soit  donné  à priori  un  produit  quelconque  de 
trois  de  nos  six  lettres,  par  exemple  a5«^ag.  Ce  produit  com- 
mence par  deux  des  six  lettres,  ara^-,  or,  ce  produit  de  deux 
lettres  a été  employé,  puisqu’on  a pris  successivement  tous  les 
produits  2 à 2;  à la  suite  de  ce  produit  asa,  on  a dû  placer 
chacune  des  lettres  qui  n’y  entrent  pas;  donc  on  y a placé  la 
lettre  ag,  et  on  a formé  le  produit  en  question  a.a^a^. 

En  second  lieu,  chaque  produit  a été  formé  trois  fois.  Car,  si 
dans  le  produit  a^rt^a^  on  omet  successivement  chacune  des  trois 

lettres,  on  aura  trois  produits  de  deux  lettres , a a a,  a a 3,  <yi3  , 
dont  chacun  reproduira  «I«î«3  une  fois,  lorsqu’on  le  multipliera 

par  chacune  des  lettres  qui  n’y  entrent  pas.  Aucun  autre  produit 
de  deux  lettres  ne  peut  reproduire  aa^a^  car  ce  dernier  ne  peut 

être  donné  que  par  les  produits  de  deux  lettres  qui  renferment 
deux  des  trois  lettres  a , a^,  «3,  c’est-à-dire  par  ceux  qu’on  ob- 
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tient  en  omettant  chacune  de  ces  trois  lettres  à son  tour.  Donc 
dans  les  15.4  produits,  chaque  produit  est  pris  trois  fois;  le 
nombre  des  produits  distincts  est  par  suite 

15.4  6.5.4  6.  (6—1)  (6-2). 

—t—  OU  -T-T-  ou  - 


2.3 


2 . 3 


S’il  s’agit  de  former  les  produits  2 à 2 de  m lettres  at , a2 . . . am, 
on  multipliera  ai  par  chacune  de  m — 1 autres  lettres  , . • • «m  > 
ce  qui  donne  m — 1 produits;  fournit  de  même  m — 1 pro- 
duits, ainsi  que  chacune  des  m lettres;  donc  on  a ni  (m — 1) 
produits.  Or,  on  prouvera  comme  ci-dessus  qu’aucun  produit 
ne  manque,  mais  que  chaque  produit  a été  obtenu  deux  fois. 
Donc  le  nombre  des  produits  distincts,  de  m lettres,  2 à 2 , est 
m (m — 1) 

2 ‘ 

Pour  obtenir  les  produits  3 à 3,  on  prend  un  produit  de  deux 

lettres , a , «2 , on  le  multiplie  successivement  par  chacune  des 

lettres  a3  . . . . am , au  nombre  de  m — 2 , ce  qui  donne  les  ni — 2 

produits  atana3,  a,a2a4  • • • • ala2ami  chaque  produit  de  deux 

facteurs  fournit  ainsi  m — 2 produits  de  trois  facteurs;  or,  il  y a 

m(m — 1)  , . a . a , m(m — 1)  (m— 2) 

■ - — - produits  2 a 2 ; donc  on  aura  — - — - pro- 

« *• 

duits  3 à 3.  On  prouvera  encore  que  ce  nombre  doit  être 

divisé  par  3,  et  le  nombre  des  produits  différents,  3 à 3,  est 

m(m — 1)  (m — 2) 

2.  .3“* 


On  reconnaîtra  de  même  que  le  nombre  des  produits  4 à 4 de 
m(m — 1)  (m — 2)  (ni — 3) 

~2  I 3 ! 4 ‘ 


m lettres  est 


En  général  supposons  formés  les  produits  de  la  classe  n — 1*; 
soit  Pn_,  leur  nombre,  et  soit  PQ  le  nombre  des  produits  de  la 

classe  n.  Soit  o(<i2 ...  , un  produit  de  n — l facteurs;  ceux 

qui  n’y  entrent  pas  sont  «n,  a ...  «m,  au  nombre  de  m — n-|-l  ; 
car  les  facteurs  af  . ..  «n_)  sont  au  nombre  den— 1 ; le  nombre 


* C'est-à-dire  les  produits  n— i à n— 1. 
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total  des  lettres  est  m;  donc  si  l’on  en  ôte  n — 1 lettres,  il  en 
restera  m — (n—  l)  ou  m — «— (— 1 . A.  la  suite  du  produit  at . . . an_( , 
on  mettra  successivement  chacune  de  ces  m — n-f-1  lettres,  ce 
qui  donnera  les  produits 


a ...a  a , a,  ...a  a . , ,, 

1 n — I n ’ 1 n — 1 n-M  ’ 


a a , 

n—  | m 7 


au  nombre  de  m — n-f-1.  Ainsi  chaque  produit  de  la  classe  n — 1 
donne m—re-|-l  produits  de  la  classe  n;  mais  le  nombre  des  pro- 
duits de  la  classe  n — 1 est  Pn  ; donc  tous  ces  produits  fourni- 
ront des  produits  de  la  ne  classe,  au  nombre  de  Pn  . (m — /H-l) 

et  je  dis  qu’en  opérant  ainsi  on  ne  laissera  échapper  aucun  de 
ces  produits  de  la  ne  classe,  mais  qu’on  les  aura  obtenus  tous 
n fois.  Car  soit  d’abord  donné  un  produit  quelconque  de  n fac- 
teurs, a, a. ...  rtn+3>  je  dis  qu’il  a été  formé;  en  effet,  il 

commence  par  un  produit  de  n — 1 facteurs,  qui  a été  employé 
puisqu’on  a pris  tous  ces  produits;  à la  suite  de  ce  produit  on 
aura  mis  la  lettre  puisqu’on  y a mis  à leur  tour  toutes  les 
lettres  qui  n’y  entrent  pas.  Donc  ce  produit  de  la  classe  n a été 
formé.  Ensuite , pour  qu’un  produit  de  n — 1 facteurs  fournisse 
afa2 ...  il  faut  et  il  suffit  qu’il  contienne  de  moins  que 

ce  dernier,  une  des  n lettres  a{  ...  aa  ; ainsi  on  obtiendra  tous  les 
produits  de  n — 1 facteurs,  capables  de  donner  a 1oJ . «n_|«n  > 
en  supprimant  ici  successivement  chacune  des  n lettres,  ce  qui 
donne  n produits  de  n — 1 lettres  dont  chacun  donnera  une 
fois  ata2  •••«„•  Donc  chaque  produit  de  la  classe  n a été  formé 

n fois , et 

p =p  . w-w+1. 


Remplaçant  ici  n successivement  par  n — 1 , n — 2, ...  3,  2, 
on  formera  les  relations 

p -p  m n-j-2 
n-2'  n— 1 


p _p 

‘ n—o—  n-3’ 


m — n-f-3 
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P —P  . 

1 3— 1 2 


PI=P2- 


Or  P représentant  le  nombre  des  produits  1 à 1 de  m lettres, 
c’est-à-dire  le  nombre  des  lettres,  est  égal  à m; 
donc  mrrPj 

Si  l’on  multiplie  ces  égalités  par  ordre , on  a 


PP  - 
2 1 


—P  PP  m(w~  1)  ("»— 2) (m— ra-f-2)  (m— n-f-i) 

2 2 . 3 (b— 1)  n 

Ces  quantités  étant  égales,  si  on  les  divise  par  Pn  ...  PP, 

les  quotients  seront  égaux;  donc 

m(m — 1)  (m — 2) (m — n-+-2)  (m — n-|-l) 

0 1.  2 . 3 ( n — 1)  . n 

Ainsi  le  nombre  des  produits  de  m lettres  n à n,  est  égal  au 
produit  de  n nombres  entiers  consécutifs  décroissants  à partir 
de  ni , divisé  par  le  produit  des  n premiers  nombres  entiers 
1.2 n. 

Cette  formule  comprend  les  cas  particuliers  traités  d’abord. 
D’après  cette  règle  le  nombre  des  produits  de  huit  lettres  3 à 3 
8 7 6 

est  ^^=56;  le  nombre  des  produits  de  vingt  lettres  7 à 7 est 

20.19.18.17.16.15.14 
1.  2.  3.  4.  5.  6.  7 

Remarque.  Le  produit  de  n facteurs  dont  le  premier  est  m, 
et  qui  croissent  d’une  même  quantité  d,  c’est-à-dire  le  pro- 
duit ...  — l)d]  se  représente  par  la  notation 

m"^  : ce  produit  s’appelle  une  faculté  numérique  ou  une  facto- 
rielle ; de  même  le  produit  m(m — d)  (m — 2 d)  . . . [m — (n — l)d] 

, . ni  — d 

s exprime  par  m 1 

J m01"' 

Donc  P — — • 


{Factorielle  m,n,  — 1 , divisée  par  factorielle  l,n,  1). 

Définition  20.  Les  arrangements  de  m lettres  n h n (ou  de  la 
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classe  n)  sont  les  résultats  qu’on  obtient  en  disposant  n de  ces 
m lettres,  à la  suite  les  unes  des  autres,  de  façon  que  chaque 
lettre,  tout  en  n’entrant  pas  plus  d’une  fois  dans  chaque  résultat , 
occupe  successivement  toutes  les  places  possibles.  Les  arrange- 


ments de  trois  lettres  a. 


a a , 

J O > 


ai(l3I 


V «3» 

<VY 


2 à 2 sont 


Lorsque  toutes  les  lettres  que  l’on  considère  entrent  dans 
chaque  résultat,  c’est-à-dire  lorsque  n—m , les  arrangements 
prennent  le  nom  de  permutations. 

Les  produits,  arrangements,  permutations,  portent  le  nom 
générique  de  combinaisons. 


PROPOSITION  XXV.  — PROBLÈME. 

Trouver  le  nombre  des  arrangements  n à n de  m lettres. 

Nommons  An  le  nombre  de  ces  arrangements;  supposons  for- 
més les  arrangements  n — 1 à n — t,  de  ces  lettres  at,  a^....am, 
arrangements  dont  le  nombre  sera  représenté  par  A#  . Soit 
pris  un  de  ces  arrangements  ... . an_t , et  soient  mises  à 

la  suite,  successivement,  les  m — n-f-1  lettres  restantes  an,«n+I 

am,  chacune  à son  tour;  on  formera  ainsi  m — n-|-l  arrange- 
ments à n lettres;  chaque  arrangement  de  la  classe  n — 1 , en 
fournira  pareillement  m — re+1  de  la  classe  n ; donc  les  An_t 

arrangements  de  la  classe  n — 1 en  donneront  À n • (ro — n-f-1) 
de  la  classe  n.  Or,  je  dis  que  ces  derniers  arrangements  sont 
tous  différents,  et  que  tous  les  arrangements  possibles  de  la 
classe  n,  sont  formés.  Car  si  l’on  considère  ceux  qui  se  déduisent 
d’un  môme  arrangement  de  la  classe  n — 1 , ils  différent  au  moins 
par  la  dernière  lettre,  et  si  l’on  en  compare  deux  qui  sont  dé- 
duits de  deux  arrangements  différents  de  la  classe  n — 1 , ils  dif- 
fèrent au  moins  par  l’arrangement  que  forment  leurs  n — 1 pre- 
mières lettres.  En  second  lieu , tous  les  arrangements  nk  n ont 
été  formés;  car,  soit  . . . . an  a t un  pareil  arrangement  : 

si  l’on  fait  abstraction  de  la  dernière  lettre,  il  reste  a ...an, 
qui  est  de  la  classe  n — 1 et  a été  employé  à son  tour;  mais 
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à sa  droite  ou  a mis  chacune  des  lettres  qui  n’y  entrent  pas; 

donc  aussi  a . . ; donc  a a, ....  a a , . a été  formé. 
n-f-1  2 J n n-f-1 

Ainsi  A = A , (m — n-f-1) 

De  même  An_,  =An-2  (m— n-f-2) 

etc. 

A3  = A„  (m— 2) 

A,=a'(«-1) 

Or,  A( , nombre  des  arrangements  de  ni  lettres  une  à une , 

est  le  nombre  des  lettres  ou  m; 

donc  A j m 

Opérant  comme  ci-dessus , on  a 

An  = m {m — 1) . . . (m — n+2)  (m — n-f-1)  = mnl— '. 

PROPOSITION  XXVI.  — PROBLÈME. 

Trouver  le  nombre  des  permutations  de  n lettres. 

A cet  effet  il  suffit  de  faire  m=n  dans  l’expression  de  An  ; dé- 
signant par  pa  le  nombre  cherché,  on  a 

Pa—n  (n — 1) 3.2.1  = 1.2.3.  ...nzz  ln I1. 

Pour  résoudre  la  question  directement,  supposons  qu’on  sa- 
che former  les  permutations  de  n — 1 lettres,  et  soit  pa_t  le 
nombre  de  ces  permutations. 

Parmi  les  lettres  af,  a2  ••••«„_,»  isolons-en  une,  par 

exemple  a , et  formons  les  permutations  des  n — 1 autres;  de- 
vant chacune  de  ces  pa_i  permutations  plaçons  la  lettre  af , ce 
qui  donne pn_,  permutations  à n lettres;  chacune  des  n lettres 
données,  traitée  de  même,  donnera  également  pn_l  permutations  ; 
on  aura  donc  en  tout  npn  permutations.  On  prouvera  encore 

qu’aucune  permutation  ne  manque  et  qu’aucune  n’est  répétée; 
donc  • pn  — npu_i 

Pa-t  = (»-!)/»„_, 

Pï  = 3P2 
Pi  = 2P, 
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Mais nombre  des  permutations  d’une  lettre,  est  1;  donc 
on  aura  Pa— 1*2.3 n. 


Remarque.  Ce  problème  est , comme  on  l’a  vu  , une  suite  de 
prop.  25  dont  la  prop.  24  peut  être  déduite  aussi.  En  effet,  sup- 
posons qu’on  écrive  sur  une  ligne  tous  les  produits  n à n de  m 
lettres , le  nombre  de  ces  produits  étant  Pn  ; permutons  chaque 

produit  de  toutes  les  manières  possibles,  ee  qui  donnera , pour 
chacun  de  ces  produits  pa  permutations;  le  nombre  total  de  ces 

résultats  sera  donc  P p ; or,  ils  sont  tous  différents  , car  les  uns 
sont  les  permutations  d’un  même  produit,  d’autres  proviennent 
de  produits  différents.  De  plus,  ce  sont  les  arrangements  n à n 
de  nos  m lettres:  car  l’un  quelconque  de  ces  arrangements  ne 
peut  être  qu’une  permutation  d’un  des  produits.  Donc  An=:P apa. 


d’où  P - 


K 

Pu 


mnl— 1 

"W’ 


comme  plus  haut. 


* PROPOSITION  XXVII.  — PROBLÈME. 

Trouver  le  nombre  des  produits  qu’on  peut  faire  avec  k let- 
tres, en  supposant  1°  que  chaque  facteur  puisse  se  répéter  sans 
limite;  2°  que  chaque  produit  doive  être  du  degré  m. 

Le  nombre  de  ces  produits  est  le  même  que  le  nombre  des 
produits  m à m de  m-j-k — 1 lettres. 

Pour  le  prouver,  j’appellerai  produits  auxiliaires  ceux  de 
m-\-k — 1 lettres  m à m,  et  produits  cherchés , ceux  dont  il  s’agit 
dans  l’énoncé;  je  dis  qu’à  chaque  produit  auxiliaire  il  répond  un 
seul  produit  cherché,  et  réciproquement. 

En  effet  soient  a^ , a2, . . «k_(_ro_j  les  k-\-m — 1 lettres  ; suppo- 
sons qu’avec  ces  lettres  on  ait  formé  les  produits  de  la  classe  m, 
et  que  dans  chacun  de  ces  produits  les  indices  des  lettres  ail- 
lent en  croissant,  de  sorte  que  la  première  lettre  ait  au  moins 
l’indice  1 , la  seconde,  au  moins  l’indice  2,  la  troisième,  au  moins 
l’indice  3,  etc.,  la  m‘,  au  moins  l’indice  m.  Actuellement,  dans 
chacun  de  ces  produits  auxiliaires,  je  fais  la  réduction  suivante  : 
de  l’indice  du  second  facteur  je  retranche  1 unité,  de  celui  du 
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troisième  je  retranche  2 unités,  etc.,  de  celui  du  m"  je  retran- 
che m — 1 unités.  Toutes  ces  soustractions  laisseront  des  restes 
positifs,  et  après  ces  mêmes  soustractions  il  n’y  aura  plus  aucun 
indice  supérieur  à h . Car  puisque  dans  chaque  produit  auxiliaire 
les  indices  vont  en  croissant;  celui  du  dernier  facteur  dans  ces 
produits  est  au  plus  m-\-k — 1,  celui  de  l’avant-dernier,  au 
plus  m-\-k — 2;  celui  de  l’antépénultième,  au  plus m-)-/r — 3,  etc.; 
celui  du  second  au  plus  h~\- \ , et  celui  du  premier  au  plus  h. 
Mais  de  l’indice  du  second  on  retranche  1 ; de  celui  du  troisième 
2;  de  celui  de  l’antépénultième  m — 3;  de  celui  de  l’avant-der- 
nier m — 2;  de  celui  du  dernier  m — 1 ; donc  il  restera  au  plus  k. 
Il  est  donc  prouvé  que  par  suite  de  la  réduction  des  indices 
chaque  produit  auxiliaire  deviendra  un  produit  de  degré  m, 
fait  avec  les  k facteurs  donnés.  D’ailleurs  deux  produits  auxiliai- 
res différents  ne  donneront  jamais,  par  cette  réduction,  le  même 
résultat;  car  si  l’on  considère  la  série  des  indices  dans  chacun 
de  ces  deux  produits  auxiliaires,  ces  deux  séries  de  nombres 
croissants  sont  différentes  : donc  si  de  chacune  on  soustrait 
terme  à terme,  la  même  série,  0, 1 , 2, 3, . ..  m — 2,  m — I , les 
résultats  sont  différents,  sans  quoi  il  arriverait  que  si  à la  série 

des  résultats  on  ajoute  0,  1 , 2 , 3 , m — 1 , on  retrouverait 

les  deux  séries  d’indices  différentes,  qui  affectent  ces  deux  pro- 
duits auxiliaires. 

Reste  à prouver  que  tous  les  produits  cherchés  auront  été 
formés,  ce  qui  sera  fait  si  l’on  prouve  qu’à  chacun  de  ces  pro- 
duits il  répond  un  produit  auxiliaire  qui  le  fournira.  Or  soit 
a*'a*''a*''a(*v etc.  un  des  produits  cherchés;  puisqu’il  est 

du  degré  m,  on  a • • • — m. 

Décomposons-le  en  facteurs  simples , de  façon  que  les  indices 
ne  décroissent  pas;  il  devient 


aM 


, a„a,ar a.a.an 

2 5 5 5 5 9 9 

Augmentons  le  second  indice  de  1 , le  troisième  de  2,...  le  m* 

de  m — I , je  dis  que  nous  aurons  un  produit  auxiliaire.  Car  les 

facteurs  égaux  à a{ , auront  pour  indices,  après  l’addition , les 

nombres  1,  2,3....,  1— {— — 1 ; comme  le  premier  des  indices 
2 est  ^>1 , et  qu’on  y ajoute  une  unité  de  plus  qu’au  dernier 
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indice  1 , il  deviendra  supérieur  à celui  que  prend  le  dernier  fac- 
teur , etc.  Donc  tous  ces  facteurs  prendront  des  indices  dif- 
férents. D’un  autre  côté  dans  le  produit  donné,  le  plus  grand 
indice  est  k;  s’il  est  au  dernier  rang,  il  devient  h-\-m — î;  à 
l’avant-dernier,  /i-f-m — 2 , etc. 

Ainsi,  après  l’augmentation,  il  n’y  aura  pas  d’indice  supérieur 
à /r-j-wi  — 1.  Par  conséquent  le  produit  donné  se  change  en  un 
produit  auxiliaire  qui  par  la  réduction  des  exposants  refournit 
ce  produit  donné.  D’ailleurs  chacun  de  ces  produits  cherchés 
répond  à un  autre  produit  auxiliaire.  Donc,  etc. 

Le  nombre  des  produits  auxiliaires  est  (p.  24)  : 

— 1)  («H-/r — 2)  . . . A (/r— f—  1 ) . . . (k-\-m  — 1) 

1.2 m 1.2 m 

, . , j.  4-'"11  (n*-t-l)^k— 

c est-à-dire  — rr  ou  encore  — ; r — rn 

jm|l  j(k-l)|l 

Car  ces  deux  factorielles  réduites  au  même  dénominateur 
auront  pour  numérateur  commun  *)l *. 


PROPOSITION  XXVIII.  — PROBLÈME. 

Former  le  développement  de  (x-f  a)m  (Binôme  de  newton). 

A la  proposition  1 2 on  a démontré  que 

en  posant  . . . -f-an 

S — a. a -4- . . . -\-a  a 

2 I 2 ' 1 m— I m 

etc. 

Sn=a,a2...fl„+  etc., 
etc. 

Supposons  maintenant  que  tous  les  seconds  termes  ai,a0...am 
deviennent  égaux  à a ; le  produit  (ar-l-^)  (ar-f-n^) ...  (x-|-am)  de- 
vient (x-\-d)m  ; S(  devient  a-)-a-j-...-|-aou  ma;  S„  devient  a2  ré- 
pété autant  de  fois  qu’il  y a de  termes  dans  S2,  c’est-à-dire  P2  a"2; 
car  (p.  24)  P2  est  le  nombre  des  termes  de  S2  ; en  général  Pn  étant 
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le  nombre  des  termes  de  Sn,  cette  dernière  quantité  se  change 
en  P a"  ,et  an„  ...  a en  ani  ; donc 

n 7 J 2 m 7 

(x-\-a)m=  xm-\-rnaxm— 1-|-P2a2xnw 2+...-)-Pnan xm— am  ; 
ou , mettant  pour  P2 Pn  leurs  valeurs  (p.  24) , 


(1)  (x-f-rt)m 

m(m — 1)  „ m(m—  1)  (m— 2)  , , 

:xœ4-maxm-1H : -Vx“-2h 1— — — Vxm-3- 

1.2  1.2*3 


m(m—t)(m — 2 — n-f-1) 

—ï — «"x”’— n-f-,  etc.  H-rt“ 

1.2.3 n 


Remarque  1.  Le  terme  Pn«nxrt— " s’appelle  le  terme  général; 
il  a n termes  avant  lui , de  sorte  que  son  rang  est  n-j-1.  Si  dans 
ce  terme  on  Tait  successivement  n égal  à 1 , 2,  3,  etc.,  on  en  dé- 
duit le  deuxième,  le  troisième,  le  quatrième, etc.,  termes.  Pour  en 
déduire  le  premier,  il  faut  y faire  n =o  , ce  qui  donne  P0xm,  où 
l’on  remplacera  Po  par  1.  — L’expression  de  Po,  considérée  à 
priori  ne  signifie  rien  : car  le  numérateur  de  Pn  est  le  produit  de 
n nombres  entiers  consécutifs  décroissants,  et  le  dénominateur, 
pris  à rebours , aussi  ; d’après  cela , les  deux  termes  de  P0  seraient 
les  produits  de  zéro  nombres  entiers,  c’est-à-dire  d’un  noifabrc 
nul  de  facteurs , ce  qui  n’a  pas  de  sens.  Mais  si  l’on  remplace  P0 
par  1 , Pcx”  devient  x”. 

Ce  terme  général  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 


lml» 

»)!• 


a"xm — 11 


à cet  effet,  il  suffit  de  multiplier  les  deux  termes  par 

(m—n)  (m—n— 1) 3.2.1  ; le  numérateur 

m(m — 1) . . . .(m — n-1-1)  se  change  alors  en 
m(m — l)...(m — n-f-l)(m — n).. .3.2.1....  ou  lm^'. 
Si,  après  celte  transformation,  on  y fait  n—o,  on  a 


lmlI  m 1 n 

T X OU  — r-  x" 

l°li.Hi  10I> 


et  pour  que  ce  résultat  soit  exact,  il  suffit  d’y  remplacer  1°1 1 par 
l’unité. 
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PROPOSITION  XXIX.  — THÉORÈME. 

Chaque  terme  du  développement  de  (x-|-a)m  peut  se  déduire 
du  précédent;  pour  cela , il  suffit  : 1°  de  multiplier  le  coefficient 
de  ce  terme  précédent  par  l’exposant  de  x dans  ce  terme  ; 2°  de 
diviser  par  le  rang  de  ce  même  terme;  3°  enfin , d’ajouter  -f-1  à 
l’exposant  de  a et  — 1 à celui  de  x. 

Le  terme  de  rang  n-f-1  est  Pn . anrm— n ; pour  avoir  celui  de 

rang  n , il  suffit  de  remplacer  /i— f-1  par  n,  ou  n par  n — 1 , ce 
qui  donne  Pn_t  ta?”1— "+1  ; or,  si  l’on  multiplie  celui-ci  par 

m — n+1 , exposant  de  x,  qu’on  le  divise  par  son  rang  n,  qu’en- 
suite  on  ajoute  H-l  à l’exposant  de  a et  — 1 à celui  dex,  on 
trouve 

(rn—  ra-M) an  ,_n  p 

n 

Car  (p.  24)  P r=P  . — — Donc  l’énoncé  de  la  pro- 

position  , appliqué  au  terme  de  rang  n , donne  en  effet  le  terme 
suivant. 

Corollaire  1.  D’après  cela,  pour  former, par  exemple  (.r-f-a)®, 
on  opère  ainsi  qu’il  suit  : 

Le  premier  terme  est  x *,  ou  a°xi;  pour  former  le  second, 
multipliez  le  premier  par  8,  exposant  de  x , divisez  par  le  rang  1 , 
ajoutez  -f-1  et  — 1 aux  exposants  respectifs,  et  vous 

aurez -f-8aar7; 

multipliez  ce  deuxième  terme  par  7,  divisez  par  2 , 

ajoutez  -j-1  et  — 1 aux  exposants -f-28 a^x6; 

multipliez  ce  troisième  terme  par  6,  divisez  par  3, 

ajoutez  -f-1  et  — 1 aux  exposants -fHiffa3#5, 

etc. , et  vous  trouverez 

(xH-n)8  = a?8-|-8ax7-i-28a2ar6-(-56a!îx6-f-7  0rt4ir4-t-S6rt5.z^-)- 

28a6^,2-f-8a7ar-|-a*. 

Corollaire  2.  La  formule  (1) , prop.  28 , étant  identique  pour 
toutes  les  valeurs  de  x et  a,  on  peut  y faire  a— — a et  l’on 
aura 
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(x— a)m 


4<J 


= x'° — max 


m(m~  1)  ' 


a%xm—  * — 


m(m— i)  (m— 2) 


2 . 3 


a3*" 


H- , etc.  ita™  ; 

ce  dernier  terme  aura  le  signe  -+-  si  m est  pair , et  le  signe  — 
si  m est  impair. 


PROPOSITION  XXX.  — THÉORÈME. 


Dans  le  développement  de  (aH-a)m,  les  coefficients  des  termes 
également  distants  des  extrêmes , sont  égaux. 

Le  terme  qui  en  a ,n  avant  lui  est  Pnanxm— n.  Quant  à celui  qui 

en  a n après  lui,  il  en  aura  m — n avant  lui  ; car  le  nombre  total 
des  termes  est  m+l , puisque  les  exposants  de  x sont  les  nom- 
bres 0 , 1 , 2 , ....  m ; si  de  ces  m-|- 1 termes  on  supprime  les 
n derniers,  il  en  reste  m-\- 1 — n,  dont  le  dernier  en  a,  en  effet, 
m — n avant  lui.  Ce  terme  est  donc  P a'n— “ . a”;  car,  en  gé- 
néral,  le  terme  qui  en  a A-*  avant  lui  est  Pk  . k , et  si 

k—m — n,  il  devient  P . <im— °.x".  Or,je  dis  que  P =P 
ce  qui  peut  se  prouver  de  deux  manières. 

1 ’ En  général , P,  = (P-  28  - r0 


Remplaçant  k par  m — n , on  a 

| ml  i 

p = ce  qui  est  aussi  la  valeur  de  P . (n.  24b 

m— n jm— ni  ■ ^ nu  * n 'r  /• 


2°  Pn  est  le  nombre  des  produits  » à n de  m lettres , Pra_  est 
le  nombre  des  produits  m — n à m — n de  ces  mêmes  lettres.  Or, 
prenons  un  produit  de  la  classe  n , par  exemple,  . a ; à 

ce  produit  répondra  le  produit  a ( . .'. . «m  des  m — n lettres 
restantes;  de  même  à chaque  produit  de  m — n lettres  répondra 
le  produit  des  n lettres  qui  n’y  entrent  pas.  Donc  il  y a autant 
de  produits  de  l’une  de  ces  classes  que  de  l’autre,  et  P =P 

* Autrement . On  a (af-j-a)"1  = x“-f-P1axni—  '+ -f- 

P ....  _f.p  «ni_0j.ii  , , p am-'x-\-a"' ; 

4 
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Changeons  ici  a; en  « et  a en  a?;  il  vient 
(a+x)m— a-M-P^n"  M- hPnxnam  n-4-...+Pra_nscm-nan 

-+- H-Pm_1ic“  1 .n-f-a?". 

Ces  deux  quantités  sont  identiques;  car  (a?-|-a)m  est  la  même 
chose  que  (a-Hr)m;  donc  les  termes  affectés  des  mêmes  puis- 
sances de  x,  sont  égaux  de  part  et  d’autre;  ainsi 


P a=P,a..., 

m—  ! 1 

d’où  P .^P.-etc. 

m—  1 1 7 


Corollaire.  Celte  proposition  simplifie  le  calcul  des  puissances 
des  binômes,  puisqu’il  suffit  de  calculer  les  coefficients  jusqu’au 
milieu  du  développement. 

Au  moyen  de  cela  et  de  la  prop.  29  , on  prouve 

(4a2-r3 — 5«ô3.r)7  = (4  a2j.'3)7 — 7 (4a2x3)f;(5a63x)-)- 
21  (4a2x3)5(5aô3^)2-  3Ô(4a2J3)4(5«ô3x)3+35(4a2x3)3(Ôflô3x-)« 
— 21  (4«2j^)2(5a63.»)54-7  (4a2.»3)  (5  aô3a?)e — (5  ai3#)7. 
Il  ne  reste  plus  qu’à  faire  les  puissances  de  deux  monômes. 

On  remarquera  du  reste  que  le  nombre  des  termes  étant 

. ....  * . m 

m+1 , si  m est  pair  il  existe  un  terme  qui  a — termes  avant  et 


autant  après  lui  ; ceux  qui  viennent  à la  suite  de  ce  terme  du 
milieu  , ont  dans  les  mêmes  coefficients  que  ceux  qui  le 

précèdent , mais  dans  un  ordre  inverse.  Si  m est  impair,  le  nom- 


bre des  termes  est  pair  : les  termes  de  rang 


i— 1 


-1  = 


m-\- 1 


_ m-\-\ 

et  de  rang  — [-1  = 


«H-3 

2 


, se  suivent,  et  sont  à égales  dis- 


tances des  extrêmes  : ce  sont  les  deux  termes  du  milieu  , ils  ont 
dans  (a-f~x)m  des  coefficients  égaux;  à la  suite  de  ces  termes, 
les  coefficients  de  ceux  qui  précèdent  se  répètent  dans  le  même 
ordre. 


* PROPOSITION  XXXI.  — THKORÈME. 


. Dans  la  suite  des  expressions  P , Pt , P0 . . . . Pm , la  somme  des 

termes  de  rang  impair  est  égale  à la  somme  des  termes  de  rang 
pair  et  à 2m— *.  - . 
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Prenons  la  formule 

(aj-f-d)™ = P„a?m+P  ,xm—'  +P.Jar,n— ’-f- f-P«.am 

et  faisons  x—azz  1 ; elle  devient 

2raz=P„-(-P1-{-P a ( P 3-+- , etc.  H-P m 
Si  l’on  y faif  a;=l , a— — 1 , elle  devient 

0=P„ P,+Pj P 3~ f— » CtC.  — Pm 

ou  0 ~ (P a— (— P I — P — I — 4 j etc.)  — (P ,-f-P 3 — | — P 5— f- . . . .) 

Ainsi  la  somme  des  termes  de  rang  impair  est  égale  à la 
somme  des  termes  de  rang  pair  et  ces  deux  sommes  réunies 

font  2m.  Chacune  d’elles  est  donc  ^ 2"*  ou  2m— '. 


* PROPOSITION  XXXII.  — PROBLÈME. 

Reconnaître  quelle  est  la  plus  grande  des  quantités  P, , P, , 
P3 , etc. 

A cet  effet,  considérons  la  relation  P„=  P„_ , 

• n 

P„  sera  ou  P„_,  selon  que  m — n+1  sera  ])>  ou  <Cji , 

c’est-à-dire  selon  que  n sera  ou 

Si  m est  pair,  soitm=2i;  donnons  à nies  valeurs  1,  2, 3...,  i; 

chacune  de  ces  valeurs  de  n sera  ’ donc  chacune  des 

quantités  P, , P, , ....  P;  sera  )>  la  précédente.  Au  contraire , si 
l’on  fait  nzz  * — | — 1 , * — 1 — 2 ......  qui  sont  tous  plus  grands  que 

r~^—,  chacune  des  quantités  P; , Pi+,  sera  la  précé- 

dente, puisque,  pour  n=i+l,  on  a Pn-.inPi,  Pn=Pi+.,  et 
P„  < P„_,.  Donc  Pi  est  la  plus  grande,  et  c’est  celle  du  milieu 
dans  (x-+-a)”*. 

Si  m est  impair  et  égal  à 2/— f— 1 , on  fera  nzz  1 , 2 , ....  i, 
. ^ m-|-l 

qui  seront  tous  < — i+l , de  sorte  que  P,  < Pa  < , etc. 

<C  Pi  i en  faisant  n = i-f- 2,  i+3,  etc.,  qui  sont  tous  , 

on  aura  Pn_,)>Pn,  ou  Pi-t-,)>  P;-t-,>  Pi-h , etc.  Donc  la  dimi- 
nution commence  à P.;-*.,  D’ailleurs  n = H-l  donne  P;+,  = P{  ; 
donc,  etc.  4. 
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Faire  le  développement  de  (a  . . +«l)m. 

Soit  posé  «,-+-«3+....  H-ak  ==3?,  ; le  polynôme  a1+....H-al 
devient  (a?,-f-a,)  et  le  terme  général  de  (a?,— (— «,)■”  est 


l".l'  _ j<n— n,|i 

On  n’oubliera  pas  que  ce  terme  donne  tout  le  développement, 
pourvu  que  l’on  suppose  l"!1  = 1 (p.  28,  r.). 

Si  l’on  pose  aj+...+flk=3P!,  on 

et  (xJ-Jra1)m~"‘  dont  le  terme  général  est 

^ m — n , | ■ 

. a n2  . Xm~ “i-  "»■ 

jnil‘  , J0* — ni — “sJ"  2 

Donc  X,  renferme  un  terme  exprimé  par 

r . 

t d n\d  n*  x m— Di — nj 

j»,l‘  . ni-  “,!■  ’ 1 2 ■ 2 

Continuant  ces  transformations,  on  reconnaîtra  que  le  terme 
général  du  développement  cherché  est 

jH|l 

* . fl,n> . a n* ....  a' "i. 

ju.i,.|n»i' jnii'  * 2 k 

avec  la  condition  n -)~n  -+-.  ..-{-n^  — m. 

Ce  terme  donnera  tous  ceux  de  la  puissance  m de 

,+a^  : 

à cet  effet,  il  suffit  de  mettre  pour  n, , n2 . . . . nk  tous  les  nom- 
bres entiers  positifs  qui  remplissent  la  condition  qu’on  yient 
d’indiquer.  Par  exemple,  si  l’on  fait  nl=m,  n2~n;i=....— 

nk  =0,  on  aura  a!™,  vu  que  1°"  = 1. 

Pour  se  guider  dans  le  calcul  de  ces  termes,  on  remarquera' 

yj~mi  i 

que  leur  nombre,  déterminé  p.  27,  est  — 
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Si  m = 2,  on  a 


A-’1' Ar(/r— |— 1) 

T**T.  2 


pour  le  nombre  des  termes  du 


carré  du  polynôme. 

Définition  21.  La  racine  m d’une  quantité  est  une  seconde 
quantité  qui,  élevée  à la  puissance  m,  reproduit  la  première. 
Ainsi  3 est  la  racine  deuxième  ou  carrée  de-9,  parce  que  3,  élevé 
au  carré,  reproduit  9 ; 4 est  la  racine  troisième  ou  cubique  de 
64 , parce  que  43  = 64.  La  racine  ni  d’une  quantité  s’indique  par 
m 2 3 m 

le  signe  radical  |/;  ainsi  1^9  = 3 , 1^64  = 4 , ^ am  = a.  Dans  le 


m 

cas  de  la  racine  carrée,  on  écrit  seulement  j/.  ..-Dans  j/,  m s’ap- 
pelle l’indice  du  radical. 


PROPOSITION  XXXIV.  — PROBLÈME. 

. Extraire  la  racine  carrée  d’un  nombre  entier  N , à moins  d'une 
unité  près. 

Si  N ne  surpasse  pas  100,  sa  racinecarrée,  à une  unité  près  , 
est  l’un  des  nombres  1.2.3  ....  10. 

Supposons  donc  N^>  100  ; sa  racine  sera  10.  Soit  a le  nom- 
bre des  dizaines  (y  compris  les  unités  d’ordre  supérieur)  , b la 
partie  restante  de  la  racine;  il  s’agit  de  déterminer  a exactement, 
et  b à une  unité  près.  Or,  les  dizaines  a valant  10a  unités,  la 
racine  est  10n+ô,  et  son  carré  1 00a2-|-20a5-|-ô2 , nombre  qui 
doit  être  égal  à N.  Mais  la  partie  100«2  ne  contenant  que  des 
centaines  ,'sera  contenue  tout  entière  dans  les  centaines  du  nom- 
bre N : soit  N,,  les  centaines,  N les  dizaines  et  unités  de  N,  de 
sorte  que  N =100  N ,(+N  . — Puisque  100a2  est  contenu  dans 
100N, , il  s’ensuit  que  a2  est  égal  ou  inférieur  à N^.  D’un  autre 
côté,  b étant  moindre  10,  (10a-|-ô)2est  plus  petit  que  (t0a-f-10)2 
ou  que  100(a-|-l)2;  donc  100N2-J-N(  et  à fortiori  100N2,est 
<^10Û(a-t-l)2.  Par  suite  N2<^(a-|-1)2.  Donc  a est  la  racine  du 
plus  grand  carré  contenu  dans  N , et  la  question  est  ramenée  à 
trouver  à une  unité  près  la  racine  carrée  de  N2,  qui  a deux  chif- 
fres de  moins  que  N.  Supposons  que  l’on  connaisse  a qui  est 
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celle  racine  de  Na;  de  N on  retranchera  le  carré  de  10a,  et  le 
reste  sera  la  valeur  de  20a5-}-6’;  or,  si  l’on  divise  ce  reste  par  20a, 
double  des  dizaines  trouvées,  le  quotient,  pris  exactement,  est 
plus  grand  que  b ; donc  ce  quotient,  pris  à une  unité  près,  sera 
égal  qu  supérieur  à la  partie  entière  de  b ; soit  fi  ce  quotient 
pris  à une  unité  près.-  Pour  reconnaître  s’il  n’est  pas  trop  grand , 
on  fera  le  carré  de  10a-)-^.  Si  ce  carré  surpasse  N , on  diminue 
fi  d’une  ou  de  plusieurs  unités ,.  jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à un 
nombre  dont  le  carré  ne  surpasse  pas  N.  Ce  nombre  sera  la  ra- 
cine cherchée.  , 

Or,  on  sait  trouver  la  racine  carrée  d’un  nombre  entier  qui 
n’a  pas  plus  de  deux  chiffres;  donc  on  saura  trouver  celle  d’un 
nombre  qui  n’en  a pas  plus  de  4 , 6 , 8 , etc. , c’est-à-dire  d’un 
nombre  entier  quelconque. 

Remarque  1.  On  a prouvé  que  Na  est  toujours  moindre  que 
(a-|-l)’,  parce  que  celte  quantité  N,  contient  a’  et  en  outre  les 
centaines  renfermées  dans  20a5-f-52,  centaines  dont  le  nombre 
est  moindre  que  2a-f-l  ; et,  en  effet,  b étant  10, 20a5-f-5J  est 
<^200a-f-100  ou  que  2a+l  centaines;  ainsi  N,  est  <V*-|-2a-(-l 
ou  (a+l)a.  On  ne  pourrait  commencer  par  chercher  les  unités  : 
car  soit  fi  le  chiffre  des  unités,  la  première  tranche  à droite  pro- 
viendra , il  est  vrai,  d’une  addition  dans  laquelle  entrera  fi*  et 
même  6’  ; mais  à b%  s’ajouteront  les  unités  et  dizaines  qui  pro- 
viennent de  20a5,  quantité  toujours  plus  grande  que  2^-f-l , si 
b n’est  pas  nul , vu  que  b est  au  moins  égal  à fi,  et  que  20a  sur- 
passe 2 ; ainsi  les  nombres  qui , par  leur  addition , servent  à for- 
mer la  première  tranche  à droite,  valent  plus  que  /?’-f-2/3-|-l 
ou  que  Qî— f— 1 )*.  D’après  cela , de  deux  choses  l’une  : 1°  ou  bien 
20a5-f-6’  ne  donne  point  de  centaines  et  reste  renfermé  dans  cette 
tranche,  qui  alors  est  ^>(/9+l)’  et  donnerait  au  moins  pour 
racine  ^9— 1—1 , qui  est  trop  grand,  comme  cela  a lieu  dans  196, 
carré  de  14,  où  la  racine  delà  première  tranche  serait  9,  tandis 
que  le  chiffre  des  unités  est  4;  2“  ou  bien  20 ab-\-b*  donne  des 
centaines  qui  s’ajouteront  à 100a’,  et  la  première  tranche  sera 
si  le  nombre  proposé  est  un  carré  parfait,  on  a b — fi-, 
ainsi  toutes  les  fois  que  dans  ce  cas  la  somme  des  chiffres  des 
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dizaines  de  fj*  et  20 a(3  sera  9 , on  sera  certain  que  la  pre- 
mière tranche  à droite  est  <^(3'-  C’est  ce  qui  arrive  dans  le 
carré  de  18,  ou  ^’=64  et  20  a (3  = 160 ; la  somme  des  chiffres 
de  dizaines  est  12,  et  il  ne  reste  à la  première  tranche  que  24 , 
dont  la  racine  carrée  est  4 , au  lieu  que  le  chiffre  des  unités  de 
la  racine  est  8.  Si  le  nombre  n’est  pas  un  carré,  la  même  chose 
peut  arriver  : on  en  voit  un  exemple  dans  300  = 17  +11. 

Ainsi  la  racirife  carrée  de  la  tranehe  de  droite  peut  être  ou 
; elle  peut  aussi  être  (3 , comme  dans  la  racine  carrée  de  100 
ou  de  225  ; mais  on  ne  sait  pas  d’avance  quel  est  celui  de  ccs 
trois  cas  qui  a lieu  pour  un  nombre  donné. 

Remarque  2.  Les  chiffres  de  la  racine,  à partir  du  second  se 
trouvent  par  une  division  qui  peut  fournir  un  quotient  trop 
grand.  Cette  erreur  a une  limite  qui  est  de  trois  unités  pour  le 
second  chiffre,  et  se  réduit  à une  unité  pour  chacun  des  chiffres 
suivants.  En  effet  soit  k un  nombre  plus  petit  que  10000,  mais 
plus  grand  que  100;  soit  a le  chiffre  des  dizaines,  b la  partie 
restante  de  la  racine;  on  aura  A=l00a+-20a6+5\  Pour  avoir 
b à une  unité  près,  on  divise  20 ab-\-b'  par  10,  puis  par-2a, 

b'  rx 

c’est-à-dire  par  20a  : le  quotient  exact  est  b so't 


la  partie  entière  de  b , y la  différence  b — (3  ; ce  quotient  est 


/J  + y+  -,  et  la  partie  qu’il  s’agit  de  trouver  est  (3 ; la  limite 

b * 

de  l’erreur  possible  est  donc  y+-^—- , ou  y <Tl.  Mais  a n’est 

20a  . 

jamais  moindre  que  1,  b est  toujours  + 1;  donc  on  a pour 

(/?+iy 

limite  de  l’erreur,  l’expression  1 | ■ avec  quoi  il  faut 

remarquer  qu’on  ne  prend  jamais  plus  de  9 pour  quotient. 

Or  si  (3—9 , l’erreur  est  nulle , par  cela  même  qu’on  ne  met 


jamais 


/û  j|\  i 

plus  de  9 au  quotient;  1 | '*  ' serait  ici  1- 


100 


20 


ou  6; 

Si  /9  = 8,  l’erreur  est  au  plus  1 
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d’un  autre  côté  1- 


Sê±1Y<x  ,8Vfi 

<1"h20<6* 


20 


Si  /?  — 7 , l’erreur  est  au  plus  2 ; 

1 


«H-QVl  ,64rr 

20  <1+2Ô<ô- 


S'  /9  — 6,  l’erreur  est  au  plus  3; 

1 


(/*±1)V,  ,*9 

<1+2~ôV* 


20 


Si  /9  = 5,  l’erreur  est  au  plus  4; 


(/?+!)’ 


36 


<^<3. 


1"‘  20  ' 20 


A partir  d’ici  lH ^ — qui  diminue  avec  fi , sera  donc  3. 

Ainsi  de/9  — 9 à /9  = 6 l’erreur  ne  saurait  surpasser  3 parce 
qu’on  ne  met  pas  plus  de  9 au  quotient,  etde/9  = 6à/9  = 0; 

elle  ne  saurait  surpasser  3,  parce  que  devient  < 3. 

*1 

Et  en  effet  si  l’on  cherche  la  racine  carrée  de  288 , on  a pour 
premier  chiffre  1 et  le  dividende  qui  fournil  le  second  chiffre 
est  18,  de  sorte  qu’en  le  divisant  par  2,  double  du  premier 
chiffre  de  la  racine,  on  trouve  9, 'tandis  que  le  second  chiffre 
doit  être  6.  — L’erreur  est  donc  3. 

D’ailleurs  on  voit  que  si  1 > l’erreur  ne  surpassera 

pas  1;  or,  tant  (pie  /9<^8,  elle  n’est  en  effet  pas^>t;  ainsi  la 
plus  forte  valeur  de  /9 , pour  laquelle  elle  puisse  être  1 est 

/y  « ^ \ a 

fi—  7 ; partons  donc  de  — — <0  d’où  a^>  — ou^>3;  donc  si 


26 


«^4,  l’erreur  sur  fi  ne  surpasse  pas  une  unité;  à fortiori  si  a 

se  compose  de  plus  d’un  chiffre.  D’ailleurs  si  a — 2,  on  trouve 
que  l’erreur  ne  surpasse  pas  2. 

Remarque  3.  A cause  de  ces  erreurs  possibles,  on  estime 
souvent  par  aperçu  le  chiffre  de  la  racine , en  le  prenant  au-des- 
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Sous  du  quotient;  mais  dans  ce  cas  on  est  exposé  à prendre  un 
chiffre  trop  petit;  on  s’en  apercevra ,'  parce  que  le  reste  que  four- 
nit ce  chiffre  sera  plus  grand  que  le  double  de  la  racine  trouvée. 
En  effet,  soit  a la  racine,  N le  nombre  proposé,  le  reste  est 
N — a’;  supposons  le  plus  grand  que  2 a;  ilsera  donc  au  moins 
égal  à 2a -1-1 , et  l’on  aura 

N— a’\>2a-|-l,  d’où  aM-2a~f-l , ou  à,  (a-f-1)’. 

Donc,  N contenant  le  carré  de  a- 1-1  , il  est  évident  que  a 
n’est  pas  la  .racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  N;  donc 
a est  trop  petit. 

Remarque  4.  Lorsqu’on  connaît  plus  de  la  moitié  des  chiffres 
de  la  racine  carrée,  on  peut  trouver  tous  les  autres  en  divisant  le 
reste  par  le  double  de  la  racine  trouvée.  Car  soit  a la  valeur  abso- 
lue de  la  racine  trouvée,  a contenant  au  moins  n-f-1  chiffres  : on 


aura  10°;  soit  x ce  qui  reste  à trouver  ; on  suppose  que  x 


n’a  pas  plus  de  n chiffres , et  par  suite  x 10".  Puisque  a doit 
être  suivi  encore  de  n chiffres,  sa  valeur  relative  est  «10"  et  la 
racine  est  a.  1 0n— |— ar ; donc  le  nombre  proposé  est  (a.  10"-(-x)J=: 
«’.10'"-f-2a.l0nx-l-a:’ , et  le  reste,  après  qu’on  a ôté  le  carré 
de  a.  10",  est  2axA0"-\-x'’  ; soit  R ce  reste,  on  aura 
2a.lO”..r=:R — x 1 , et  divisant  par  2«10", 

R x ’ 

_ 2a.l0"  ~ 2«.10n 

Nommons  q la  partie  entière  du  quotient  de  R par  2«.10"  et 
R' le  reste,' il  vient 


x=q-h 


R' 

2a.  10" 
R'—r’ 


ou  x — q— 

2a.l0' 


x * 

2a.  10' 


Or  R'  est  plus  petit  que  le  dividende  2a.l0";  x est 10"  qui 
est  <fa,  donc  x.x  ou  x ’ est  <^a.l0”,  et  à fortiori  <^2a.  10”. 
Par  conséquent  R' — ar’  est  aussi  plus  petit  que  2a.l0",  et  la 
valeur  absolue  de  x — q est  moindre  que  1';  donc  q est,  à moins 
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d’une  unité  près , la  valeur  de  x,  partie  restante  de  la  racine , et 
celte  racine  est,  à une  unité  près,  10 a.a+q. 

Reste  à reconnaître  si  q est  supérieur , égal , ou  inférieur  à x. 


Or,  la  relation  x 


R'-x’ 
2a.  10"’ 


montre  que 


1“  Si  x~f>q , x — q étant  positif,  R' — x5  le  sera;  ainsi  R'  sera 
^>x’  et  à fortiori  ^q*. 

2°  $i  x=q,  on  a R'=x’=qf’. 

3°  Si  x<^q,  On  aura  R'  <^x’  et  à fortiori  <^<7’. 

Donc  réciproquement  selon  que  R'  sera  f>q % — <7%  <^q'  , 
x est^>ç , =zq,  ou  et  par  suite  si  q%<^  R' , la  racine  obte- 
nue est  approchée  en  moins,  si  <7’=R'  elle  est  exacte,  si  q'f> R' 
elle  est  approchée  en  plus. 

Remarque  5.  Il  y a certains  caractères  auxquels  on  reconnaît 
qu’un  nombre  entier  n’est  pas  un  carré  parfait. 

1°  Un  nombre  entier  ne  saurait  être  un  carré  parfait,  s’il  est 
terminé  à droite  par  2,  par  3,  7 , 8,  ou  par  un  nombre  impair 
de  zéros,  ou  par  un  â qui  n’est  pas  précédé  d’un  2.  Car  si  un 
nombre  entier  est  un  carré  parfait,  sa  racine  est  terminée  par 
des  zéros  ou  par  un  chiffre  significatif:  dans  le  premier  cas,  le 
carré  doit  avoir  à sa  droite  deux  fois  autant  de  zéros  que  la  ra- 
cine; dans  le  second  cas,  ce  carré  est  terminé  par  le  dernier 
chiffre  à droite  du  carré  des  unités  : mais  parmi  les  carrés- des 
chiffres  1 , 2 ...  9 , il  n’y  en  a aucun  qui  se  termine  par  l’un  des 
chiffres  0 , 2,3,  7 , 8 ; donc  le  carré  ne  peut  se  terminer  ni  par 
un  nombre  impair  de  zéros,  ni  par  2,  3,7,8.  Enfin  si  le  carré 
est  terminé  par  un  5,  la  racine  doit  l’être  aussi,  vu  qu’aucun 
autre  chiffre  n’a  à droite  de  son  carré  un  5;  donc  la  racine  est 
de  la  forme  10fl-f-5,  et  le  carré  est  100aI-f-100rt-|-25,  ce 
qui  montre  que  ce  carré  est  un  nombre  de  centaines,  plus  25; 
il  est  donc  terminé  par  25. 

2°  Un  nombre  pair  ne  saurait  être  un  carré , s’il  n’est  divisible 
par  4.  Car  soit  2 n un  nombre  pair,  son  carré  est  4 n' , nombre 
divisible  par  4.  Soit  2n-\-\  un  nombre  impair,  son  carré  .est 
4n’+4n-)-l , nombre  qui  est  impair.  Donc  parmi  les  nombres 
pairs  il  n’y  a que  les  multiples  de  4 qui  soient  des  carrés. 

.3°  Un  nombre  impair  ne  saurait  être  un  carré  si  diminué  de  1 , 
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il  n’cst  un  multiple  de  4.  Car , comme  on  vient  de  le  reconnaître, 
un  nombre  impair  ne  peut  être  le  carré  que  d’un  nombre  impair, 
et  dès  lors  ce  carré  est  de  la  forme  4n*-)-4/H-l , c’est-à-dire  qu’il 
est  un  multipie  de  4,  augmenté  de  1. 


PROPOSITION  XXXV.  — PROBLÈME. 


Extraire  à une  unité  près,  la  racine  m d’un  nombre  entier  N. 

Si  le  nombre  proposé  ne  surpasse  pas  10m,  sa  racine  m sera 
l’un  des  nombres  1,2,3, 10. 

Supposons  N))>10m;  sa  racine  m sera  ^>10;  soient  a les 
dizaines,  b la  partie  restante  de  la  racine,  on  aura  N=(t0a-(-é)", 
et,  par  la  formule  du  binôme  (p.  28) 


N— 10m.an'+m.l0n‘— ,.a1°— {.^.10m--,.am— ’ôM- ...-t-ô" 

A 


Or,  10m.a",  ou  la  puissance  m des  dizaines,  est  un  nombre 
terminé  par  m zéros;  soit  N,  le  nombre  formé  par  les  m derniers 
chiffres  à droite  de  N,  N'  ce  gui  reste  sur  la  gauche;  on  a 
N=N'10"H-N, , et  la  partie  10ra.am  sera  contenue  tout  entière 
dans  N'.IO",  en  d’autres  termes,  am  est  contenu  dans  N'.  Donc 

D’un  autre  côté,  puisque  ô<^10,  N sera  <^(10a-|-t0)m  ou 
que  10n,(a+l)m  ; donc  à fortiori  N'.  10m<^10"l(aTf-l),n,  et 
N'^^ûH-I)'”.  Par  conséquent,  a est  la  racine  m de  la  plus  grande 
puissance  m contenue  dans  N'.  Donc  pour  avoir  a,  il  suffit  d’ex- 
traire, à une  unité  près,  la  racine  m de  N'  qui  a m chiffres  de 
moins  que  N.  Supposons-la  trouvée. 

De  N on  retranchera  1 0ra.an‘  : soit  R le  reste  qui  se  compose  de 
/n.lO1"- ‘.a"- 'b-\-,  etc.  Si  on  divise  ce  reste  par  m.lOm-_1a'"—,, 
le  quotient  exact  sera  au  moins  égal  à b , et  le  quotient,  pris  à 
une  unité  près,  sera  égal  ou  supérieur  à la  partie  entière  de  b, 
partie  qui  forme  le  chiffre  des  unités.  Or,  pour  avoir,  à une  unité 
près,  le  quotient  de  R par  m.10'”  — ’.â™- 1 , on  peut  diviser  d’a- 
bord R par  10"“ — ’,  c’est-à-dire  en  séparer  les  m — 1 derniers  chif- 
fres à droite , puis  diviser  par  mam  - 1 ce  qui  reste  à gauche.  Soit 
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le  quotient  à une  unité  près;  pour  reconnaître  si  10«+/? 
n’est  pas  trop  grand , on  en  forme  la  puissance  m , et  l’on  opère 
comme  à la  racine  carrée. 

On  saura  donc  extraire  la  racine  m d’un  nombre  donné,  si  l’on 
sait  trouver  celle  d’un  nombre  qui  a ni  chiffres  de  moins  que  le 
nombre  donné.  Or,  on  sait  extraire  la  racine  m d’un  nombre  qui 
ne  surpasse  pas  10ra;  donc  on  saura  trouver  celle  d’un  nombre 
qui  ne  surpasse  pas  ÎO2"1,  103m,etc.,  c’est-à-dire  d’un  nombre 
entier  quelconque. 

Soit  donc  à extraire  la  racine  m d’un  nombre  N qui  a plus  de 
m chiffres;  on  fera  abstraction  des  m chiffres  à droite,  et  on 
extraira  , à une  unité  près,  la  racine  m de  ce  qui  reste  à gauche; 
à cet  effet , si  ce  nombre  de  gauche  a encore  plus  de  m chif- 
fres, on  fait  abstraction  de  ses  m chiffres  de  droite,  et  ainsi  de 
suite.  On  est  donc  conduit  à décomposer  le  nombre  en  tranches 
de  m chiffres  à partir  de  la  droite,  la  tranche  la  plus  avancée  à 
gauche  pouvant  avoir  moins  de  m chiffres.  Soient^ , N , N^elc., 
N.  , N.  ces  tranches,  de  sorte  qu’en  les  écrivant  chacune  à la 
place  que  lui  assigne  la  numération , on  a 

N=N.N.  N.  ....  N,N„N  . 

Ces  lettres,  écrites  à la  suite  l’une  de  l’autre,  ne  désignant  pas 
ici  un  produit,  mais  un. seul  nombre,  comme  si  l’on  écrivait, 
par  exemple,  les  nombres  467  et  854  à. la  suite  l’un  de  l’autre. 

La  racine  de  N contient  des  dizaines,  et,  pour  les  avoir, 
il  faut  chercher,  à une  unité  près,  la  racine  m dcNjNj  ... 
N.j  N„;  mais  la  racine  de  ce  nombre  contient  aussi  des  dizaines, 
et  pour  les  trouver  il  faut  prendre,  à une  unité  près,  la  racine  de 
N.  N.  ...N,  et  ainsi  de  suite.  On  sera  donc  conduit  ainsi  à cher- 

ii — i j 

cher,  à une  unité  près , la  racine  de  N.  N;  , et  pour  l’avoir,  on 
cherche  d’abord  celle  de  N;  ; soit  c.  cette  racine  qui  sera  le  chiffre 
des  dizaines  de  la  racine  de  NjîL  . De  ce  nombre,  on  ôtera  la 
puissance  ni  de  lO.e.,  et  à cet  effet  on  ôte  c.m  de  N. , et  à côté 
du  reste,  que  je  nomme  R.,  on  abaisse  N.  ; on  divise  le  nom- 
bre RjN.  par  m.(10.ci)““1;  le  quotient,  pris  à une  unité  près 
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en  moins,  sera  au  secon'd  chiffre  de  la  racine.  On  le  placera 
donc  à droite  de  c.;  on  fera  la  puissance  m du  nombre  repré- 
senté par  ces  deux  chiffres;  si  celte  puissance  m ne  surpasse  pas 
N.  , ce  chiffre  est  bon;  sinon,  on  le  diminue  de  une  ou 
plusieurs  unités , jusqu’à  ce  que  la  vérification  se  fasse  ; soit 
le  second  chiffre  ainsi  trouvé;  c.c.  . sera  la  racine  de  N.N. 
et  contiendra  toutes  les  dizaines  de  la  racine  de  N.N;  N;  . 
Pour  trouver  les  unités  de  cette  racine,  de  N N;  on  retranche 
(cici_i)“>  ^ côté  du  reste  R.  , on  descend  N._2  et  on  divise 
R;  K 2parm(10.cici_1)“— ',  et  ainsi  de  suite.  On  remarquera 
que  diviser  en  général  par  m.(10.À)ra -1  ou  wi.10id s’il 
ne  s’agit  que  d’avoir  la  partie  entière  du  quotient,  revient  à sé- 
parer d’abord  sur  la  droite  m — 1 chiffres  ;' ainsi,  chaque  fois 
qu’on  a abaissé  une  tranche  de  m chiffres,  on  en  supprime  les 
m — 1 derniers  à droite,  ce  qui  revient  à n’abaisser  que  le  pre- 
mier chiffre  de  gauche  de  cette  tranche. 

Ainsi  : partagez  le  nombre  proposé  en  tranches  de  m chiffres 
à partir  de  droite,  la  dernière  de  gauche  pouvant  en  contenir 
moins  de  m.  Prenez,  à une  unité  près  en  moins,  la  racine 
m de  cette  tranche  ; ce  sera  le  premier  chiffre  de  la  racine.  De 
cette  même  tranche , ôtez  la  puissance  m de  ce  chiffre  et  à droite 
du  reste  placez  le  premier  chiffre  de  gauche  de  la  tranche  sui- 
vante ; divisez  le  nombre  ainsi  formé  par  m fois  la  puissance 
m — 1 du  premier  chiffre  de  la  racine;  placez  le  quotient , nom- 
bre entier  moindre  que  10,  à droite  du  premier  chiffre  de  la 
racine,  et  faites  la  puissance  m du  nombre  ainsi  obtenu  ; si  elle 
peut  s’ôter  des  deux  premières  tranches , ce  quotient  est  le  second 
chiffre  de  la  racine;  sinon,  on  le  diminue  d’une  unité  et  on  ré- 
pète la  même  vérification,  etc.,  etc. 

Si  le  nombre  proposé  est  composé  de  i tranches,  c’est  qu’il 
est  1 0mC* — O et  10mi  ; la  racine  m est  donc  comprise  entre 

1 0> — i et  10';  elle  a donc  i chiffres. 
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Exemple.  Extraire  la  racine  cinquième 


606,97872 
3»  = 243 


36 


5.3*  = 405 


de  60697872. 
l5=l 

25  = 32 


3G39 

365  = 60466176 


35  = 243 
45=1024 


231696 


Après  avoir  séparé  les  cinq  premiers  chiffres  à droite , on 
cherche  la  racine  cinquième  de  606  : à cet  effet,  on  forme  les 
puissances  6 des  nombres  1,2....,  jusqu’à  9 , s’il  le  faut  : on 

5 

trouve  que  606  est  compris  entre  35  et  45;  ainsi  ^ 606,  à une 
unité  près,  est  3,  qui  sera  le  premier  chiffre  de  la  racine;  de 
606  on  ôte  243  = 35  ; à droite  du  reste  363  on  écrit  le  premier 
chiffre  9 de  la  tranche  suivante,  et  l’on  divise  3639  jiar  cinq  fois 
34,  ou  405  : le  quotient  est  8;  mais  ce  chiffre  est  trop  grand , 
parce  que  385  60697872,  il  en  est  de  même  de  7,  pour  6 on 

trouve  365=60466176.  Ainsi  ce  chiffre  est  bon  et  36  est  la  ra- 
cine cherchée,  à moins  d’une  unité  près. 

Remarque  1.  On  reconnaîtra  ici , comme  p.  34,  r.  1 , que  le 
chiffre  des  unités  simples  ne  pourrait  être  trouvé  immédiatement, 
au  contraire  de  celui  des  unités  de  l’ordre  le  plus  élevé. 

Remarque  2.  En  raisonnant  comme  à la  rem.  2,  p.  34  , on  re- 
connaîtra aussi  qu’en  prenant  dans  tous  les  cas  le  plus  grand 
quotient  au-dessous  de  10,  on  ne  peut,  dans  l’extraction  de  la 
racine  cubique,  se  tromper  de  plus  de  quatre  unités  sur  le  se- 
cond chiffre,  ni  de  plus  d’une  unité  sur  les  chiffres  suivants;  on 
trouve  de  plus  que  si  le  premier  chiffre  surpasse  6 , l’erreur  sur 
le  second  ne  saurait  surpasser  une  unité;  si  le  premier  chiffre 
surpasse  2,  elle  ne  saurait  surpasser  deux  unités;  si  le  premier 
chiffre  surpasse  1 , elle  ne  surpasse  pas  3. 

Remarque  3.  Si  pour  le  deuxième,  troisième,  etc. , chiffre,  on 
ne  prend  pas  le  quotient  le  plus  grand,  il  peut  se  faire  que  ce 
chiffre  soit  trop  petit  : nommant  a la  racine  trouvée,  on  verra 
que  le  reste  correspondant,  pour  être  bon,  doit  être  moindre 
que  (a-|-l)m — ctm;  car  si  ce  reste,  qui  est  N — am,  est  égal  ou 

supérieur  à (cc-f-l)” — cem,  c’est  que  N est  ^ (cH-l)ro.  Donc  la 
racine  m de  N est  au  moins  a-j-1  et  non  pas  et. 
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PROPOSITION  XXXVI.  — THÉORÈME. 


Un  nombre  entier  N ne  saurait  être  la  puissance  m d’une 

fraction  irréductible  - , dont  le  dénominateur  n’est  pas  l’unité. 

a . . /a\  ” am 

Car  si  — étaitIaracinemdeN,ilfaudraitque  ( - ).  ou  — fui  égal 

a . am 

au  nombre  entier  N ; mais  si  — esl  irréductible,  7—  l’est  : donc 

b b 


si  b n’est  l’unité , ne  saurait  être  un  nombre  entier. 
bm 

Corollaire.  Par  conséquent,  si  un  nombre  entier  N n’est  pas 
la  puissance  m d’un  nombre  entier,  sa  racine  m ne  saurait  être 
assignée  exactement,  puisqu’elle  ne  peut  pas  non  plus  être  re- 

m _ 

présentée  par  une  fraction  arithmétique.  Ainsi  V' N n’a  pas  de 
commune  mesure  avec  l’unité  : car  tout  nombre  qui  a une  com- 
mune mesure  avec  l’unité  est  ou  un  assemblage  d’unités  ou  une 
réunion  de  plusieurs  parties  égales  de  l’unité,  c’est-à-dire  un 

• m 

nombre  entier  ou  une  fraction  arithmétique.  P^r  suite  l^N  est 
incommensurable.  ' 


PROPOSITION  XXXVII.  — THÉORÈME. 


Si  les  deux  termes  d’une  fraction  sont  des  puissances  m par- 
faites , la  racine  m de  cette  fraction  est  égale  à la  racine  m du 
numérateur,  divisée  par  celle  du  dénominateur. 

Soit  — la  fraction  : sa  racine  m est  7 ; car  la  puissance  m de 
b m b 
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PROPOSITION  XXXVIII.  — THÉORÈME. 

« 

Si  les  deux  termes  d’une  fraction  arithmétique  irréductible  ne 
sont  pas  des  puissances  m parfaites , sa  racine  m est  incommen- 
surable. 

a 

Car  si  une  fraction  arithmétique  irréductible  - est  la  racine 

A d'n  A cl  ci?* 

m d’une  autre  - , c’est  que  — = ^ ; or,  - étant  irréductible,  — 

l’est  aussi , et  pour  que  deux  fractions  irréductibles  i— , ^ soient 

égales,  il  faut  qu’elles  le  soient  terme  à terme;  donc  on  aurait 
A=«m,  B = 6",  ce  qui  signifie  que  A et  B sont  des  puissances 
m parfaites;  si  donc  A et  B ne  sont  pas  des  puissances  m par- 

faites,  la  racine  m de  - ne  sera  pas  commensurable. 


PROPOSITION  XXXIX.  — THEOREME. 


Pour  avoir,  à.  une  unité  près,  la  racine  m d’un  nombre  entier  N , 
accompagné  d’une  fraction  - moindre  que  1 , il  suffit  de  prendre 


celle  N à une  unité  près. 

En  effet  soit  a,  a-j-l  deux  nombres  entiers  qui  comprennent 

m . 

entre  eux  l^N;  il  s’ensuit  que  N sera  compris  entre  am  et  (a-)-l)“; 
mais  N et  (a+l)“  étant  deux  nombres  entiers  différents,  dont 
le  second  est  plus  grand  que  l’autre,  il  s’ensuit  que  si  à N on 
■b  . , 4 „ b 

ajoute  une  partie  - , moindre  que  1 , N sera  encore  compris 


j/î 


entre  am  et  (a+l)m;  donc  y N-f — sera  aussi  compris  entre  a 
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I ~b  M 

et  a-\- 1 ; donc  y N-|--  et  l^N,  à une  unité  près , sont  des 
bres  égaux. 


nom- 


PROPOSITION  XL.  — PROBLEME. 


a 


Trouver,  à moins  de  — près , la  racine  m d’un  nombre  quel • 
conque  N. 

m 

Déterminer  J/N  à moins  de  - près , c’est  assigner  deux  nom- 

P 

m 

bres  qui  comprennent  V'N,  et  dont  l’un  surpasse  l’autre  de  -. 
Ces  deux  nombres  seraient  connus  si  l’on  connaissait  le  quotient 

m 

de  I^N  par  -,  à une  unité  près:  car  soit  a ce  quotient,  on  aurait: 

m m 

^ N : - a et  «cTa-f-l , oul/N^  a.-  et  <^a. 

p^  ^ P ■ P p 

Ainsi  a.  - , a dont  la  différence  est  - , comprennentl^pT. 

p p p p 

Pour  trouver  a,  on  représentera  par  x le  quotient  exact  de 

m 

par  - ; a sera  la  valeur  approchée  de  x,  en  nombres  entiers, 

0 . . 

et  l’on  devra  avoir 

m m 

ax  (/r:  a m -T 

— = KN,  ou  — • . xm  — N. 

P pm 

ccm 

Donc  ar”  est  le  quotient  de  N par  —,  c’est-à-dire 


-=3£  «,=/?£. 

a a 
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Ainsi  a est,  à une  unité  près,  la  racine  m de 

N/?“ 

Donc  (pr.  39)  on  calculera  — ^ à une  unité  près , et  ce  quo- 
tient trouvé , on  en  extraira  la  racine  m à une  unité  près  : celte 
(X 

racine  a , multipliée  par  - , sera  le  nombre  cherché. 


Pour  trouver  la  racine  m d’un  nombre  à moins  d’ une  frac- 
tion donnée , multipliez  donc  ce  nombre  par  la  puissance  m de 
cette  fraction  (mesure  de  l’approximation)  renversée  , calculez 
le  produit  à une  unité  près  (en  nombres  entiers),  et , de  ce  pro- 
duit calculé , extrayez , d une  unité  près , la  racine  m ; cette  ra- 
cine, multipliée  par  la  mesure  de  V approximation , donnera  le 
résultat  cherché. 


1/422 
V T à 7 ,,rès- 


Exemples.  1°, 

M ...  ..  42  /7V  49  . 2058 

Multipliez  — par  ( - 1 ou  — , ce  qui  donne  , nombre 

2 _ 

qui , à une  unité  près  , est  égal  à 102 , et  ^ 102 , à une  unité 

2 

près,  est  10;  multipliant  10  par-,  on  a pour  la  valeur  demandée 


20  6 
7 — +7‘ 


2°, 


ô 

V\ 


9 à ÏM  prè*'  “ 


M t»*  r 7 *003  - 1 7000000  . , 

Multipliez  - par  100%  ce  qui  donne  , dont  la  valeur, 

y 9 

à une  unité  près,  est  777777  ; la  racine  cubique  de  ce  nombre, 
à une  unité  près,  est  91 5 donc  91.^  ou  0,91  est  la  valeur  de 


3 

kl 


100 


près. 
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En  général , si  l’on  demande  la  racine  m d’un  nombre  N à 

moins  de  —— , c’est-à-dire  avec  i décimales  exactes  , il  faut  calcul 
10' 

1er  le  produit  N.10”'  à une  unité  près,  ce  qui  revient  à transfor- 
mer N en  un  nombre  entier,  suivi  de  mi  décimales  (m  fois  autant 
qu’on  veut  avoir  de  décimales  à la  racine),  pour  ensuite  faire  abs- 
traction de  la  virgule  ; on  extraira,  à une  unité  près , la  racinem  du 

nombre  entier  ainsi  obtenu,  on  la  multiplie  par  — ■ , ce  qui  re- 


10' 


vient  à séparer  sur  la  droite  i décimales. 


Vï*l 


3°  Calculer  1/  - à - prés. 

0 o 


Multipliez  ^ par  J = bm , ce  qui  donne  abm—‘,  nombre  en- 
tier si  a en  est  un.  Soit  r la  racine  m de  abm—'  à une  unitié  près; 

rXr  ou  7 sera  la  racine  cherchée. 
o b 


PROPOSITION  XLI.  — THÉORÈME. 


Si  le  coefficient  d’un  monôme  est  une  puissance  m parfaite  et 
que  les  exposants  des  facteurs  littéraux  soient  tous  divisibles 
par  m , on  trouvera  la  racine  m de  ce  monôme  en  extrayant  là 
racine  m du  coefficient  et  divisant  chaque  exposant  par  m. 

Soit  le  monôme  A amXbm^  ....  ; supposons  que  À soit  la  puis- 
sance m d’un  nombre  r;  la  racine  m de  ce  monôme  sera  ra*6^.. .; 

car  (p.  23)  la  puissance  m de  ra“ô^  est  r" 0° * b™ & ou  A a'xbm& , 
vu  que  rm  = A. 

Rien  n’empêcbe  de  supposer  que  les  exposants  ma-  mff  sont 
négatifs  (p.  23). 

D’après  cela , 

3 4 

1/144  = 12 a^b' , V 64a»ô3  = 4a3 b , |/81a-86'’=  3«-’ô5. 

Remarque.  Si  les  conditions  exigées  dans  l’énoncé  de  ce  théo- 

5. 
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rème,  ne  sont  pas  toutes  remplies,  l’extraction  de  la  racine  est 

ni 

dite  impossible,  et  l’on  place  devant  le  monôme  le  signe p'. 

Définition  22.  Une  quantité  affectée  de  ce  signe  s’appelle  un  ra- 
dical, ou  une  quantité  irrationnelle , algébriquement  parlant. 
Toute  quantité  qui  ne  renferme  point  de  radical,  est ‘dite  ration- 
nelle. 

Jusqu’à  nouvel  avis,  il  ne  sera  question  que  de  radicaux  affec- 
tant des  nombres  absolus,  et  les  quantités  radicales  seront  égale- 
ment supposées  des  nombres  absolus. 


PROPOSITION  XLII.  — THÉORÈME. 


La  racine  m du  produit  de  plusieurs  nombres  absolus  est  égale 
au  produit  des  racines  m de  ces  nombres. 

Soient  a,  b deux  nombres  ; je  dis  que 

in m m 

V ab—V  ayV  b. 

m 

Car  Ÿ ab  est  la  racine  m du  nombre  ab;  mais  si  l’on  élève 


m m 


\/~ay\/ b à la  puissance  m,  on  obtient  un  résultat  composé  de 

m / m \ 

m facteurs  égaux  à I / a,  et  dont  le  produit  est  a/mou«,  et 

tn 

en  outre  de  m facteurs  égaux  à V' b,  dont  le  produit  est  b ; ainsi 


mm  m 

axrf,  élevé  à la  puissance  m,  donne  ab;  donc  \/~a  Ÿ b est 
aussi  la  valeur  absolue  de  la  racine  m de  ab  ; mais  un  même 
nombre  ne  peut  avoir  qu’une  seule  racine  m en  valeur  absolue  : 
car  si  a (i , on  a o3  /92 , a3  /93 . . . a“)>  /?".  Donc 

‘m  mm 

ab  et  Ÿ a .V' b sont  égaux. 

Si  b est  lui-même  le  produit  de  deux  facteurs  c , d,  on  aura 


aussi  V' b~\^ cd—^ c.l^d/donc 


m m m m 

acdz=\/  a.V'c.V'd.  etc. 
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Corollaire.  Celte  proposition  sert  à simplifier  les  radicaux, 
c’est-à-dire  à réduire  au  moindre  nombre  possible  les  facteurs 
qui  sont  sous  le  radical.  A cet  effet,  on  décompose  le  coefficient 
dans  ses  facteurs  simples  : soit  a*  un  facteur  numérique  ou  lit- 

m 

téral  placé  sous  \/.  On  divise  p par  ni  : si  q est  le  quotient,  r le 
reste , on  remplacera  ap  sous  le  radical  par  ar , et  l’on  mettra  ai 
devant  ce  même  radical.  Car  on  aura  p = mq-\-r;  donc 

m m m ni m 

1/  ha?—V  AamMXrtr  = V ' a"" \Y  KaT—od/  Aar.- 
Exemples.  1’,  V' 98 a3 b*  — b7 ‘2.7 ’.a3A$  — lab'V' ’îa. 

2° , b7 1 I52nô5  2\3.6’  b7  2 ab  = 2 46’  VJab. 

3 3 3 

3p,  b7 3456a56'’c  —)/ 2". 3 3.aib',c  — 2’.3 .ab  b7 ‘ia.'bc 

3 

= 12 ab  Ÿîa'bc. 

Cette  transformation  n’exige  pas  que  la  quantité  sous  le  radi- 
cal soit  monôme.  Ainsi  soit  1°,  b7 da'-f-Sa’ô’  ; 

ce  radical  se  met  sous  la  forme 

b7  4«’(aH-26')  = 2«b7  a'-\-ïb\ . 

3 3 

2°,  V'îla*—Ma-;b-\-%\é'b'  = V7 27a°(a’— '2ab+U\ 

— 3a’l/  n’— 2«ô-+-3ô\ 

3°,  b7  5 a3 — lOrt’ô+àrtô1  —V'  5 a(a’ — 2«6-(-ô,)  = ( a — b)^  5 a. 

Cela  s’appelle  faire  sortir  un  facteur  de  dessous  le  radical. 

La  transformation  inverse  sert  à faire  entrer  un  facteur  sous  le 

iu  m 

radical.  On  a rtb76  = b7â'"6; 

on  voit  qu’à  cet  effet  on  élève  le  facteur  à la  puissance  dont  le 
degré  est  l’indice  du  radical. 

Définition  23.  Deux  radicaux  sont  dits  semblables  s’ils  ne  dif- 
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7° 

3 

furent  tout  au  plus  que  par  leurs  coefficients  : tels  que  +2l/ a'b, 
3 

— 7 aV a'b;  2 et  — 7 a sont  les  coefficients. 


PROPOSITION  XL1II.  — THÉORÈME. 

La  somme  ou  la  différence  de  deux  radicaux  semblables  est 
égale  au  radical  commun , multiplié  par  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  coefficients. 

Car  (p.  4) , on  a pour  toute  espèce  de  nombre 
(a±&)  L—a/t~±bfr 

* mm  m 

donc  aussi  a V' cidbV' c — (a±b)  V^c. 

Ex.  la  V'b-irQa  t/6_8ab/6  = (7a-+-9a— 8a)  \/b  = 8a  Vb. 


PROPOSITION  XLIV.  — THÉORÈME. 

On  ne  change  pas  la  valeur  absolue  d’un  radical  en  multipliant 
par  un  même  nombre  l’indice  du  radical  et  les  exposants  des 
facteurs  sous  le  signe  radical. 

m 

Soit  V' axb3;  je  dis  qu’on  a 

ra mn 

V a*b&  — V a*abP* 

Car  la  seconde  expression  est  la  racine  mn  de  axnbPa  ; la  pre- 
mière l’e.st  aussi.  En  effet  pour  l’élever  à la  puissance  mn,  on  a 

G ni \ ra»  l / m \“'\n  / x ” 

/axbî)  = \\\/<î*b&)  J — \axb?J  =a*n6Sn. 

Donc,  etc. 

Corollaire  1.  Lorsque  l’indice  et  les  exposants  sont  divisibles 
par  un  même  nombre,  on  ne  change  donc  pas  non  plus  la  valeur 
absolue  du  radical  en  opérant  cette  division. 

4 4 _ 

Àinsi,  V'ÿa’' ■=.V/'é’,àl — \/ 3a  m 

6 6 

V'^lat^  — V' 3 3a*b3  ~ V 3 a3 b 
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Corollaire  2.  On  pourra  réduire  au  même  indice,  tant  de 
radicaux  qu’on  voudra. 

2_  3 _ 

1*,^ a3,  b 4 ; on  multipliera  l’indice  et  les  exposants  de  chaque 

2 _ 6 3 6 

radical  par  l’indice  de  l’autre;  ainsi  a3  — \/  a?,  S/lfi  — V' b 8. 

4 _ 3 6 * 

2°,  V' a,  V^b , \/~c.  On  prend  pour  indice  commun  le  plus  petit 
multiple  commun  aux  nombres  4,  3,6;  c’est  12 , et  l’on  a 

4 _ 12  3 12  6 12 

V'a~Vr^,  V^b  — V^b^,  V^c—V^d*. 


PROPOSITION  XIV.  — THÉORÈME. 

"v  T* 

Pour  faire  le  produit  de  plusieurs  radicaux  de  même  indice, 
il  suffit  défaire  le  produit  des  quantités  placées  sous  les  radicaux, 
d’affecter  ce  produit  du  signe  radical  commun,  et  de  multiplier 
le  résultat  par  le  produit  des  coefficients  des  radicaux  donnés. 

n n n n 

Car  à/ byjÿ'  d = aê/  b.  ; 

n n n 

- or,  on  a prouvé  (p..  42),  que  \/~b.  Vd—V'Td^ 

n 

donc  le  produit  cherché  est  ad//l>d. 

Ex.  1°,  5al//a6x7al/3a  = 35a1l'//3fl’é; 

et  simplifiant  =’35a3l//36. 

3 3 3 

2°,  4l//«J6x5l//aô’=:20l//a363=:20a6. 

4  . 4 4 4 

3”,  2 Vr^Fb-yyr^b3  — ïVrcW>  = 2061/0*. 


Remarque.  Si  les  radicaux  n’ont  pas  le  même  indice,  on  com- 
mence par  les  y réduire  (p.  44 , c.  2). 

2 _ 3 6 6 6 6 

Ex.  1° , \/ ox2 — V' a3X 2 V'a^zx. 2 \^cP  — laV' a. 

.6 4 lî 12 

2°,  bV a‘-Jrb'xZV'  a'— b'  = 5 V/(a’-M’’)’x3l/  («’— 6’)3. 

12 
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PROPOSITION  XLV1. 


Pour  diviser  un  radical  par  un  autre  de  même  indice,  on 
divise  la  quantité  qui  est  sous  le  premier  par  celle  qui  est  sous 
le  second  ; on  affecte  le  quotient  du  signe  radical  commun , au- 
quel on  donne,  pour  coefficient  le  quotient  du  coefficient  du  divi- 
dende par  celui  du  diviseur. 

n n 

Soit  d/ b : d^d;  ce  quotient  se  met  sous  la  forme 

n 

a VY 


Ÿd 


\Tb 


Or,  si  l’on  élève à la  puissance  n,  on  trouve  (p.  23,  r.  1) 

1 >d 


b * ^ b.  . 

donc est  la  racine 

d • 

vh 


b aV^b  al/ b 

n de  et  = -1/ 

d » c'  d 


_~cy  d 

cl / d 


Ex.  1° , 


2% 


Sa  V' a* b Sa  i / a‘ b Sa 

*~~TbV  ^b=YbVa’ 

3 bvab 

4 4 _ 

7 a%V  a?b  7a| /a*  7a|/a  . . 

——=tVï;=2V  ï-< 

2 al/  ab * 


Remarque.  Si  les  radicaux  n’ont  pas  le  même  indice , on  com- 
mence par  les  y réduire. 


Ex.  1°, 

*—  4 - 2*  b 

2 Vb  2l /b 
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Aà'V  (a+6)* 

(p.  44,  c.  1). 


PROPOSITION  XLVII.  — THÉORÈME. 


Pour  élever  un  radical  à une  puissance , on  élève  à cette  puis- 
sance la  quantité  sous  le  radical,  ainsi  que  le  coefficient;  et 
pour  extraire  une  racine  (Tun  radical  privé  de  coefficient , on 
multiplie  l’indice  par  le  degré  de  la  racine  à extraire. 

m 

1°  Soit  V' a à.élever  à la  puissance  n ; on  a 

f ra  m _ m m m m 

[Y'  aj—\7  a.Vrâ.\/  a....  — \/  a.a.a....—  a"  (p.42). 

Cette  règle  s’applique  au  cas  où  n est  négatif;  car 

— _L_  = J_,  d’après  ce  qu’on  vient  de  prouver. 

a ] f 01  _\r  m 

[y  a)  ]/a’ 


Mais 


m r n’ 


^ ar 


(P.14,r.3). 


2 Soit  a extraire  la  racine  m,  del^  a ; je  dis  que 

m 

■ / n ran 

V^a  = Va. 

m 

1 / » _ 

V \S a à la  puis 


Car  élevons 


puissance  mn.  A.  cet  effet  on  l’élève 


d abord  à la  puissance  m , ce  qui  donne  l ^ a,  que  l’on  élève  à la 
puissance  n , et  l’on  a a. 


Donc 


V ^ u,  est  la  racine  mn  de  a,  c’est-à-di 


dire  est  égal  à l^a. 
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Ex.  (j/ 4a’)  = l/  16a*  = 2al/2a  (p.  42,  c). 

/ à \*  5 5 

V^2a^V  =k/8a”69  = a’6l/8a’^ 

a 

I / 3 6 3 

V l/ga'l  = l/9a*  = V 3a’.  (p.  44). 

Remarque  1.  S’il  faut  élever  à la  puissance  n un  radical  dont 
l’indice  est  divisible  par  »,  au  lieu  d’élever  sous  le  radical  à la 
puissance  »,  on  n’a  qu’à  diviser  l’indice  par  ». 

/ ron  \ a mn 

Car  K)/ a)  = i/o",  comme  on  vient  de  le  prouver; 

ma  w 

et  V' a"  = l/â,  (p.  44). 

/ ffln  _\n  m __ 

Donc  \^<*/  = 

De  cette  manière  {y' a)  = ^ a , (l/ a)  = V^a. 

Remarque  2.  S’il  faut  extraire  la  racine  m d’un  radical,  et  si' 
la  quantité  sous  ce  radical  est  une  puissance  m parfaite,  au  lieu 
de  multiplier  l’indice  par  m,  on  pourra  extraire  la  racine  m de 
la  quantité  sous  le  radical. 

m 

■ / n mn. 

Car  V ^ am'  = b/amr,  comme  on  l’a  prouvé 

mn n 

Or  b/amr  = y ax  (p.  44 , c.  1 ) ; donc , etc. 

m 

I / n ma  _ 

Remarque  3.  La  relation  V V a — V a prouve  que  pour  ex- 
traire la  racine  mn  d’un  nombre,  il  suffit  d’extraire  la  racine  m 
de  la  racine  n de  ce  nombre. 


' a 

Vinsi  ^256  = |/ 1/266  = 1^16  = 4; 

3 

6 I / • 3 

1/729  = V ^ 729  = l/27  = 3. 
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/ “ 

/ I / r _ mnr_ 

îême  / V V* a—V a. 


De  même 

Cette  propriété,  qui  a lieu  lorsque  les  racines  peuvent  être 
extraites  exactement,  est  encore  vraie  dans  le  cas  contraire,  si  l’on 
veut  en  approcher  à moins  d’une  unité  près. 

n 

Car  soit  a — b-\-a , b étant  un  nombre  entier,  et  <*<^1. 

Pour  avoir,  à une  unité  près,  la  racine  m de  b-\-a , il  suffit 
(p.  39)  de  prendre  celle  de  b ; soit  c cette  racine,  on  aura  ainsi 


1^ 


a = \ /{rm  = 


S’il  faut  encore  prendre,  à une  unité  près,  la  racine  r de  ^ a, 
à une  unité  près,  on  peut  faire  abstraction  de  /3,  etc. 


Définition  24.  Pour  représenter  un  radical  tel  que  V an,n  étant 
positif  ou  négatif,  on  est  convenu  d’affecter  a de  l’exposer  frac- 


tionnaire — ; ainsi , par  convention 
m 


1 / an  — am‘ 


Cette  égalité  de  convention  est  une  propriété  démontrée  toutes 
les  fois  que  n est  divisible  par  m;  car  il  est  prouvé  (p.  41)  que 

01  — — mr 

V'  amt  — aT  — am- 


PROPOSITION  XLVIII*  — THÉORÈME. 


L’exposant  fractionnaire  est  assujetti  aux  mêmes  règles  de 
calcul  que  l’exposant  entier. 

. 11  8 P | « 

1*  Je  dis  que  a“  Xfl'=  am  r. 

Car  n et  s étant  positifs  ou  négatifs,  mais  m et  r positifs  , on 
a , par  définition  , 
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am  = I / a" , ar  — ; 

réduisant  ces  deux  radicaux  au  même  indice,  on  a (p.  44 , c.  2) 

D s ror mr 

am  X ar  — V' a"rxV am$. 


Or  (p.  45),  le  produit  de  ces  radicaux  est  égal  à l^anr+ras , 
expression  qui , d’après  déf.  24 , se  met  sous  la  forme 

nr-f-ms  nr  ms  n s 

CL  ,nr  — Ctmv  mr  — CL 111  r. 


2°  On  a aussi 

n » mr 


n s • n 

am  : aT  — am 


n » mr mr mr 

Car  «Si ; = 1/ - 1/ 

y am5 

nr — ms  n s 

et,  d’après  déf.  24,  = a mr  = a,m  r. 

Cette  propriété  peut  se  déduire  de  la  multiplication. 

(n  x s ns 
am)t  — amr; 


car 


mais 


/ m \ m M°r 

, p.  47 , W a"  )*  ■=  \/ ans,  et  la  racine  r de  ceci  est  V ans  ou 

ns 

bien , déf.  24 , anir. 

Remarque.  Ces  règles  ramènent  le  calcul  des  radicaux  à celui 
des  quantités  rationnelles. 

3 ■ 2 5 

Soit,  par  exemple,  31/ a^b — 5 \/ «53+2  \Z~âFb> 

4 

iÆ3  i/  3 

à multiplier  par  2|/  — — 4 y a-. 

D’après  la  déf.  24,  on  a 

3 4 i 2 i 3 5 2 4 

y/ a*b  — a*b*  , ab 3 , ^/ — a-'b$. 

- 4 _ 

i/o 3 .> ! _3  |/a»  ? ‘ 

y -g  — \/ a3b—3  — a-b  2 , y ~g  — a'->b  4. 
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el  la  question  est  ramenée  à multiplier 

4 _>  * 3 » 4 

3aV— 5«;6H-2aV 

3 3 3 i 

2 «’ô  ? 4' 


par 


a 5 x 55  a 3 n 

Ce  qui  donne  6o°  6_s-10a +4cTb  1 1 2a'~6 ' V20«¥-8«^677'. 

Rien  n’empêche  de  diviser  un  pareil  polynôme  par  un  autre, 
en  suivant  la  règle  établie  (p.  18). 


PROPOSITION  XL1X.  — THÉORÈME. 


Si  l’ort  combine  par  addition,  soustraction , multiplication  et 
division,  tant  de  radicaux  qu’on  voudra,  le  résultat  pourra  être 
calculé  avec  tel  degré  d’approximation  qu’on  voudra,  toutes  les 
fois  que.  la  quantité  qui  se  trouve  sous  chaque  radical , est  une 
quantité  absolue. 

1°  Soit  à calculer  à — près,  la  somme 

x = VT  ^Vn+Vn. 

On  multipliera  x par  10  et  on  calculera  lOx  à une  unité  près  : 


f • 

si  l’on  trouve  lOx  et  lOx  <^r-f-l , on  aura  x)>  — et 

rl  r r 1 

O— . Ainsi  ces  deux  nombres  — et  — exprimeront 


la  valeur  de  x , à moins  de  — près. 

Or,  on  a lOx  = 101^7 + 10l/n+10l/ïï, 
et  pour  avoir  celte  quantité,  à une  unité  près , on  calculera  cha- 


cune de  ses  trois  parties  à i près.  Mais  pour  avoir  1 0V  7 à ^ 

«J  «J 

près , il  ne  suffit  pas  de  calculer  V 7 à ^ près;  car  en  multipliant 

ü 

le  résultat  par  10 , on  aurait  toV 7 à ~ près.  On  fera  passer  10 

ô 


sous  le  radical,  ce  qui  donnera  1/700,  et  on  cherchera  cette  ra- 
cine à ^ près. 
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Ainsi  (p.  40)  on  multiplie  700  par  9 ; 700x9=6300,  dont 

[9 
3 


la  racine,  à une  unité  près,  est  79;  donc  ÎO^ 7=  — + a 

étant  <|. 

Demême  10^11=  I^ÏÏÔÔ  , 1100x9  = 9900,  et  ^9900 , à 
une  unité  près , =99  ; donc 

lO^ïT  = ^ + /9,  (3  <1 


Enfin  10V/13=V/1300  , 1300x9  = 11700....,  dont  la  ra- 
cine , à une  unité  près , est  108  ; donc 

10l/l3  = ^-f-y , Y <1* 


Ainsi  10#  = 


79+99+108 


286 


a+/9+ y — - gp  “+*  « +/î+y 


— 95  + - + a+/?+y.  • 

Si  l’on  demande  10#  à une  unité  près,  sans  exiger  un  résultat 
286 

entier,  on  peut  prendre  car  a+jS+y  est  1 ; mais  si  l’on 
veut  un  nombre  entier,  le  calcul  précédent  ne  suffit  pas  pour 
résoudre  la  question  : car  on  ne  sait  si  i + t*-(-/9+y  est  en- 
core 1. 

Pour  lever  cette  difficulté,  on  calculera  une  décimale  à la  ra- 
cine de  chacun  des  nombres  6300 , 9900,  11700;  on  a ainsi 

tOl/7  = ^x79,3+«'  , ÎO^ÏT  = 1x99,4+/?'  , 

101^13  — ^Xl08,l+y;, 

fi' , y'  étant  chacun  moindre  que  de  la  sorte, 

OU 

ioV/7+ioi/rî+ioP/T3=^^  + d , 

O 


Digitized  by  Google 


LIVRE  PREMIER. 


79 


où  d = a'+/?'+y'  ou 

donc  10x=95,6+dou=95+<i',d'  étant  <^0,7  et  à fortiori  <^t . 

Ainsi  x ou  V' T-j-^ ll+l-^  13  =9,5  à — près. 

1U 

Si  les  dixièmes  n’avaient  pas  résolu  la  question,  on  aurait  été 
jusqu’aux  centièmes , et  ainsi  de  suite. 

Remarquons  ici  une  fois  pour  toutes , que  la  question  de  cal- 
culer une  quantité  à moins  d’une  unité  près  peut  s’entendre  de 
deux  manières  : ou  bien  on  demande  d’assigner  deux  nombres 
entiers  consécutifs  qui  comprennent  entre  eux  la  quantité  propo- 
sée, ou  bien  on  demande  deux  nombres  quelconques,  entiers 
ou  fractionnaires,  qui  ne  diffèrent  que  d’une  unité  et  compren- 
nent entre  eux  cette  même  quantité.  Dans  le  premier  cas,  on  ne 
saurait  dire,  généralement,  d’avance,  jusqu’où  il  faut  pousser 
les  calculs  ; dans  le  second , on  peut , dans  chaque  question , 
fixer  d’avance  les  opérations  qui  conduiront  au  but.  C’est  par 
rapport  à ce  second  cas  que  nous  démontrerons  la  proposition 
actuelle,  en  ayant  soin,  toutefois,  de  montrer  autant  que  pos- 
sible dans  chaque  exemple  numérique  comment  il  faut  faire  pour 
rentrer  dans  le  premier  cas. 

2°  La  somme  des  racines  de  tant  de  nombres  commensurabies 
qu’on  voudra , peut  se  calculer  avec  un  degré  d’approximation 
voulu. 

n n,  n»  nj 

En  effet,  soit  x—\/ a+b^ô^+l/ + 1// a*  à calculer 


à moins  de  - près. 

r 

Hx 

Il  suffira  de  calculer  ' — à moins  d’une  unité  près  ; car  si  l’on  a 
a 

- x b et  <T  5+1  , 
a 


on  aura  aussi 


^ . a ..  , a a 
x + b.-  et  < b — — , 

^ /?  ^ (J  /î’ 


c’est-à-dire  que  x sera  compris  entre  deux  nombres  commensu- 


rabies qui  diffèrent  de  -. 

0 
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Or,  on  a 

a a a 


Comme  le  nombre  des  radicaux  est  i,  il  suffira  de  calculer 
chaque  radical  à on  aura  ainsi  un  nombre  i d’erreurs,  cha- 


cune <^-,  et  dont  la  somme  sera  par  suite  <+.-  ou  1.  Or,  il 

est  prouvé  (p.  40)  que  toute  racine  d’un  nombre  commensura- 
ble  peut  être  évaluée  avec  tel  degré  d’approximation  qu’on  veut; 

Sx 

donc  il  est  possible  de  calculer  ' — à une  unité  près,  et  x à 


. a 

moins  de  — . 

/? 

Le  raisonnement  qui  a été  fait  pour  prouver  que  le  calcul  de  x à 

^ près  revient  à évaluer  à moins  d’unité  près,  étant  général , 

on  se  bornera , dans  ce  qui  suit,  à démontrer  la  proposition  pour 
le  calcul  approché  à une  unité  près. 

3°  Déterminer,  à moins  d’une  unité,  la  valeur  de 

3 3 

x = 1/S7-+V4529—  V\ 34. 

Cela  peut  se  faire  de  deux  manières.  La  première  consiste  à 

3 

calculer  à une  unité  près,  en  moins,  l°la  somme  57—J—l^ 4529, 

3 ' 3 _ 

2°  le  radical  134.  En  effet , si  Ton  a V 57-4-1/ 4529  z=.a  +-a , 

3 

V/Î34  = i4-/S,  a et  étant  1 , on  aura 

3 3 

1/ 57+1/  4529-1/134  = a-5+a— /9. 
a — /?  sera  aussi  <^1 , et  a — b sera  la  valeur  cherchée , à une 
unité  près;  mais  ne  sachant  si  a — fi  est  positif,  on  ne  sait  pas 
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pas  non  plus  si  a — b est  approché  en  moins  ou  en  plus.  Nous  al- 
lons voir  comment  résoudre  celte  question. 

î 

Pour  calculer  l/ 57 -(-K  4529  à une  unité  près,  on  cherche 
chacun  de  ces  radicaux  à - près. 

•M 

Or(p.41),  57x4=228,  nombre  dont  la  racine  est  15  à 1 près, 

4529x8  = 36232,  dont  la  racine  cubique  est  33  à l 
près. 

Donc  l/ 57-)-  V' 4529  à 1 près  = -^-  + — = 24. 

.1 ' , 

Pour  1^134  à 1 près , il  vaut  5 , de  sorte  que  24 — 5 ou  19  est 
la  valeur  de  x à une  unité  près.  Pour  savoir  si  19  est  trop  grand 
ou  trop  petit,  on  calcule  une  décimale;  on  trouve 

1/574.1/4529  = 24,0+  etc.,  à — près;  ainsi  a <^0,1 


.1 

l/l34  = 5,l+ . . . . à id.  donc  (î  ^>0,1. 

» On  voit  donc  que  a — f i est  négatif,  de  sorte  que  19  est  ap- 
proché en  plus;  ainsi  #^>18  et  #<^19. 

Comme  on  pourra  toujours  déterminer  pour  chacune  des  er- 
reurs a et  (i  deux  limites , on  pourra  aussi  toujours  reconnaître 
si  a — (. i est  positif  ou  négatif;  seulement  il  peut  se  faire  que  les 
dixièmes  soient  exprimés  par  le  même  chiffre,  dans  quel  cas  il 
faut  aller  jusqu’aux  centièmes,  etc. 

Cet  inconvénient  n’existe  pas  dans  la  seconde  méthode,  qui 


consiste  à calculer  chacun  des  trois  radicaux  à - près,  mais  les 

u 


deux  premiers  en  moins  et  le  troisième  en  plus  ; si  les  valeurs 
approchées  de  ces  radicaux  sont  a,  b , c , les  erreurs  a,  fi,  — y, 
on  a x = a+5— c+a  + /3+y, 

«,+/9+y  sera  <^1,  et  «+5 — c sera  la  valeur  de  x,  à une 
unité  près. 

6 
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On  est  donc  certain  que  18  -/3  est  plus  petit  que  x , mais  que 

19-/,  est  plus  grand.  . 

Que  si  Ton  veut  reconnaître  si  x est  compris  entre  18  et  iy , il 

faut  aussi  recourir  aux  décimales. 

Même  marche  pour  tant  de  radicaux  qu’on  voudra,  combinés 
par  addition  et  soustraction,  pourvu  que  sous  chaque  radical  il 
y ait  un  nombre  commensurable. 

Cela  posé,  soient  a, , a, , a3  . . ; . a, , b, , b, . . . T ; c, , . . . . 

des  nombres  commensurables. 


m,  ni,  mi 

Posons  V' a,±Ÿa,-+-  • • • • a-Æ  — A 

",  _ 

Vbt±V  b^r —K‘ 


l^c,  ± — A" 

. etc.  elc* 

A A'.  A",  etc.,  étant  positifs,  on  saura  calculer  ces  quantités 
d’une  manière  aussi  approchée  qu’on  voudra.. 

Il  en  sera  de  même  de  toute  combinaison  telle  que 

n _ n' n" 

B=V/A±^/A;±V/Â77±,  etc. 

Car  soit  e le  nombre  de  ces  radicaux;  s’il  s’agit  d avoir  B à 
une  unité  près,  il  suffira  de  calculer  chacun  d’eux  à moins  de 

1 près , ce  qu’on  sait  faire. 

Donc  on  saura  aussi  évaluer  B à une  unité  près  ou  avec  tel 
de"ré  d’approximation  qu’on  voudra.  On  saura  aussi  évaluer, 
avec  un  degré  d’approximation  quelconque , la  somme  des  va- 
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leurs  addifives  et  soustractives  de  plusieurs  radicaux,  tels  que 
^B,  etc. 

4°  Soit  PQ  un  produit  de  deux  expressions  irrationnelles;  si 

l’on  veut  calculer  ce  produit  à moins  de  -,  soit  P=p+a  d 

d r > r 

étant  une  valeur  eommensurable  approchée,  de  même  Q=zq-\-^; 
on  a PQ— p?  zz(p+-v)(q  + fi^pq  — (p+à)  (j-j-qa, 
quantité  moindre  que  p^  + Qa 

Soient  p',  q‘  deux  valeurs  de  P,  Q,  approchées  en  plus;  on 
aura  à fortiori  P Q—pq  < p '(3-\-q'a. 

Ainsi , pour  que  le  produit  pq  approche  de  PQ,  comme  on 
le  demande , il  suffit  que 


condition  qu’on  peut  remplir  d’une  infinité  de  manières.  On 
peut,  par  exemple,  poser 

fV< \\ 

d'où  0<Wd  “ <ér 

Calculant  donc  P et  Q avec  l’approximation  mesurée  par  a 
pour  P et  par  /?  pour  Q,  on  aura  PQ  à moins  de  * 

S’il  s’agit  d’un  produit  de  trois  facteurs , PQR,  il  suffit  de  sa- 
voir calculer  P et  QR  par  approximation,  c’est-à-dire  qu’il  suffit 
de  savoir  calculer  P,  Q et  R,  et  ainsi  de  suite, 

Soit,  par  exemple. , à calculer  O/7+I/3)  (l/lT—p^)  à 
moins  de  0,1  près. 


On  a <^3;  donc p'=  5,  q1  — 3, 

d’ailleurs  - — — 

d 20 


d’où 


-1  1 
U 60  ’ 


6. 
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On  voit  qu’il  suffit  de  calculer^ 3 à — prèsetl/  11  — V' 2 
à près.  On  trouve 

•/ï+»/ï>™ “<Wo 


120 

380 


'/n~'/ï>Wo “< 


382 
200 
624  380 


Donc  (1/7+1^)  (l/Ti-l/2)..  = ^X^à0,1  près, 


ou 


120  200 
131  19  _ 2480 
~ "3Ô"XÏÔ—  300 


6°  Soit  — une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  des  expres- 
N 

sions  comme  A,  A' ...  B,  etc.  (Y.  3°). 

Chacun  des  termes  pouvant  être  évalué  par  approximation , il 
M 

en  sera  de  même  de  — . En  effet , soit  M— « une  valeur  de  M ap- 

M— « 

prochée  en  moins,  N +/?  une  valeur  de  N , en  plus  ; r sera 


N+/Î 


<^ , et  la  différence 


M M— a _ M/9-HNa  ^ Mft+Ncc  ni,  + a 

' N — N(N+0)  ^ N1  N’  N 

quantité  qûi  diminue  indéfiniment  avec  a et  (}. 

Y 

Si  on  veut  qu’elle  soit  moindre  qu’une  quantité  donnée  on 


M/9 , « / y 

posera 

Soit  a et  un  nombre  supérieur  à M,  b un  nombre  inférieur  à N, 


on  aura 


N’  N 


a - aft  a aft-hba 
_ < — — h - ou  — 

NT  \ A»  ” A A* 


et  si  l’on  rend  celte  dernière  quantité  ^ , la  première  sera  « 


fortiori  ^ 
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la  condition  ~~jÿl  “ <C  ^ ou  aft  + ba 


- peut  être  remplie  d’une  infinité  de  manières;  on  peut,  par  exem- 
ple rendre  chacune  des  quantités  a(i,  ba , moindre  que  la  moitié 

yb * 

de  -r- , etc. 
a 


Actuellement,  toutes  les  fois  que  l’on  combinera  par  addition, 
soustraction , multiplication  , division  , des  quantités  comme 
A , A',  etc. , B , etc. , le  résultat  se  réduit  à une  fraction  telle  que 

jjj.  Donc  la  prop.  49  est  démontrée. 


Remarque.  Parmi  les  expressions  fractionnaires,  il  y en  a dont 
le  dénominateur  peut  être  rendu  rationnel.  Telles  sont  les  sui- 
vantes : 

1®  —7= — ; on  multiplie  les  deux  termes  par  P7 b — P7 c;  or, 

y b- f-K  c 

(P7 b-\^/~c)  (P7  b — l/c)  = b — c (p.  1 1)  ; 

a (P7  b — V' c)  «P7  b — al/ c 

donc  la  fraction  devient ou  ; 

b — c b—c 


de  même 


a a (l/  b-\- P7  c)  aJ/Â-f-aP7  c 

Vb-V~c  ~ (P/5_P/c)  (P7 Â-f-l/c)  “ 


• d 

2°  — — — ; multipliez  les  deux  termes  par 

Vb^/c^yd 

p/54-P/c-P/d, 
le  dénominateur  devient 

\(y  b+y c)+y d\  \(y b+y e) d\  ou  (l  b-h^  c)2— ci  = 6— I— C — d+2^  bc; 

représentons  ce  dénominateur  par  e-f-2l/ bc  et  le  numérateur 
par  h;  la  fraction  devient 

h 

• e-|-2l/  bc 

elle  rentre  dans  le  premier  cas;  on  rendra  le  dénominateur  ration- 
nel en  multipliant  par  e — 2P7 bc. 
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3’  Vk^ùydjy~e  ' "“l,i(,liei"r 

Vb+i/c)  _ (i /^ye)  -, 

soit  p ce  qui  devient  Je  numérateur  ; le  dénominateur  devient 

(\Zd-+y/^) » = é+c-d-e+2»/é7-2l/*. 

Ainsi  la  fraction  prend  la  forme J= r==  et  rentre 

q+ÎVbc-'A'  de 

dans  le  second  cas. 

a n n _ 

4°  Posons  l7^ b—b‘ÿ c — c1.  Il  est  démontré  (p.22) 

Vb-V'c 

que  (b'—cf)  (b‘m-'  -4-6'D-*c'  + ...-hc",-,)=6'n— cm; 

Donc  si  l’on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
bm—  * -f-  b'n— le  dénominateur  se  changera  en 

n n 

b'" — cm  ou  en  b — c ; car  de  V b — b\V c — c‘ , on  déduit 
b = b'",  c = cm. 

Si  l’on  a - , 

n ■ n n _ 

\/ b°-'  4-  y' bu~'c + . . . -4-  P7 C"-1 

n n 

on  multiplie  les  deux  termes  par  I / b — l/c,  et  le  dénominateur 
devient  encore  rationnel , et  égal  à b — c. 

d 

5°  — Si  n est  pair,  on  multiplie  par  • 

l/ï  + l/c 

n n n 

y'  bn-'  — V b"-’,c+ . . . — V <*-' 

et  l’on  aura  pour  dénominateur  b — c. 

Si  n est  impair , on  multiplie  par 

n n ' n 

y'b^— v/bn-tc + . . . + VlF-' 

et  le  dénominateur  devient  è+c.  (p.  22). 

/ , 

PROPOSITION  t.  — THÉORÈME. 

Toute  racine  de  degré  impair , d’un  nombre  positif  ou  néga- 
tif , a une  valeur  de  même  signe  que  ce  nombre  ; toute  racine  de 
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degré  pair  d’un  nombre  positif  a deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  ; enfin  une  racine  de  degré  pair  d’un  nombre  ou  sym- 
bole négatif  n’est  calculable  ni  exactement  ni  par  approximation. 

l°Un  nombre  positif  élevé  à une  puissance  de  degré  impair 
donne  un  résultat  positif,  et  un  nombre  négatif  traité  de  même 
donne  un  résultat  négatif  : ainsi 

( — 3)3=  — 3 X — 3 X — 3 r=9  X — 3 — — 27 , et  en  général 
(_a)*”-*-'=(—  «)”x- a;  or (— a)3"  = ((— a)3)n  = (<z3)"  :=a3B  ; 
donc  ( — a)3”-*-'  =a’”X — a~  — a,n-H 
Donc  réciproquement 

an-H  21H-1  

V'  -f-  = -f-  a et  b7 — a3"-*-1  = — a. 

2°  Si  l’on  élèveau  carré  -\-a  ou  — a,  on  trouveégalement-j-a’, 
en  général 

(-4-a)’”=  ((-+-a)3)n  = (a3)"  = a3" 
et  (— a)3B=  ((— a)3)n  = (a3)n  = a3". 

an 

Donc  réciproquement  l/a3”  est  égal,  soit  à -\-a,  soit  à — a, 
puisque  chacune  de  ces  deux  valeurs , élevée  à la  puissance  2re 
reproduit  a3”. 

3“  Enfin  il  n’existe  aucun  nombre,  soit  positif,  soit  négatif, 
qui  élevé  à une  puissance  de  degré  pair,  reproduise  un  nombre 
négatif  : car  on  vient  de  voir  que  -f-a  ou  — a,  à la  puissance  2n, 
donnent  des  résultats  positifs.  Donc  si  l’on  considère  tous  les 
nombres  imaginables,  positifs  et  négatifs,  on  n’en  trouvera 
aucun  qui,  élevé  à une  puissance  2n , donne  un  nombre  négatif. 

4 20 

Ainsi  les  expressions  telles  quel/ — 4,  SF — 6,  —a3,  ne  sont 

calculables  ni  exactement  ni  par  approximation  : ces  sortes  de 
symboles  se  nomment  des  imaginaires  par  opposition  aux  ex- 
pressions calculables,  commensurablcs  ou  non,  qu’on  appelle 
des  quantités  réelles. 

Remarque.  Le  calcul  des  radicaux  n’a  été  établi  que  pour  le 
cas  où  les  quantités  placées  sous  le  signe  radical  sont  absolues; 
toutes  les  fois  qu’il  s’agit  d’indices  impairs,  on  peut  aussi  sup- 
poser que  ces  quantités  sont  négatives. 

De  plus  la  prop.  49  subsiste  également,  lorsqu’il  y a des  radi- 
caux d’indice  impair,  affectant  des  quantités  négatives. 
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PROPOSITION  LI.  — PROBLÈME. 

Extraire  la  racine  carrée  d’un  polynôme  et  reconnaître  s’il 
est  un  carré  parfait. 

Représentons  par  A-t-B-f-C-j-D-f- etc. , le  polynôme  or- 
donné suivant  les  puissances  décroissantes  d’une  lettre  x , soit 
a H-  b +<;-(-  d + etc. , sa  racine  carrée  inconnue , ordonnée  de 
même;  il  faudra  que  le  carré  de  cette  racine  soit  identique  avec 
le  polynôme  proposé.  Or,  dans  le  produit  de  deux  polynômes 
ordonnés , le  produit  des  premiers  termes  des  facteurs  forme  le 
premier  terme  du  produit  (p.  9)  : donc,  dans  le  produit  de 
a-t-ô-f-...  par  lui  même,  le  produit  de  a par  lui  même,  c’est- 
à-dire  a a est  le  premier  terme  A du  carré  : donc  on  trouvera  a 
en  extrayant  la  racine  carrée  de  A.  Actuellement  regardons  la 
racine  a-j-ô-j-c...  comme  composée  de  deux  parties,  la  pre- 
mière a , la  seconde  6-t-c  + etc.  : le  carré  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

[«-+-(ôH-c+d+. . .)]*  = aa-J-2a(6-t-c-|-</ . . .)-f-(M-c-|--d..  .)a  = 

A — f-  B — j—  C — {—  etc.  ; 

si  l’on  fait  abstraction  du  terme  a’  ou  A , le  reste  est 

2a(ô— c— {— d • • . ) “f- (Jb  f ~c~- \-d—\- ■ • . )a  — B — {—  C— f—  D , etc. 

Or , je  dis  que  le  premier  terme  de  ce  reste  ordonné  est  2 ab. 
Car  le  premier  terme  de  6-+-c-|-d+...  étant  b,  celui  de 
2a  (6-f-...)  est  2 ab  et  celui  de  (6— J— c— H • • •)’  est  ^*  > mais  a 
étant,  par  rapport  à x,  d’un  degré  supérieur  à b,  '2axb  sera 
aussi  d’un  degré  plus  élevé  que  bxb  ou  6a;  donc  2ai  est  le  pre- 
mier terme  du  reste  : ainsi  B,  premier  terme  du  reste  , est  égal  au 
double  produit  du  premier  terme  a de  la  racine  par  le  second 
b,  et  on  trouvera  b en  divisant  le  premier  terme  du  reste  par  2a. 

En  général  après  avoir  trouvé  à la  racine  un  certain  nombre 
de  termes,  on  fera  le  carré  de  la  racine  trouvée;  on  ôtera  du 
polynôme  donné  ce  carré,  et  on  divisera  le  premier  terme  du 
reste  par  2 a , double  du  premier  terme  de  la  racine  : le  quotient 
sera  un  nouveau  terme  de  la  racine. 

En  effet,  supposons  qu’on  ait  trouvé  à la  racine  la  partie 
a-f-ô-j-c-l-d-f- . . . , et  soit  , etc. , la  partie  inconnue  : re- 
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présentons  par  M la  première  partie,  par  N la  seconde,  le  po- 
lynôme proposé  sera  lui-même  représenté  par 
(M-f-N)1  ou  MH-2MN-|-N% 

et  si  l’on  en  retranche  M’,  il  reste  2MN-|-N\  Or,  les  premiers 
termes  de  M et  N étant  a et  a,  ceux  de  2MN  et  N’  sont  2 aa 
et  a’;  mais  a étant  de  degré  plus  élevé  que  a,  2 aa  sera  de  degré 
plus  élevé  que  a’;  donc  le  premier  terme  de  ce  reste  est  2 aa, 
et  si  on  le  divise  par  2 a , on  aura  a,  premier  terme  manquant. 
On  saura  donc  trouver  tous  les  termes  de  la  racine. 

EXEMPLE. 

9x< — 1 2x3y-f-28x,y1 — 16xy3-|-16y''  3x* — 2xy+4y’ 

— 9x^4-12x3y — 4x’y‘  6xa 

» -f-24xy* 

— 24x’y’-(-l  6 xy3 — 1 6y4 
» » » 

Le  polynôme  étant  ordonné  par  rapport  à x , on  prend  la 
racine  carrée  de  9x<  : c’est  3x%  pour  le  premier  terme  de  la  ra- 
cine; on  divise  le  second  terme  — 1 2x3y  du  polynôme,  par  6x% 
double  du  premier  terme  3x’  de  la  racine;  le  quotient  — 2xy  est 
le  second  terme  de  la  racine.  Faisant  le  carré  de  3x’— 2xy , et 
le  retranchant  du  polynôme  donné , on  a un  reste  dont  le  pre- 
mier terme  est  +24x'-'y1  qu’on  divise  encore  par  6x*  ; le  quo- 
tient -|-4y*  est  le  troisième  terme  de  la  racine.  Au  lieu  de  faire  le 
carré  de  toute  la  racine  on  remarquera  que  ce  carré  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(3x*  — 2xy)’-f-.2(3xa  — 2xy).  4y’4-(4ya)a 
or,  le  carré  de  3x’ — 2xy  ayant  déjà  été  soustrait , il  suffira  d’ôler 
du  reste  les  deux  autres  parties  2(3x* — 2xy)4ya-f-(4y’)*,  c’est-à- 
dire  le  double  produit  des  deux  premiers  termes  de  la  racine  par  le 
troisième,  et  le  carré  de  ce  troisième  terme.  Cette  soustraction 
donne  pour  reste  zéro.  Donc  le  polynôme  est  un  carré  parfait. 

Ainsi  pour  extraire  la  racine  carrée  d’un  polynôme,  ordonnez- 
le  par  rapport  à une  lettre  ; extrayez  la  racine  carrée  du  premier 
ternie , et  divisez  le  second  par  le  double  de  cette  racine , vous 
aurez  ainsi  les  deux  premiers  termes  de  la  racine.  Du  polynôme 
proposé  retranchez  le  carré  du  binôme  trouvé  à la  racine,  et 
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divisez  le  premier  terme  du  reste  par  le  double  du  premier  terme 
de  la  racine;  le  quotient  sera  le  troisième  terme  de  la  racine.  Du 
reste,  soustrayez  le  double  produit  des  deux  premiers  termes  par 
le  troisième  et  le  carré  du  troisième  ; divisez  le  premier  terme  du 
nouveau  reste  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine , ce  qui 
donnera  le  quatrième  terme  de  la  racine,  et  ainsi  de  suite 
jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à un  reste  nul,  ou  qu’on  puisse  affirmer 
que  le  polynôme  n’est  pas  un  carré  parfait,  ce  qui  se  reconnaît 
par  le  caractère  suivant. 

Toutes  les  fois  que,  les  exposants  de  la  lettre  d’ordre  allant  en 
décroissant,  il  se  présente  à la  racine  un  terme  où  l’exposant  de 
la  lettre  d’ordre  est  plus  petit  que  la  moitié  du  plus  petit  expo- 
sant de  cette  lettre  dans  le  polynôme  donné,  on  est  certain  que 
ce  polynôme  n’est  pas  un  carré;  car  s’il  était  un  carré,  la  règle 
précédente  devrait  donner  sa  racine  : or,  soit  Gxu  le  dernier 
terme  du  polynôme  donné;  le  dernier  terme  de  la  racine  devrait 

renfermer  x 5 , puisque  le  produit  des  derniers  termes  de  plu- 
sieurs facteurs  forme  le  dernier  terme  du  produit.  Mais  par  hy- 
pothèse on  a trouvé  à la  racine  un  terme  où  a:  a un  exposant 

moindre  que  et  si  l’opération  pouvait  se  terminer,  comme  la 


racine  est  ordonnée,  le  dernier  terme  renfermerait  à fortiori  x 
avec  un  exposant  moindre  que  -;  donc  elle  ne  se  terminera  pas 


cl  le  polynôme  n’est  pas  un  carré. 

Tout  ce  qui  a été  démontré  dans  celte  proposition  convient 
au  cas  où  les  coefficients  de  la  lettre  d’ordre  sont  eux-mêmes  des 
polynômes , les  exposants  de  cette  lettre  étant  d’ailleurs  entiers , 
fractionnaires,  positifs  ou  négatifs. 

Remarque.  Un  binôme  ne  saurait  être  un  carré;  car  le  carré 
d’un  monôme  est  un  monôme,  et  le  carré  d’un  binôme 


étant  A’^m+«ABxm+'H-B’.r’n , 

ne  saurait  avoir  moins  de  trois  termes,  vu  que  les  exposants 
2m,  m-f-n,  2n  sont  différents  si  m^>n,  comme  cela  est  entendu. 
Le  carré  d’un  polynôme  qui  a plus  de  deux  termes , contient  à 
fortiori  plus  de  deux  termes. 
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Exemple.  La  racine  carrée  de 

2a6-f-A*)+ar3(2a3— 263)-f-x,(3ni4-3a,A*+3i<)+ 
xf^a^-y-^a^b-y-Ha^b7 — 2 a’’ b3 — 2ab* — 2Ô‘) 

-j-a° — 2 a363-f-ô6 

est  x 7(a — ky^x(a,-\-ab-\-b')-\-ii? — 6’. 


proposition  lii.  — problème. 

Extraire  la  racine  m d’un  polynôme. 

Soit  A— +— B— |— C— f— . . . . le  polynôme  proposé  ordonné  suivant 
les  puissances  décroissantes  d’une  lettre  x;  <x-|-6-f-c-t-,  etc.,  la 
racine  cherchée,  ordonnée  de  même.  Il  faudra  que  (a-+-6-f-e+)ra 
soit  identique  avec  A+B-I-C+,  etc.  Or,  en  vertu  de  la  pro- 
position 9,  le  premier  terme  de  (aH-ô-j-c-j-....)™  sera  am  : donc 

rn 

am~ A — et  A.  Ainsi  le  premier  terme  de  la  racine  est  la 
racine  m du  premier  terme  du  polynôme.  Faisant  abstraction  de 
ce  terme  A,  on  a le  reste  B-f-C-(- ....;  et  je  dis  que  B,  premier 
terme  de  ce  reste  est  égal  à mam—'b.  En  effet,  on  a 

(o-j-i-HH--  • • •)"  = • ••)]”. 

et  d’après  la  formule  du  binôme 

=fl”+ma"-'(li+c+ . . .)  -+-  — m9T— - a’°-J(fc+c+ . . .)*+.. . . 

-+-P„a»— (6-HH )"+ h (ô-hc+....)m 

Si  de  ce  polynôme  on  retranche  am,  le  reste  exprime  B-f-C-)-...; 
or,  considérons  les  premiers  termes  des  différentes  parties  de 
ce  reste,  abstraction  de  leurs  coefficients  numériques  m,  etc.,  P„. 
La  quantité  6— |— c— f— . ...  étant  ordonnée  , les  premiers  termes  des 
différentes  puissances  de  cette  quantité,  sont  respectivement 
b , b7 b°  .....  bm ....;  ainsi  les  premiers  termes  des  diffé- 

rentes parties  du  reste  sont  am—b,  am—7b7,....am—nbn.... 

. Supposons  n 1 ; a"'— "b"  pourra  représenter  tous  ces  termes , 

excepté  am—'b;  mais  pour  montrer  que  am—'b  renferme  x à un 
degré  plus  élevé  que  <f"~ "b",  il  n’y  a qu’à  diviser  le  premier  par 
le  second , ce  qui  donne 

am-  'b  a"—' 

a'°— "6°  6”— ‘ 
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Ici,  a étant  de  degré  plus  élevé  que  b,  an—‘  sera  aussi  de  de- 
gré plus  élevé  que  6“— 1 ; donc  il  en  est  de  même  de  am—‘b  par 
rapport  à am~Dbu,  vu  que  cès  deux  dernières  quantités  résultent 
des  précédentes  moyennant  la  suppression  d’un  facteur  commun. 

Donc  mam—'b  est  le  premier  terme  du  reste;  ainsi 
divisant  donc  B par  le  facteur  mam-',  on  a le  facteur  b,  second 
terme  de  la  racine. 

Supposons  maintenant  qu’on  ait  trouvé  à la  racine  les  termes 

a-f-è-f-c et  qu’il  reste  à chercher  {- posons 

u->rb-\-c. ...  = R,  a+/9-h....  = S;  la  racine  sera  R-t-S,  et  le 
polynôme  donné  sera  (R-(-S)m  = 

= R"'-f-mRm— 'S-j- ....  H-  PnRm— ....+S'" 

Si  l’on  retranche  R”,  c’est-à-dire  la  puissance  m de  la  racine 
trouvée,  on  a pour  reste 


mRm-'S-(-. 

...+  P„  R'" 

-”S“+... 

.+s 

m 

Or  les  premiers  termes 

de  R"'— 1 ... 

. Rm-B... 

. S..., 

.S“... . S“ 

sont  respectivement 

am-‘ ... 

. 

» CC  • • • 

.a”....  a"’ 

Donc  ceux  de 

Rm  • • 

, . Rm-nS" 

, . . S” 

sont 

am—'a  . . 

. . a”— 

. . a"'. 

On  prouvera  comme 

ci  - dessus 

que  am— 1 

a est 

de  degré  plus 

élevé  que  am— "a"  ; donc  le  premier  terme  du  reste  est  mam—'a , 
et  pour  avoir  a,  il  suffira  de  diviser  ce  premier  terme  par  ma'"—  '. 
Donc  la  règle  à suivre  est  celle-ci  : 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme , on  extrait  la  racine  m du 
premier  terme , ce  qui  donnera  le  premier  terme  de  la  racine;  on 
divise  le  second  terme  du  polynôme  par  m fois  la  puissance  m — 1 
de  ce  premier  terme  de  la  racine,  le  quotient  sera  le  second  terme 
de  la  racine.  En  général  ayant  trouvé  un  certain  nombre  de  ter- 
mes à la  racine , on  élèvera  cette  partie  trouvée  à la  puissance 
m;  du  polynôme  proposé  on  retranchera  cette  puissance  m et  on 
divisera  le  premier  terme  du  reste  par  m fois  la  puissance  m — 1 
du  premier  terme  de  la  racine  : le  quotient  sera  un  nouveau 
terme  de.  la  racine. 

On  saura  d’ailleurs  que  le  polynôme  n’est  pas  une  puissance 
ni  parfaite,  si  l’on  trouve  à la  racine  un  terme  dans  lequel  l’ex- 
posant de  la  lettre  d’ordre  x est  moindre  que  la  me  partie  du 
plus  petit  exposant  de  cette  lettre  dans  le  polynôme  donné,  or- 


Digitized  by  Google 


LIVRE  PREMIER. 


95 

donné  par  rapport  aux  exposants  décroissants  de  x.  Car  soit 
JCr"  le  dernier  terme  de  oe  polynôme  supposé  une  puissance  m 
parfaite.  Ce  terme  doit  être  la  puissance  m du  dernier  terme  de 

la  racine:  donc  à la  racine,  — doit  être  le  plus  petit  exposant 

de  x.  Si  donc  l’opération  donne  un  exposant  moindre  que  — , 

ni 

c’est  que  le  polynôme  donné  n’est  pas  une  puissance  m parfaite. 
Exemple.  La  racine  cubique  de 

48ax5-+1'20a2x*-160a3i3-hl20a4x-— 48a5x-Mtafc|-2.E-— 4ar-+-2a2 
— 8x&-+-48aa:5— 96a2x*+64a3j;3  |t2x* 

-+-24a2:r4— 96a3x3-»- 

— 24a?x4-l-96a:îx3— 120a4x--i-48a5x— 8a6 

0. 

La  racine  du  premier  terme  8 a;1’  est  2 a:’  ; divisant  le  second 
terme  — 48 ax’ , par  m fois  la  puissance  m — 1,  c’est-à-dire  par 
trois  fois  la  puissance  2 du  terme  2x’,  ou  par  12a?4,  on  a — 4ax- 
pour  second  terme  de  la  racine.  On  forme  le  cube  de  la  racine 
trouvée  2a:’ — 4ax,  et  on  le  retranche  du  polynôme  proposé. 
Le  reste  est  +24a’a?4 — etc.;  on  divise  le  premier  terme  de  ce 
reste  encore  par  12a:4,  le  quotient  2a’  est  le  troisième  terme  de  la 
racine.  Actuellement  on  fait  le  cube  du  trinôme  trouvé  : ce 
cube  peut  être  écrit  ainsi 

[(2a:’ — 4aa:)-f-2a’]3  = 

(2a:’ — 4ax)3-j-3.(2a:’—  4aa?)’.2a’+3(2ar’ — 4ar).(2a,)’-|-(2a'')3. 

Or,  comme  on  a déjà  ôté  (2a;’ — 4aa:)3 , il  suffit  de  retrancher 
du  reste  encore  les  trois  autres  parties.  Cette  soustraction  don- 
nant elle-même  pour  reste  zéro , il  s’ensuit  que  la  racine  cubique 
est  exactement  2x’ — 4aa:-(-2a’. 


PROPOSITION  UII.  — THÉORÈME. 

Les  puissances  entières  positives  d’un  nombre  plus  grand 
que  l’unité  augmentent  avec  l’exposant  et  peuvent  devenir  aussi 
grandes  qu’on  veut  ; ses  racines  diminuent  si  l’indice  augmente 
et  peuvent  s’approcher  de  l’unité  d’aussi  près  qu’on  veut , sans 
pouvoir  devenir  égales  ni  inférieures  à 1. 
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Soit  a un  nombre  absolu  1;  posons  « = !•+•&,  6 étant 
positif. 

1°  On  aura  ( l -hh)“  = 1 +f»H-  • • • • -f-6m 

Or,  puisque  a 1 , on  a aXa>lXa  ou«’^>«,  n’X<C>ax« 
ou  a3  ^>«’,  etc.;  donc  les  puissances  de  a croissent  avec  l’ex- 
posant. Pour  reconnaître  que  am  peut  devenir  plus  grand  que 
toute  grandeur  donnée,  il  suffit  de  remarquer  que  am  renferme 
le  terme  mb  qui  peut  être  rendu  plus  grand  que  toute  grandeur 
donnée,  quelque  petit  que  soit  b:  car  il  est  proportionnel  & m, 
de  sorte  que  si  ni  augmente  indéfiniment , il  en  sera  de  même 
de  6m. 

in m 

2 •Va  sera  1 ; car  si  a était  égal  à l , a qui  est  sa  puis- 

m 

sance  m , serait  aussi  1 ; et  si  V' a était  égal  à une  quantité  a3  1, 

on  aurait  a”  a1,  a'3  a'1  < ' a',  etc.;  enfin,  alm  ou  a 1. 

m 

Donc  Va  1.  En  second  lieu , je  dis  que 

iu-f-i  m 

Va  Va.  . 

Car  en  réduisant  ces  deux  radicaux  au  même  indice,  on  a 


ce  qui  est  vrai , vu  que  an  a’M-1,  comme  on  l’a  prouvé  plus 
haut. 

Enfin  , soit  1+d  un  nombre  qui  diffère  très-peu  de  l’unité , d 
étant  positif  ; je  dis  qu’on  peut  prendre  m assez  grand  pour 
qu’on  ait 

m 

Va  l-+-d  ou  a 

Et,  en  effet,  on  vient  de  prouver  que,  quelque  petit  que  soit 
d,  ou  peut  prendre  ni  assez  grand  pour  que  (l+d)m  soit  plus 

m 

grand  que  toute  grandeur  donnée  a;  donc  Va  peut  devenir 
. 1-M,  quelque  grand  que  soit  a et  quelque  petit  que  soit  d. 
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PROPOSITION  UV.  — THEOREME. 

Les  puissances  d’un  nombre  absolu  1 diminuent  indéfini- 
ment , si  l’exposant  augmente  ; les  racines  d’un  nombre  1 
augmentent  avec  l’indice,  sans  pouvoir  devenir  ni  égales  ni  supé- 
• Heures  à 1. 

1 Soit  a un  nombre  1 , on  aura 

axa<^ixa  ou  a'<fa  , a'Xa^aXa  ou  a3<^a,  etc.; 

ainsi  les  puissances  diminuent  si  l’exposant  augmente. 

Soit  a — , b étant  positif  ; on  aura 

1 


“ (1+6)"’ 

or,  on  peut  prendre  in  assez  grand  pour  que  (1+6)™  soit  plus 
grand  que  tel  nombre  k qu’on  voudra  ; donc  ^ , ainsi  que 

, . 1 . .1 

«™,  sera  plus  petit  que  -,  quelque  petit  que  soit 

n K 


2 * /a  sera  <(1 , sans  quoi  a )™  serait  égal  ou  supérieur 

nH-1  m 

à 1.  D’ailleurs  I /^a  sera  )>  a , ce  qu’on  reconnaîtra  aisément. 

m 

Enfin,  pour  prouver  que  1 — V' a peut  être  rendu  aussi  petit 

1 1 

qu’on  veut , posons  encore  a — -j— y ; V a sera  = — . 

1/1+6 


Or,  on  a prouvé  que  V'  1+6  peut  différer  de  l’unité  d’aussi 


peu  qu’on  veut;l/ 1+6  peut  donc  être  représenté  par  1-4+  d étant 

m | (J 

aussi  petit  qu’on  veut,  et  1—  Va  sera  1—  yj-y , ou  -yy, 

in 

quantité  moindre  que  d;  donc  l — 1 / a peut  être  rendu  plus 
petit  que  toute  grandeur  donnée. 
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RÉSOLUTION  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS  — DES  DEUX 
PREMIERS  DEGRÉS. 

Définition  1.  Ainsi  qu’on  l’a  dit,  déf.  10, 1. 1,  l’ensemble  de 
deux  expressions  séparées  par  le  signe  = s’appelle  une  égalité; 
les  deux  expressions  elles-mêmes  se  nomment  les  deux  membres  de 
l’égalité. 

L’égalité  prend  le  nom  A’identité  si  les  deux  membres  ne  dif- 
fèrent que  par  la  forme,  de  telle  façon , qu’en  effectuant  les  opé- 
rations qui  sont  ou  peuvent  se  trouver  indiquées , on  obtient  de 
part  et  d’autre  le  même  résultat,  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  lettres  qui  entrent  dans  l’égalité.  Ainsi  4x3+7  = 11+8  est 
une  identité , parce  que  chacun  des  deux  membres  vaut  19  ; de 

même  x = \ x + ^ a?  est une  identité. 

4 4 

Une  égalité  qui  n’est  pas  identique , et  renferme  au  moins  une 
quantité  inconnue,  se  nomme  une  équation . 

On  classe  les  équations  1°  d’après  le  nombre  des  inconnues 
qu’elles  renferment,  en  équations  à une,  deux,  trois,  etc.,  in- 
connues ; 2“  d’après  le  degré  auquel  les  inconnues  sont  élevées; 
ainsi,  lorsque  aucune  inconnue  ne  se  trouve  à quelque  dénomi- 
nateur, que  toutes  les  opérations  indiquées  sont  effectuées,  on 
appelle  équations  du  premier  degré  celles  où  il  n’y  a aucun 
terme  qui  soit  d’un  degré  supérieur  au  premier,  par  rapport  aux 
inconnues;  ainsi  Bx-\-y — 2=0  est  du  premier  degré  ; l’équation 
xy-j-3y — x~0  n’est  pas  du  premier  degré  : car  le  terme  xy  est 
du  second  degré,  par  rapport  à x et/.  En  général,  une  équa- 
tion est  du  degré  n lorsqu’elle  renferme  des  termes  du  degré  n , 
par  rapport  aux  inconnues , c’est-à-dire  des  termes  dans  lesquels 
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la  somme  des  exposants  des  inconnues  est  n,  et  qu’elle  ne  con- 
tient aucun  terme  d’un  degré  supérieur  à n. 

Définition  2.  Résoudre  line  ou  plusieurs  équations,  c’est  cher- 
cher des  expressions , numériques  ou  algébriques , qui , substi- 
tuées à la  place  de  ces  inconnues,  rendent  les  équations  identi- 
ques. Ainsi , l’équation 

Sar+2  = 32' 

est  rendue  identique  par  la  valeur  x=.R-,  car  elle  devient 
’ 5x6+2  = 32  ou  32  = 32. 

Remarque.  On  distingue  une  classe  particulière  d’équations 
du  premier  degré  qui  sont  assujetties  à des  règles  de  transfor- 
mation et  de  résolution  fort  simples,  et  sont  en  même  temps  très- 
importantes  par  leurs  applications.  Ces  équations  se  nomment 
des  proportions. 

Définition  3.  Le  rapport  arithmétique  de  deux  quantités  con- 
siste dans  la  différence  de  ces  deux  quantités.  Ainsi  a — b est  le 
rapport  arithmétique  de  a et  b.  On  indique  aussi  ce  rapport  par 
la  notation  a . b.  Le  premier  terme  a,  se  nomme  antécédent , le 
deuxième,  b , est  appelé  conséquent. 

Il  est  évident  que  la  valeur  du  rapport  ne  change  pas  si  l’on 
ajoute  à chaque  terme  une  même  quantité  positive  ou  négative. 
Car  le  rapport  de  «+d  à b-\-d  est  a — b , comme  celui  de  a à b. 

Définition  4.  On  nomme  proportion  arithmétique  ou  èquidiffé- 
rence  l’égalité  de  deux  rapports  arithmétiques.  Si  les  deux  diffé- 
rences a — b , a‘ — b ' sont  égales,  on  aura  l’équidifférence 
a — b — a‘ — b‘,  qu’on  écrit  aussi  sous  la  forme  a . b : a' . b', 
a est  le  premier  antécédent,  b le  premier  conséquent,  a‘  le  se- 
cond antécédent,  b ‘ le  second  conséquent;  a et  b'  se  nomment 
aussi  les  extrêmes,  6 et  a'  les  moyens. 

Si  les  moyens  sont  égaux,  la  proportion  est  dite  continue. 


PROPOSITION  I.  — THÉORÈME. 

Dans  toute  équidifférence , la  somme  des  extrêmes  est  égale  à 
la  somme  des  moyens. 

Soit  a-+-d  le  premier  terme,  a le  second,  b-\-d  le  troisième, 
b le  quatrième,  on  a 
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a-\-d  . a : 6+d  : b. 

La  somme  des  extrêmes  est  a-\-d-{~b,  celledes  moyens  a-\-b-\-d, 
donc,  etc. 

Remarque.  Si  l’on  considère  deux  rapports  arithmétiques  iné- 
gaux a-\-d . a et  b-\-d'  . b , la  somme  des  extrêmes  a-\-d-\-b 
n’est  pas  égale  à celle  des  moyens  a-\-b-\-d'. 

Corollaire.  Connaissant -trois  termes  d’une  équidifférence,  on 
saura  trouver  le  quatrième.  Car  si  le  terme  inconnu  est  un  ex- 
trême, on  n’aura  qu’à  faire  la  somme  des  moyens  et  en  retran- 
cher l’extrême  connu;  si  le  terme  inconnu  est  un  moyen,  de  la 
somme  des  extrêmes  on  retranchera  le  moyen  connu  ; le  reste 
sera  le  terme  inconnu. 

Dans  une  équidifférence  continue,  la  somme  des  extrêmes  est 
égale  au  double  du  moyen;  donc  le  moyen  est  égal  à la  demi- 
somme  des  extrêmes. 

Définition  5.  Le  rapport  géométrique , ou  simplement  le  rap- 
port , de  deux  nombres  abstraits , est  le  quotient  de  l’un  par 

l’autre.  Le  rapport  de  a à b est  ^ ou  a : b;  a est  l’ antécédent , b 

est  le  conséquent.  — Le  rapport  de  deux  nombres  concrets  est 
un  nombre  abstrait,  tel  que  le  produit  du  second  nombre  con- 
cret, par  ce  rapport,  est  égal  au  premier  nombre  concret:  c’est 
donc  encore  le  quotient  du  premier  par  le  second. 

On  peut  multiplier  ou  diviser  les  deux  termes  d’un  rapport 
par  un  même  nombre  (1.  1 , p.  13). 

Définition  6.  L’égalité  de  deux  rapports  forme  une  proportion 
géométrique , ou  simplement  proportion.  Si  les  deux  rapports 

a a‘  , , 

- , -p  sont  égaux , on  aura  la  proportion 

a a’  . 

-7—  r-  ou  a:  b ::  a‘  : b‘. 
b b1 

■ Les  termes  portent  les  mêmes  noms  que  dans  l’équidifférence. 


PROPOSITION  II.  — THÉORÈME. 

Dans  toute  proportion,  le  produit  des  extrêmes  est  égal  à celui 
des  moyens, 
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Soit  q la  valeur  du  premier  rapport  qui  pourra  être  représenté 
par  aq  : a ; puisque  le  second  rapport  est  égal  au  premier,  on 
peut  l’écrire  ainsi  bq  : b , et  la  proportion  sera 
aq  : a ::  bq  : b. 

Le  produit  des  extrêmes  est  baq , et  celui  des  moyens  abq  ; 
donc  ces  produits  sont  égaux. 

Remarque.  Soient  deux  rapports  inégaux  écrits  à la  suite  l’un 
l’autre,  aq  : a , bq ' : b ; le  produit  des  extrêmes  abq  n’est  pas 
égal  à celui  des  moyens  abq'. 

Donc  une  proportion  est  exacte  toutes  les  fois  que  le  produit 
îles  extrêmes  est  égal  à celui  des  moyens. 

D’après  cela,  la  proportion  aq  : a ::  bq  : b peut  s’écrire  de 
sept  autres  manières. 

On  peut  permuter  les  moyens,  permuter  les  extrêmes,  permu- 
ter encore  les  moyens;  mettre  les  moyens  à la  place  des  extrêmes, 
et  réciproquement,  puis  faire  encore  les  mêmes  permutations. 
On  a ainsi  les  huit  formes 

aq  : a : : bq.:  b ; aq  : bq  : : a : b ; 

b : bq  ::  a : aq  ; b : a : : bq  : aq  ; 

a : aq  : : b : bq  ; a : b : : aq  : bq  ; 

bq  : aq  : : b : a ; bq  : b : : aq  : a. 

Corollaire  1.  Si  dans  une  proportion  il  y a un  extrême  qui  est 
inconnu  , on  le  trouvera  en  divisant  le  produit  des  moyens  par 
l’extrême  connu.  De  même  un  moyen  est  égal  au  produit  des  ex- 
trêmes divisé  par  l’autre  moyen. 

Car  si  les  deux  moyens  sont  égaux , cas  où  la  proportion  est 
dite  continue,  le  produit  des  extrêmes  est  égal  au  carré  du  moyen, 
et  réciproquement,  le  moyen  est  égal  à la  racine  carrée  du  pro- 
duit des  extrêmes. 

Corollaire  2.  Puisqu’une  proportion  est  exacte  si  le  produit 
des  extrêmes  est  égal  à celui  des  moyens,  on  pourra  , dans  toute 
proportion  : 1°  multiplier  ou  diviser  un  moyen  et  un  extrême  par 
un  même  nombre;  2°  multiplier  un  extrême  et  diviser  l’autre  par 
un  même  nombre;  3°  multiplier  un  moyen  et  diviser  l’autre  par 
un  même  nombre.  Car  aucune  de  ces  opérations  ne  troublera 
l’égalité  entre  le  produit  des  extrêmes  et  celui  des  moyens. 
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PROPOSITION  III.  — THÉORÈME. 

Si  dans  deux  proportions  il  y a un  rapport  commun , ou  si 
deux  termes  de  rang  impair  ou  de  rang  pair  sont  communs , les 
ternies  non  communs  formeront  une  proportion. 

1°  Soient  les  proportions  a : b ::  c : d 
a : b ::  c‘  : d‘ 

qui  ont  le  rapport  a:  b commun;  il  s’ensuit  que,  chacun  des 
deux  rapports  c : d , c1  : d1  étant  égal  à ce  rapport  a : b,  ces 
deux  rapports  sont  égaux  entre  eux , et  l’on  a 
c : d ::  c‘  : d'. 

2°  Supposons  que  deux  proportions  aient  les  mêmes  antécé- 
dents : a : b ::  c : d et  a:b'::c:d‘ 

permutant  a : c : : b : d et  a : c ::  b‘  : d' 

et  d’après  le  cas  précédent,  b : d ::  b'  : d‘  ; 
donc  les  conséquents  sont  proportionnels. 

3°  Si  les  conséquents  sont  communs  ,'ou  si  les  antécédents  de 
l’une  des  proportions  sont  les  conséquents  de  l’autre,  on  rai- 
sonne de  même. 


PROPOSITION  IV.  — THÉORÈME. 

Vans  toute  proportion  aq  : a : : bq  : b , on  a 

maq-y-m'bq  : naq~\-n‘bq  ::  ma-\~m‘b  : na-i-n'b. 

‘ Car  cette  proportion  revient  à 

q(ma-\-m'b)  : ma-\-m‘b  ::  q(na-yn'b')  ; na+n'b 

et  sous  cette  forme  elle  est  évidente,  puisque  chaque  rapport  est 
égal  à q. 

Corollaire  1.  Supposons  m = n = l,  m'=±l,  et  n'=o, 
on  a aq±bq  : aq  ::  a±b  : a ou  aq±  bq  : «±&  ::  aq  : a , 
c’est-à-dire  que  dans  toute  proportion  la  somme  ou  la  différence 
des  antécédents  est  à la  somme  ou  à la  différence  des  consé- 
quents, comme  un  antécédent  est  à son  conséquent. 

Corollaire  2.  Faisons  m—m'—n—  1 , n‘=.  — 1;  il  vient 
aq-+-bq  : aq — bq  ::  a-\-b  : a — b. 
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Ainsi  la  somme  des  antécédents  est  à leur  différence,  comme 
la  somme  des  conséquents  est  à leur  différence. 

Corollaire  3.  Comme  rien  n’empêche  de  permuter  d’abord  les 
moyens  dans  la  proportion  primitive,  on  peut  conclure  aussi  : 

•1°  Que  la  somme  ou  la  différence  des  deux  premiers  termes 
est  à la  somme  ou  à la  différence  des  deux  derniers , comme  le 
premier  est  au  troisième , ou  comme  le  second  est  au  quatrième  ; 

2°  Que  la  somme  des  deux  premiers  est  à leur  différence , 
comme  la  somme  des  deux  derniers  est  à leur  différence. 

Remarque.  Dans  toute  série  de  rapports  égaux , la  somme  des 
antécédents  est  à la  somme  des  conséquents , comme  un  antécé- 
dent est  à son  conséquent. 

Car  soit  q la  valeur  commune  de  ces  rapports;  la  série  des 
rapports  pourra  s’écrire  ainsi  : 

aq  : a : : bq  : b ::  cq  : c ::  dq  : d 

Faisant  la  somme  des  antécédents  et  celle  des  conséquents, 
on  a,  d’une  part, 

(a-+-b-\-c-\-d- 1-,  etc.) q , de  l’autre  a-\-b-\-c-\-d-\- , etc., 
quantités  dont  le  rapport  est  encore  q ; donc 
(a-\-b-\-c-\-d-+-...)q  :a+&-HH-d-|-...  ::  aq:a  ou  ::  bq:  b ::  etc. 


PROPOSITION  V.  — THÉORÈME. 

Si  l’on  multiplie  terme  à terme  tant  de  proportions  qu’on  vou- 
dra , les  produits  seront  en  proportion. 

Soient  les  proportions 

aq  : a ::  bq  : b 
a'q‘  : a‘  ::  b'q'  : b‘ 
a“q“  : a“  ::  b"q‘\:  6" 
etc. 

Multipliant,  on  a aa'a"...qqlq“:aa'a"...::bb‘b“...qq'q"...:bb‘b". 

Ces  deux  rapports  étant  égaux,  chacun  à qq'q" ....,  sont 
égaux  entre  eux,  et  la  proportion  est  exacte. 

Remarque.  Si  l’on  a aq  : « ; : bq  : b, 
on  aura  évidemment  a°q n : «n  : : b"q “ : 6”  ; 

car  chacun  des  deux  rapports  est  égal  à qn. 
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n non 

On  aura  de  même  V' a.  q •.V' a \ :\/ bq  : b. 

Ainsi  on  peut  élever  à une  même  puissance  les  termes  d’une 
proportion , ou  en  extraire  des  racines  de  même  indice. 


PROPOSITION  VI.  — PROBLÈME. 

Etablir  des  caractères , d’après  lesquels  on  puisse  affirmer 
qu’une  question  de  nombres  se  résout  immédiatement  par  une 
proportion  entre  les  données. 

Si  la  question  ne  comporte  qu’une  inconnue,  il  faut  qu’elle 
contienne,  explicitement  ou  implicitement,  au  moins  trois  quan- 
tités connues,  puisqu’une  proportion  a quatre  termes.  Supposons 
d’abord  que  la  question  ne  roule  en  effet  que  sur  trois  quantités 
connues.  Il  faut  que  ces  trois  quantités,  avec  l’inconnue, puissent 
déterminer  deux  rapports;  or,  pour  un  rapport  il  faut  deux  quan- 
tités de  même  espèce  (déf.  6);  donc  il  faut  que  l’une  des  quan- 
tités connues  soit  de  même  espèce  que  l’inconnue,  et  que  les 
deux  autres  quantités  connues , comparées  l’une  à l’autre , soient 
de  même  espèce.  Cela  ne  suffît  pas  : car  il  faut  de  plus  que  ces 
deux  rapports  soient  égaux.  Or,  soient  a,  b les  deux  quantités 
connues  de  même  espèce,  c la  troisième  quantité  connue,  x l’in- 
connue. La  question  même  doit  nécessairement  établir  une  cer- 
taine dépendance  entre  a et  l’une  des  quantités  c et  x ; supposons 
que  ce  soit  entre  a et  c;  puisque  b est  de  même  nature  que  a , 
et  x de  même  nature  que  c;  la  même  dépendance  existera  entre 
b et  x.  De  plus,  celte  dépendance  doit  être  telle,  que  si,  sans 
rien  changer  d’ailleurs  à l’étal  de  la  question,  on  suppose  que 
a se  change  en  2 a , 3 a,  etc.,  ma , c devra  se  changer,  soit  en 

2c,  3 c ...me,  soit  en  ^c,  -ic...—  c.  Car  s’il  y a égalité  entre  les 
2 6 m 

rapports , la  proportion  entre  a , b , c,  x est 

ou  a : b : : c : x ou  a : b : : x : c ; 
et  a se  changeant  en  ma,  c se  changera  en  me  dans  le  pre- 

Q 

miercas,  et  en  — dans  le  second,  supposé  que  6 et  x ne  changent 
pas.  De  même  pour  b et  x , si  a et  c ne  changent  pas.  Il  est  donc 


Digitized  by  Google 


LIVRE  II. 


io3 


prouvé  que  ces  conditions  sont  nécessaires  pour  que  la  question 
dépende  d’une  proportion.  Je  dis  qu’elles  sont  suffisantes;  car 
supposons  que  a se  changeant  en  ma , c se  change  en  me  ; repré- 


a 

sentons  par  k le  rapport  -,  de  sorte  que 


son  entre  b et  x est  la  même  qu’entre  a etc,  si  q se  change  en 
kb  qui  =a,  x se  changera  en  kx  qui  par  suite  =e.  Donc 


c—kx  = ou  bien  - = , c’cst-à-dire  a : 6 : : c : x. 
b b x 


Q 

Même  résultat  si,  a se  changeant  en  am , c devient  — . 

m 

Les  questions  qui  se  rapportent  à ce  cas  se  nomment  règles 
de  trois  simples. 

Si  la  question  contient  plus  de  trois  quantités  connues, 
elle  pourra  se  ramener  à une  proportion,  s’il  y a une  quantité 
connue  de  même  espèce  que  l’inconnue,  si  de  plus  les  autres 
quantités  connues  sont  2 à 2 de  même  espèce,  et  si  enfin  la 
question  se  réduit  à une  règle  de  trois  simple,  toutes  les  fois 
qu’on  fera  abstraction  de  toutes  les  données  excepté  trois,  savoir 
celle  qui  est  de  même  nature  que  l’inconnue , et  deux  données 
quelconques  de  même  espèce.  Car  soit  m la  quantité  connue  de 
même  espèce  que  l’inconnue  x ; soient  a,  a',  b,  b\  c,  c\ d,  d', . . . 
les  autres  quantités  connues,  celles  qui  sont  désignées  par  la 
même  lettre  étant  de  même  espèce. 

Par  hypothèse  a,  a m,  conservés  seulsdans  l’énoncé  forment  . 
une  règle  de  trois;  soit  ar,  l’inconnue  de  cette  règle,  de  sorte 
que  x,  soit  la  valeur  que  prend  x , si  l’on  suppose  b‘=b,  c‘=c, 
d‘—d,  etc.  ; et  supposons  que  la  proportion  correspondante  soit 

a : a'  ::  m : x,; 

x,  sera  connu.  Puisque  b,  b1,  m déterminent  une  règle  de  trois 
simple,  x , étant  de  même  espèce  que  m,  il  s’ensuit  que  b , b1, 
et  a;,  en  déterminent  une , dont  l’inconnue  sera  nommée®,;*, 
sera  la  valeur  que  prend  x , si  l’on  suppose  seulement  c‘—c, 
d‘—d,  etc.;  soit  la  proportion 

b'  : b : : x,  : x,. 

De  même  c,  c'rx%  déterminent  une  règle  de  trois  dont  l’in- 
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connue  x3  est  la  valeur  que  prend  x,  si  l’on  suppose  seulement 
d'—d,  etc. , et  soit 

c : c‘  ::  x,  : x3 

Supposons,  pour  abréger,  que  d,  d‘  soit  le  dernier  couple 
de  quantités  connues , d,  d‘  et  x3  déterminent  une  règle  de  trois 
* simple,  dont  l’inconnue  est  évidemment  la  valeur  de  x ; soit  la 
proportion 

d : d' ::  x3  : X. 

Multipliant  toutes  ees  proportions  par  ordre,  on  a 
ab'cd  : a'bc'd'  ::  mx,x,x3  : x,x,x3x; 
et  supprimant  les  lacleurs  communs  aux  deux  derniers  termes, 
on  obtient 

ab'cd  : a'bc'd'  ::  m : x. 

Donc  x est  donné  par  une  proportion.  — Ce  cas  est  celui  de 
la  règle  de  trois  composée. 

Que  si  la  question  comporte  plusieurs  inconnues , elle  ne  peut 
être  résolue  par  une  proportion  seule;  dans  ce  cas  il  n’y  a qu’à 
examiner  si  chacune  de  ces  inconnues  peut  être  donnée  par  une 
proportion,  ou  bien  si  elles  dépendent  l’une  de  l’autre  assez  sim- 
plement, pour  que  quelques-unes  d’entre  elles,  fournies  par  des 
proportions,  fassent  immédiatement  connaitre  les  autres. 

Corollaire. 

1°  Règle  de  trois  simple. 

Huit  ouvriers  ont  fait  un  ouvrage  en  36  jours,  combien  faut- 
il  d’ouvriers  pour  le  faire  en  32  jours P 

Il  y a un  nombre  connu  — huit  ouvriers  — de  même  espèce 
que  l’inconnue  x;  il  y a en  outre  deux  nombres  connus  de  même 
espèce , 36  jours  et  32  jours.  Les  8 ouvriers  et  les  36  jours 
sont  liés  par  les  mêmes  conditions  que  les  x ouvriers  et  les 
32  jours  : cette  liaison  consiste  en  ce  qu’un  ouvrier  est  sup- 
posé faire  toujours  le  même  ouvrage  dans  un  jour.  Donc  si , au 
lieu  de  huit  ouvriers  on  en  prend  8xm  pour  faire  le  même 

3G 

ouvrage,  il  ne  faudra  au  lieu  de  36  jours  que  — . C’est  donc  une 
règle  de  trois  simple. 

Pour  la  mettre  en  proportion,  on  peut,  pour  former  le  pre- 
mier rapport,  prendre  les  deux  quantités  connues  de  même  cs- 
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pècc,  36:  32;  ensuilc,  remarquant  que  pour  faire  un  ouvrage 
en  32  jours , il  faut  plus  d’ouvriers  que  pour  le  faire  en  36 , un 
conclura  que  x doit  être  ^>8;  or,  dans  le  premier  rapport  l’an- 
técédent surpasse  le  conséquent;  donc  x doit  être  antécédent. 
Ainsi  36  : 32  ::  x : 8 d’où 

2°  Règle  de  trois  composée. 

17  ouvriers  capables  défaire  chacun  3 mètres  cubes  d’ouvrage 
dans  un  certain  terrain , en  une  heure , ont  fait  en  24  jours , à • 
9 heures  par  jour,  un  canal  long  de  612m,  large  de  6"',  profond 
de  4"*  ; combien  faut-il  d’ouvriers  pour  faire  un  canal  long  de 
1 300’”,  large  de  8'”,  profond  de  3m,  pendant  26  jours , à 7 heures 
par  jour,  ces  ouvriers  faisant  chacun  2 mètres  cubes  dans  les  cir- 
constances où  chacun  des  premiers  en  fait  3 ; de  plus , le  même 
travail  qui , dans  le  premier  terrain  , produit  7 mètres  cubes , 
n’en  produit  que  5 dans  le  second? 

Outre  les  17  ouvriers,  quantité  de  même  espèce  que  l’incon- 
nue x , on  trouve  que  les  autres  quantités  sont  deux  à deux  de 
même  espèce,  ont  deux  à deux  des  significations  analogues. 

Faisant  ensuite  abstraction  de  toutes  les  données,  excepté  les 
17  ouvriers,  et  deux  données  quelconques  de  même  espèce,  on 
obtient  une  règle  de  trois  simple.  Par  exemple,  si  l’on  ne  con- 
serve que  les  17  ouvriers,  les  7 mètres  cubes  et  les  5,  on  a l’é- 
noncé suivant  : 17  ouvriers  ont  fait  un  ouvrage  dans  un  terrain 
où  un  certain  travail  produit  7 mètres  cubes , combien  faut-il  ' 
d’ouvriers  pour  faire  un  ouvrage  de  même  volume  dans  un  ter- 
rain où  le  même  travail  produit  5 mètres  cubes?  11  est  clair  que 

si,  au  lieu  de  17  ouvriers,  on  en  employait  2.17,  3.17 m.17 

pour  un  ouvrage  de  même  volume,  dans  le  même  temps,  c’est 
que  le  travail  est  plus  difficile,  et  qu’au  lieu  de  produire 7 mètres 

11  1 

cubes,  les  mêmes  efforts  n’en  produisent  que  - 7 , —.7 7. 

1 2 3 m 

Même  raisonnement  pour  les  données  accouplées  2 à 2. 

Première  méthode  de  résolution.  Elle  consiste  à décompôser 
en  effet  la  question  en  règles  de  trois  simples,  comme  à la  dé- 
monstration ci-dessus.  On  ne  s’y  arrêtera  pas. 

Deuxième  méthode.  Celle-ci  consiste  à réduire  à l’unité  toutes 
les  données,  excepté  la  quantité  de  même  nature  que  l’inconnue, 
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et  deux  autres  données  de  même  nature,  ce  qui  ramènera  la 
question  à une  règle  de  trois  simple  : pour  ces  deux  dernières 
données  nous  choisirons  les  longueurs  des  canaux. 

Celte  réduction  peut  d’ailleurs  se  faire  de  plusieurs  manières; 
en  voici  une  : 

17  ouvriers  capables  de  faire  3 m.3  dans  un  terrain,  font  au- 
tant d’ouvrage  que  17x3  ouvriers  capables  de  lm3;  chaque  ou- 
vrier travaillant  24  jours  à 9 heures  par  jour,  ou  bien  24x9  heu- 
res, équivaut  à 24x9  ouvriers  travaillant  une  heure;  donc  les 
17x3  ouvriers  équivalent  à 17x3x24x9  ouvriers  travaillant  une 
heure. 

De  meme  les  x ouvriers  équivalent  à #x2x26x7  ouvriers,  à 
une  heure. 

Quant  à l’ouvrage  fait,  un  canal  de  612'"  de  long  sur  6 de 
large  et  4 de  profondeur  équivaut  à un  autre  de  612x6x4m  de 
long  sur  lm  de  large  et  1”  de  profondeur.  Il  a élé  fait  dans  un 
terrain  ou  7U'3  exigent  une  certaine  dépense  de  force  ; si  lm3  cube 

• . , . , . „ . 612x6x4  j 

exigeait  la  meme  dépense,  on  n aurait  fait  que de  lon- 


gueur. 

' . 1300x8x3 

De  meme  le  second  canal  équivaut  a . 

....  „ 612x6x4  1300x8x3 

Ainsi  les  effets  sqnt  et r . 

7 0 

Les  causes  correspondantes  sont  17x3x24x9  ouvriers  et 
ax2x26x7  ouvriers;  donc 


612x6x4  1300x8x3 


ou 


17x3x24x9  : xx2x26x7 
17x3x24x9 


x — 


2x26x7 
1300x8x3x17x3x24x9x7 
5x2x26x7x612x6x4 


d’où 


Supprimant  les  facteurs  communs,  on  trouve  x = 90. 
Troisième  méthode.  Elle  consiste  à réduire  à l’unité  toutes  les 
données , excepté  celle  qui  est  de  même  espèce  que  l’inconnue. 
Ainsi  : 
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Pour  faire  un  canal  long  de  612,  large  de  6, 
profond  de  4,  en  24  j. , à 9 h.  parj.,  dans 
un  terrain  où  7"’  exigent  un  certain  travail, 
avec  des  ouvriers  capables  de  3”13  en  une 

heure,  il  faut 

Pour  faire  cet  ouvrage  en  1 jour  au  lieu  de  24, 
il  faut  24  fois  plus  d’ouvriers , ce  qui  con- 
duit à multiplier  par  le 

Pour  le  faire  en  26  jours  au  lieu  de  1 , il  faut 
26  fois  moins  d’ouvriers  : on  divisera  par  le 


17 


Multiplicateur 

24 


Diviseur 

26 


Pour  le  faire  à 1 h.  par  jour  au  lieu  de  9 ... , 

on  multiplie  par , 

Pour  le  faire  à 7 h.  au  lieu  de  1 , divisez 

par  . . . 

Avec  des  ouvriers  capables  de  lm3  au  lieu  de  3, 

il  en  faut  3 fois  autant 

Avec  des  ouvriers  capables  de  2m  au  lieu  de  1 , 

divisez  par 

Dans  un  terrain  où  un  travail  produit  1“3  au 
lieu  de  7,  il  faut  7 fois  plus  d’ouvriers 
Dans  un  terrain  où  un  travail  produit  5 au  lieu 

de  1 , divisez  par 

Pour  lm  de  long  au  lieu  de  612, ....  612  fois 

moins  d’ouvriers 

Pour  1300  de  long  au  lieu  de  1 "•,....  1300  fois 

plus  d’ouvriers 

Pour  lm  de  large  au  lieu  de  6,....  6 fois  moins 

d’ouvriers . . . . 

Pour  8,n  de  large  au  lieu  de  1,...  8 fois  plus 

d’ouvriers 

Pour  lm  de  profondeur  au  lieu  de  4,...  4 fois 

moins  d’ouvriers 

Pour  3m  de  profondeur  au  lieu  de  1 ,...  3 fois 
plus  d’ouvriers 


9 


3 


7 


1300 


8 


3 


7 


2 


6 


612 


6 


On  fera  donc  le  produit  des  nombres  de  la  première  colonne , 
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et  on  divisera  par  ceux  de  la  seconde  ; de  là 

. 17x24x9x3x7x1300x8x3 


x = 


comme  ci-dessus. 


26x7x2x5x612x6x4 
Celte  méthode,  moins  simple  lorsque  les  données  renferment 


des  fractions,  peut  s’abréger  : on  peut  être  certain  que  si  une 
des  données  est  multiplicateur,  sa  correspondante  de  même  es- 
pèce sera  diviseur,  et  réciproquement. 

3°  Règle  d’intérêt  simple. 

Que  rapporte  le  capital  C à p pour  cent  par  an? 

L’énoncé  renferme  les  deux  capitaux  100  et  C,  et  les  deux  in- 
térêts p et  x ; p dépend  de  100,  comme  x de  C : si  lecapital  100 
devient  100/n,  son  intérêt  p devient  mp.  Donc  la  question  sera 
résolue  par  la  proportion 


100  : C ::  p : x d’où  x — 


100 


8 14 


Reste  à multiplier  ce  nombre  par  4 + — = — , et  l’on  a 
i =2 197  r,  02. 


Deuxième  problème.  Quel  est  le  capital  qui,  en  2 ans  6 mois , 
rapporte  1729f,06  à 8 pour  100? 

On  cherche  l’intérêt  d’un  an  , en  divisant  1729f,06  par 

6 5 

.2  + — ou  le  quotient  est  69lr,624;  le  capital  se  trouve  par 


12  ” 2’ 
la  proportion 

8 : 691  f, 624  ::  100  : = 8645^,30. 

Troisième  problème.  Un  capital  de  1 7290  f, 60  a rapporté 
5187  f,18  en  7 ans  6 mois;  quel  est  le  taux? 


H 


Au  lieu  de  demander  l’intérêt  de  C pour  un  an,  on  peut  le 
demander  pour  un  temps  quelconque  t ; dès  lors  c’est  une  règle 
de  trois  composée;  du  reste,  la  valeur  de  l’inconnue  sera  dans  ce 
ptC 

cas  que  nous  représenterons  par  /. 

Premier  problème.  Quel  est  l’intérêt  de  7 846 50  à 6 pour  100, 
pendant  4 ans  8 mois  ? 

On  peut  chercher  l’intérêt  d’un  an , 

100  : 7846f,50  ::  6 : * = 470f,79. 
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On  cherche  l'intérêt  d’un  an,  en  divisant  5187 f, 18  par 
6 15 

7+-- = - ; le  quotient  est  69 K, 624;  le  taux  sera  fourni  par  la 

x A A 

proportion 

17290,60  : 100  ::  691,624  : x=4. 

Quatrième  problème.  Une  somme  de  5492f,45  placée  à 6 pour 
100  , a rapporté  453  f, 127  ; durant  quel  temps  a-t-elle  été  placée?. 
L’intérêt  de  cette  somme  pour  1 an  est  donné  par  la  proportion 

100  : 5492f,4ô  ::  6 : *=329f,547. 


Divisant  453f,127  par  l’intérêt  d’un  an  , 329f,547  , on  a pour 
le  temps  cherché  1 an  4 7a  mois. 

4°  Règle  d’escompte. 

Ces  questions  ne  diffèrent  des  questions  d’intérêt  simple  que 
parce  qu’on  y considère  la  somme  faite  du  capital  et  de  l’intérêt. 
Elles  ne  présentent  qu’un  cas  qui  ne  rentre  pas  dans  l’intérêt 
simple. 

Une  somme  de  896r  est  payable  après  1 an  4 mois;  que  vaut- 
elle  en  argent  comptant,  le  taux  de  l’intérêt  étant  de  5 pour 
100  par  an? 

Il  y a ici  5 nombres  donnés  : 896f,  100f,  5f,  1 an , 1 an  4 mois; 
parmi  ces  nombres  se  trouve  le  nombre  100*  qui  est  de  même 
nature  que  l’inconnue  x;  c’est  lin  capital;  1 an  et  1 an  4 mois 
sont  de  même  nature;  mais  le  nombre  896f,  capital  augmenté 
de  ses  intérêts  pour  1 an  4 mois,  ni  le  nombre  5f,  intérêt  d’un 
an , n’ont  leurs  correspondantsde  même  nature.  Ainsi  la  question 
ne  dépend  pas  immédiatement  des  proportions.  Pour  l’y  rame- 
ner, on  cherchera  un  nombre  qui  dépende  de  100,  comme 
896  de  x;  or,  l’intérêt  de  100f  pour  1 an  est  6f,  pour  1 an 
’ 4 20 

4 mois  ou  1 ’/3,  ce  sera  ôx^=—  ; ainsi  la  somme  1 00f  augmentée 

« «J 

20  320 

de  ses  intérêts  pour  1 an  4 mois,  vaut  100-j — — ou  — — . La 

. ü J 

question  proposée  peut  donc  être  transformée  de  la  manière 
. • o.  320  , 

suivante  : oi  —5-  valent,  argent  comptant,  100,  que  vaudront 


A 
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896f?  — L’inconnue  sera  fournie  par  la  proposition 
320 

— : 100  ::  896  : *=840f. 

O 


■ Ce  nombre  840  se  nomme  la  somme  escomptée  ; la  différence 
896 — 84(h=56  est  appelée  l 'escompte. 

Voila  le  seul  cas  par  lequel  l’escompte  rationnel  diffère  de  l’in- 
térêt simple.  Quant  à l’escompte  commercial , il  est  identique 
avec  l’intérêt  simple  : escompter  commercialement , 100f  à 5 
pour  cent  pour  1 an,  c’est  en  déduire  5f.  Cet  escompte  ne  s’em- 
ploie que  pour  de  courtes  échéances.  Appliqué  à plusieurs  an- 
nées, il  finit  par  présenter  une  absurdité  : car  un  billet  de  i 00 
escompté  à 5 p.  cent,  pour  20  ans  devrait  perdre  5x20  ou  100r. 

* Remarque.  Pour  prouver  que  toutes  les  questions  d’escompte 
rationnel  se  réduisent  à l’intérêt  simple,  et  à la  question  traitée 
ci-dessus,  nommons  C'  la  valeur  à escompter,  C la  somme  es- 
comptée, i son  intérêt  ou  l’escompte  de  C p le  taux,  t le 
temps;  on  aura 


C '=C-H , et  i— 


ptC 
100 ; 


car  i est  l’intérêt  de  C. 

Ayant  ainsi  deux  équations  entre  les  5 quantités  C',  C,  i,p , t, 
on  saura  en  trouver  deux  quelconques,  connaissant  les  trois 
autres,  ce  qui  fournit  autant  de  problèmes  qu’il  y a de  produits 

5.4 

différents  à faire  avec  5 quantités,  2 à 2,  c’est-à-dire  —^r  ou 


10  problèmes.  Les  10  combinaisons  qui  en  résultent,  répondent 
au  cas  où  l’on  donne 


C',  C,  i;  C,  i,  t ; C ,i,p;  C ,t,p;  C',C  ,p;  C',  C,  t; 

C \i,t;  C \i,p;  i,t,p;^  C,t,p. 

La  première  combinaison  -doit  être  écartée;  car  à cause  de 
C'=G-|-»  > on  ne  saurait  se  donner  C',  C,  i.  Les  trois  combinai- 
sons suivantes  ne  sont  que  trois  cas  de  l’intérêt  simple.  Les  deux 
combinaisons  où  l’on  se  donne  C'  et  C,  et  par  suite  où  l’on  a 
immédiatement  i,  rentrent  dans  le  même  cas;  il  en  est  de  même 
des  deux  où  l’on  connaît  C'  et  i,  et  où  par  suite  C est  connu. 
La  combinaison  i,  t,p , est  relative  à l’intérêt  simple,  puisqu’il 
suffit  de  chercher  C.  Enfin  le  cas  C',  t , p,  est  celui  qui  a été  traité. 
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— L’escompte  commercial  présente  aussi  neuf  questions  ana- 
logues. 

5°  Règle  de  société. 

Cette  régie  se  réduit  en  dernière  analyse,  à diviser  un  nombre, 
a en  parties  qui  soient  entre  elles  comme  des  nombres  donnés 
m , n , p ... 

Il  y a ici  plusieurs  inconnues;  chacune  de  ces  inconnues  a sa 
donnée  cwrrespondante  de  même  espèce,  m,  n,  p,  etc., et  si  l’on 
fait  la  somme  m-\-n-\-p-\- . . . , chaque  inconnue  dépendra  de  a, 
comme  la  donnée  m,  n,  .. . correspondante  à celte  inconnue 
dépend  de  m-j-n-j-p-t-. . . Soient  donc  x,  y,  z...  les  inconnues  ; 
elles  seront  données  par  les  proportions 

...  : a ::  m : x 
m-+-n-\-p-{- . . . : a : : n : y 
m-+-n-+-p-+- ...  : a : : p : z 
etc. 

PROPOSITION  VII.  — PROBLÈME. 

Résoudre  Une  équation  du  premier  degré  à une  inconnue. 

1er  Ex.  7x — 1 l=3^r— (—9. 

L’équation  sera  résolue,  si  on  en  déduit  une  autre  renfermant 
x seul  dans  un  membre,  tandis  que  l’autre  membre  ne  renferme 
que  des  quantités  connues  affectées  de  signes  d’opération  qu’on 
sache  effectuer.  Pour  isoler  ainsi  l’inconnue  dans  un  membre, 
on  s’appuie  sur  les  deux  axiomes  que  voici  : 

1°  Pour  que  deux  quantités  soient  égales , il  faut  et  il  suffit 
que  les  sommes  qu’on  obtient  en  ajoutant  à chacune  une  même 
troisième  quantité  positive  ou  négative , soient  égales. 

2°  Pour  que  deux  quantités  soient  égales,  il  faut  et  il  suffit 
qu’en  les  multipliant , ou  les  divisant , par  une  même  troisième 
quantité , différente  de  zéro , on  obtienne  des  résultats  égaux. 

Quant  à l’exception  qui  est  relative  au  cas  dans  lequel  le  mul- 
tiplicateur, ou  le  diviseur,  serait  zéro,  on  y reviendra  plus  loin. 

Reprenons  l’équation  ci-dessus;  pour  rassembler  dans  un  mem- 
bre, par  exemple  dans  le  premier,  tous  les  termes  qui  contiennent 
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x,  il  faut  faire  disparaître  Sx  du  second  membre.  A cet  effet,  on 
retranchera  3#  de  chaque  membre  et  l’on  a 

1 x — Sx — 1 1=3 je — 3a+9  ou  4x — 11=9. 

Ainsi  pour  transposer  le  terme  Sx  du  second  membre  dans  le 
premier,  il  suffit  de  l’effacer  dans  le  second  membre  et  de  l'écrire 
dans  le  premier  avec  un  signe  contraire. 

Pour  débarrasser  le  premier  membre  du  terme  — 11 , on  ajou- 
tera +11  à chaque  membre,  ce  qui  donne 

4x — 11+11=9+11  ou  4*=20. 

Donc  en  supprimant  le  terme  — 11  dans  un  membre,  il  faut 
l’écrire  dans  l’autre  avec  un  signe  contraire. 

Actuellement  rendre  identique  l’éq.  4x  = 20,  c’est  chercher 
un  nombre  qui,  multiplié  par  4,  reproduise  20;  ce  nombre  est 

20 

donc  le  quotient  de  20  par  4 , et  l’on  a x = — — 5. 


En  effet,  si  l’on  substitue  ce  nombre  dans  l’éq.  7 x — 11  = 3a?+  9, 
il  vient 

7x5 — 11  = 3x5+9  ou  24  = 24,  ce  qui  est  une  identité. 

2e  Ex.  ax — b=c-\-dx. 

On  transpose  — b ax = c+cft+6  ; 

on  transpose  -\-dx  ax — dx  — c-\-b. 

Or,  ax — dx  est  le  produit  de  d—b  par  x ; donc 
( a — d)x  = c+5. 

. _ c— {— b 

Divisant  par  a—d,  on  a x— 

a — d 

x 3#  3 Sx  1 7 11 

3 Ex-  3 "f'T  +ix~  4 - T +7+  2 ~ 8 ~ 2uH_  Ï2’ 

On  commencera  par  réduire  tous  les  termes  au  même  déno- 
minateur, et  afin  de  simplifier  les  calculs,  on  prendra  pour  dé- 
nominateur commun  le  plus  petit  multiple  commun  aux  dénomi- 
nateurs 2,  3,  4, 6, 8,  12  : c’est  24. 


x 


On  trouve  ainsi  que  — se  transforme  en 

O 


Sx 

T 

4x 

etc. 


en 


en 


8a: 

24  * 

— 

24 

96x 

24 
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et  Téquation  donnée  devient 

Sx  9x  96*  18 20*  168  12  21  48*  22 

24  + 24  + 24  — 24“  24  + 24  +24  — 24  ~ "24  + 24 
Multipliant  par  24,  ce  qui  revient  à supprimer  les  dénomi- 
nateurs , on  a 

8^-f-9^r-+-96jr — 1 8 = 20®+l  68+12— 21  — 48®+22. 
Réduisant  . 113a: — 18=181 — 28a: 

transposant  — 18  et  — 28®, 

113®+28®=  181+18 


ou 

divisant  par  141 


141®  = 199 


4 e Ex. 


2a3® 

"W 


+4®- 


6 b3  3 6’® 


199 
:14 1 
3 bx 


+8  a — 56. 


2 a’  fl’  4a 

Le  plus  petit  multiple  commun  des  dénominateurs  doit  être 
divisible  par  4 , par  a ’ et  par  b3  ; il  est  4 a’63. 

%a3x 

Pour  réduire  j-  à ce  dénominateur,  on  multiplie  les  deux 
termes  par  4a’,  ce  qui  donne  la  transformée 


4®x4a’63 


8a5® 

4a’63 

16a’63® 


S63 

2? 

36’® 


a’ 

36® 

17 


56 


4a’6J.  . . 

4a’63  ' ' ' 

" " 4«’63 

263 

563x263 

106° 

' ' ' 2a’x263 

4a’63 

463 

36’®x463 

1265® 

' ' ' a’x463  ' ' ' 

4a’6J 

3 6®xa63 

3a6‘® 

4«xa63 

' ' ' 4a’63 

4a’63  . 

8ax4a’63 

32a363 

4a’63 

4a’63 

56x4«’63 

20a’6« 

4a’63 

' ' ' 4a’63 

En  remplaçant  les  termes  de  l’équation  donnée  par  leurs  trans- 
formés , on  a une  équation  où  tous  les  termes  ont  le  dénomina- 
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teiir  4 a’fi3;  on  supprimera  donc  ce  dénominateur,  ce  qui  revient 
à multiplier  les  deux  membres  par  4 a'b3,  et  l’on  aura 

8a5a;-f-l  6 a' b3  x — 10fi';  = 1 2 bsx — 3ab'*x-j-32a3b3  — 20  a' b'1. 

Rassemblant  les  termes  affectés  de  x , dans  le  premier  membre , 
les  autres  dans  le  second  , on  a 

8a\r-|-16a’fi3x — l2br'x-\-3ab'>x  — 32a3b3 — 20a’fi'H-10&B. 

. Le  premier  membre  n’est  autre  chose  que 
(8as-+-l  6rt’63H-3rt6'' — 1 2fi5) x ; 
divisant  donc  les  deux  membres  par  le  coefficient  de  te,  on  a 
- 32<*3&3— 20fl’frH-1066 

8rtr’ H-16rt;“63-f-3a6'* — 1265 


ax  a 3 b'x 

5e  Ex. — | ; 

a-f-b  a 2 — b*  a’-j-afi 


3x — 2a 


6b3 

a’ — ab 


7 bx 
a 


Pour  réduire  au  même  dénominateur,  on  peut  décomposer  le 
second  dénominateur  a* — ôa  en  (a — fi)  (a-f-fi),(l.  I,  p.  Il);  le 
troisième  a’-t-aft  en  a(a~|-6),  le  quatrième  a1 — a en  «(a — 6); 
et  comme  le  dernier  est  a,  on  peut  prendre  pour  dénominateur 
commun  le  produit 

a (a — fi)  (a-)-fi)  ou  a(a’ — 6’)  ou  a 3 — ab'. 

Cela  posé, on  multipliera  les  deux  termes  de  la  première  fraction 
par  a (a — fi),  afin  que  le  dénominateur  devienne  a (a — 6)(a+6); 
on  multipliera  les  deux  termes  delà  seconde  par  a,  vu  que  son 
dénominateur  est  (a — 6)  (a-f-fi)  ; ceux  de  la  troisième  par  a — 6 , 
son  dénominateur  étant  a(a-)-6)  ; la  partie  entière  3.r — 2a  sera 
multipliée  par  le  dénominateur  commun  a3 — ab*;  les  deux  ter- 
mes de  l’avant -dernière  fraction,  dont  le  dénominateur  est 
a(a — fi)  par  a-f-6,etceux  de  la  dernière  par  (a — 6)  (a+fi)  ou 
a * — 6’;  supprimant  en  même  temps  le  dénominateur  commun, 
on  a 

a'x(a — fi) — a^-\-b'x(a — fi)  == 

(3a: — 2a)  (a3  — afi’)-|-563(a-f-6) — 7 bx(a* — 6’) 
effectuant 

a3x — a'bx — a^-f-afi’x— 63a:  = 

3 a3x — 3ab'x — 2a '*-^-2a'‘6’-l-5a63-(-66/, — 7 a'bx-f^J b3x , 

transposant  et  réduisant 
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— ’2a3x-+-()tz'‘bx-\-4ab,x — Sb3x  — — a1-f-2a’&î-(-5(i63-f-56’1, 

— a (-Sfîb1— f-56'' 

clou  x — . 

— 2ai-(-6a,fr-|-4a6' — 8 bJ 

La  marche  suivie  dans  ces  exemples  est  applicable  à tous  les 
cas,  de  sorte  que  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré 
à une  inconnue,  il  faut  : 1°  chasser  les  dénominateurs , 2°  effec- 
tuer les  opérations  indiquées , 3°  réunir  dans  un  membre  les 
termes  affectés  de  x et  les  autres  dans  l’autre,  et  réduire,-  4°  di- 
viser par  le  multiplicateur  de  x. 

Quant  aux  transpositions,  il  résulte  de  ce  qui  a été  dit  sur  le 
premier  exemple,  que  pour  faire  passer  un  terme  d’un  membre 
dans  l’autre,  il  faut  le  supprimer  là  où  il  est,  et  l’écrire  dans 
l’autre  membre  avec  un  signe  contraire. 

* Remarque  1 . Les  axiomes  énoncés  au  commencement  de  la  pro- 
position actuelle  sont  vrais  pour  toute  espèce  de  nombres,  po- 
sitifs ou  négatifs.  Car  si  une  valeur  de  x , positive  ou  négative, 
rend  égaux  deux  polynômes  P etQ,  elle  rendra  aussi  égales  les 
sommes  P-f-K,Q-|-K,  K étant  un  troisième  polynôme;  elle  rendra 
encore  égaux  les  produits  PxS,  QxS,S  étant  un  autre  polynôme; 
le  tout  en  vertu  des  pr.  16  et  17  du  premier  livre,  où  il  est 
prouvé  que  la  valeur  de  la  somme  est  toujours  égale  à la  somme 
algébrique  des  parties , etc.  Donc  la  valeur  trouvée  pour  x , va- 
leur positive  ou  négative,  rendra  identique  chacune  des  trans- 
formées de  l’équation  proposée,  à partir  de  la  dernière,  jusques 
et  y compris  la  proposée. 

Remarque  2.  L’exception  relative  au  second  axiome  est  néces- 
saire. En  effet,  il  est  vrai  que  deux  quantités  multipliées  par  zéro 
donnent  des  résultats  égaux;  mais  l’inverse  est  fausse  : c’est-à- 
dire  que,  de  ce  que  deux  quantités  multipliées  par  zéro  donnent 
des  produits  égaux,  il  ne  faut  pas  conclure  que  ces  quantité» 
sont  égales,  attendu  que  tous  les  nombres,  quelque  différents 
qu’ils  soient,  multipliés  par  zéro,  donnent  le  même  produit,  qui 
est  zéro. 

En  second  lieu , il  n’est  pas  toujours  permis  de  diviser  par  zéro 
deux  quantités  égales , pour  conclure  que  les  quotients  sont 
égaux.  Car  on  a 9(7 — 7)  =2(7—7),  vu  que  7 — 7 étant  zéro  , 
chacun  de  ces  produits  est  nul  ; or,  si  l’on  supprimait  de  part  et 

8. 
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d’aulre  le  faclcur  7 — 7 pour  conclure  quc9=2 , on  commettrait 
une  absurdité  manifeste. 

Problème  i.  Deux  fontaines  alimentent  un  bassin;  la  première 
seule  le  remplirait  en  2 heures , la  seconde  en  4 heures  ; en  com- 
bien de  temps  le  bassin,  supposé  vide,  sera-t-il  rempli  par  les 
deux  fontaines  coulant  ensemble  P 

Représentons  par  x le  nombre  des  heures  qu’il  faut  pour  cela. 
Puisque  la  première  fontaine  est  capable  de  remplir  le  bassin  en 

2 heures , en  un  temps  x elle  fournira  une  quantité  d’eau  expri- 

oc 

mée  par  le  quatrième  terme  de  la  proportion  2 : x ::  1:...-, 

« M 

la  capacité  du  bassin  étant  représentée  par  1.  De  même , la  pro- 

x 

portion  4 : x ::  1 détermine  la  quantité  d’eau  fournie 

4 

par  la  seconde  fontaine. 

Ainsi  l’eau  versée  par  les  deux  fontaines  ensemble,  durant  le 

x x 

temps  x , est  ^ + -,  et  puisque  le  bassin  doit  être  rempli,  celte 

quantité  doit  équivaloir  à la  capacité  du  bassin,  qui  est  1.  Donc 
on  a l’équation 


chassant  les  dénominateurs 

4 1 

2x-j-x  = 4 ou  3x=4  et  x = ~ — 1 f— 

U ü 

Ainsi  il  faut  aux  deux  fontaines  1 h-f-20'  pour  remplir  le  bassin. 

Problème  ii.  Une  personne  présente  à un  banquier  2 billets,  l’un 
de  2840 payable  dans  3 mois,  le  second  de  2660*,  payable  dans 
9 mois;  elle  demande  en  échange  un  billet  de  2840f-|-2560f  ou 
5400r;  à quelle  échéance  doit-il  être  payable,  en  ayant  égard  à 
l’escompte  commercial  P 

Soit  x le  nombre  des  mois  au  bout  desquels  le  nouveau  billet 
doit  être  payable , soit  a le  taux  de  l’escompte  par  mois. 

Le  billet  de  2840f,  payable  après  3 mois,  perdra  3a  pourcent  ; 
ainsi  l’escompte  sur  ce  billet  sera  donné  par  la  proportion 

100  : 2840  ::  3a  : . . . . —fi?—*  ou  28, 4x3a  = 86,2a. 
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Donc,  argent  comptant,  ce  billet  vaut  2840 — 85,2  a. 

De  même,  le  billet  de  2560f,  payable  après  9 mois,  vaut,  ar- 
gent comptant,  2560 — 230,4  a,  et  celui  de  5400,  payable  après 
x mois,  vaut  5400 — 54  ax. 

Celte  valeur  doit  cire  égale  à la  somme  des  valeurs  des  deux 
premiers  billets;  donc 

2560—230,4  <*+2840— 85,2  a = 5400-54  ax 
d’où  54  ax  3 1 5,6  a 


et  x = 


3156  „ . 38 

x = tt — — 5 mois  + 77. 


540 


45 


problème  in.  Deux  voituriers  se  sont  chargés  de  transporter  du 
sable;  le  premier  en  a conduit  36  voitures  avant  que  le  second 
ait  commencé  ; de  plus , il  en  transporte  8 voilures  pendant  que 
le  second  en  conduit  7 ; mais  3 voitures  du  second  contiennent 
autant  de  sable  que  4 voitures  du  premier.  Combien  le  second 
devra-t-il  conduire  de  voitures  jusqu’à  ce  qu’ils  aient  fourni  au- 
tant de  sable  l’un  que  l’autre  ? 

Soit  x le  nombre  des  voitures  que  le  second  conduira;  puis- 
qu’il en  conduit  7 pendant  que  le  premier  en  amène  8,  si  l’on 
cherche  le  quatrième  terme  de  la  proportion  7 ; 8 : : x : . . . , ce 

terme  y-  exprimera  combien  le  premier  en  aura  amené  pendant 

que  le  second  en  conduit  x. 

8x 

Donc  le  prem ier  en  aura  transporté  en  tout  3 6+  — , lesquelles 

doivent  avoir  la  même  capacité  que  les  x voilures  du  second. 
Mais  3 voitures  de  celui-ci  en  valent  4 du  premier;  donc  le  qua- 

trième  terme  de  la  proportion  3 : 4 :v  x . . . ~ exprime  ce  que 

«J 

ces  x voitures  du  second  valent  par  rapport  au  premier;  donc  enfin 
4x  — an  , 8x 

T -36+t 

puisque  la  quantité  de  sable  transportée  est  la  même  pour  chacun. 
Delà  28;c  = 756+24.r  , 4x  = 756 

et  rr=189. 
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Et  en  effet,  le  premier  aura  transporté  189x  - +36  ou  252; 


or,  une  voilure  du  second  valant  les  - d’une  voiture  du  pre- 

. «3 


micr,  les  189  du  second  en  valent,  en  effet,  189x~  = 252  du 

«J 


premier. 

Remarque.  Ainsi , pour  mettre  en  équation  un  problème  à 
une  inconnue,  il  suffit  de  représenter  l’inconnue  par  une  lettre, 
et  d’indiquer,  à l’aide  des  signes  algébriques,  sur  celte  inconnue 
et  sur  les  quantités  connues,  les  opérations  que  l’on  ferait  pour 
vérifier  le  problème,  si  tout  y était  connu.  Du  reste,  il  n’y  a que 
la  pratique  qui  puisse  donner  la  facilité  de  la  résolution  des  pro- 
blèmes. 


PROPOSITION  VIII.  — PROBLÈME. 


Résoudre  plusieurs  équations  numériques  du  premier  degré  , 
contenant  autant  d’inconnues. 

Dans  chaque  équation  on  chasse  les  dénominateurs,  on  effec- 
tue s’il  y a lieu,  on  transpose  dans  un  membre  les  termes  affectés 
des  inconnues  , en  rassemblant  en  un  terme  tous  ceux  qui  sont 
affectés  de  la  même  inconnue;  on  fait  passer  dans  l’autre  membre 
les  termes  connus. 

Soit,  par  exemple, 

3 5 4 

2^—3  +2j  = 3 7+7  — 4x. 

Chassant  les  dénominateurs,  on  a 

9a? — 10+12y  = 8y+42 — 24a? 
transposant  33a?+-4y  = 52. 

Si  l’on  transposait  tout  dans  le  premier  membre,  il  viendrait 
33  a+4y — 52  = 0. 

Soient  maintenant  1°  les  deux  équations 

7 x+6 y = 31 
llx — 4/ = 25. 
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En  vertu  du  second  axiome  énoncé  pr.  7,  on  peut  multiplier 
une  équation  par  un  nombre  différent  de  zéro;  d’après  cela  on 
pourra  préparer  ces  deux  équations  de  façon  que  l’une  des  in- 
connues ait  le  même  coefficient , en  valeur  absolue , de  part  et 
d’autre  ; pour  que  y soit  dans  ce  cas,  il  n’y  a qu’à  multiplier  la 
première  par  4 , coefficient  dey  dans  la  seconde,  et  la  seconde 
par  5,  coefficient  dey  dans  la  première. 

La  première  donne  ainsi 

28*-t-20y  = 124 
la  seconde  5ôx— 20y  = 125. 

Actuellement,  si  l’on  ajoute  ces  équations  membre  à membre, 
les  résultats  seront  égaux , et  l’on  aura 

83^  = 249 
d’où  x=  3. 

. Pour  trouver  y,  on  remplace  x par  sa  valeur  3 dans  l’une  des 
deux  équations  données;  si  c’est  dans  la  première,  on  aura 

7 x3-f-5y  =31 

ou  21-4-ôy  = 31  . . . SynzlO  ety=2. 

L’opération  au  moyen  de  laquelle  on  a fait  disparaître  y des 
deux  proposées  pour  en  tirer  la  valeur  de  x se  nomme  élimina- 
tion. Il  n’est  pas  toujours  nécessaire,  pour  éliminer  une  incon- 
nue, de  multiplier  chaque  équation  par  le  coefficient  de  cette 
inconnue  dans  l’autre  équation.  Ce  qu’on  doit  se  proposer,  c’est 
de  rendre  ces  coefficients  égaux , s’ils  ne  le  sont  pas. 

Ainsi  dans  les  équations  9x-  — 1 Oy  = 6 
13x— 6y=34, 

si  l’on  veut  éliminer  y,  on  cherchera  le  plus  petit  multiple 
commun  aux  coefficients  10  et  6 : c’est  30.  On  multipliera  donc 
30  30 

la  première  par  ^ = 3 et  la  seconde  par  — = 5 , et  il  vient 

pour  la  première  27jr^-30y=  18 

pour  la  seconde  65.r — 30y=170. 

Actuellement,  comme  y a le  meme  signe  de  part  et  d’autre. 
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on  retranchera  l’une  de  ces  équations  de  l’autre  : on  aura 

(1.1,  P-  3) 

65#— 27#— 30/-+-30/= 170— 18 
152  . 

ou  38#=  152  d’où  #=— g-  =4. 

Remplaçant  # par  cette  valeur  dans  l’une  des  deux  proposées  , 
la  première  par  exemple  , on  a 

9x4 — 10/=6  ou  36 — 6=10/ 
d’où  /=3. 

Dans  cette  méthode,  l’élimination  se  fait  par  addition  ou  sous- 
traction. 

Au  lieu  de  cela  on  peut  tirer  de  chacune  des  deux  équations 
données  l’expression  de  la  même  inconnue , et  égaler  ces  valeurs , 
ce  qui  fournira  une  équation  renfermant  seulement  l’autre 
inconnue. 

Dans  les  deux  équations  ci-dessus 

9# — 10/=6 
13# — 6/=34, 

. 9# — 6 

si  l’on  tire  la  valeur  de/,  on  a,  pour  la  première  /= — j-g— 

, 13#— 34. 

pour  la  seconde  /= g 

Égalant  ces  valeurs , on  a • 

9# — 6 13# — 34 
10  = 6 

Chassant  les  dénominateurs , dont  le  plus  petit  multiple  com- 
mun est  30 , on  obtient 

27#— 18=65#-170 

ou  170 — 18=65# — 27#  c’est-à-dire  152=38# 
de  là  #=4  comme  ci-dessus. 

Cette  valeur  de  # rendra  identiques  les  deux  membres  de 
g ] 3# 34 

l’équation  — — - = — — , lesquelles  sont  les  expressions  de 
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y tirées  des  deux  proposées.  Chacune  de  ces  expressions  devient 
= 3 , si  l’on  y fait  x=4.  Ainsi  y=3. 

Cette  méthode  d’élimination  est  la  méthode  par  comparaison. 
La  méthode  par  substitution  consiste  à tirer  de  l’une  des  équa- 
tions données  l’expression  d’une  inconnue , et  à la  substituer  dans 

„ 4 • • , , , - ..  9x — 6 . 

1 autre.  Ainsi  ayant  tire  de  la  première  y=  — — — , on  substi- 
tue cette  expression  dans  la  seconde,  qui  devient 


ou 


9x — 6 

13a;_6x— jq-=34 


13x-2-  — =34 

5 


puis  • 65a: — 27 £-(-18=270,  d’où  x—4. 

Dans  ces  trois  méthodes  les  opérations  sont  les  mêmes  et  ne 
diffèrent  que  par  la  forme. 

2®  Soient  les  trois  équations  à trois  inconnues  : 

4x — 6y-(-7  z=l  2 
(1)  8x-(-9y — 1 lz=56 

6x — 1 3y-(-8z= — 1 . 

Ici  on  comparera  une  des  équations  à chacune  des  deux  autres 
pour  éliminer  une  même  inconnue  et  obtenir  deux  équations  à 
deux  inconnues. 

Les  coefficients  de  x ayant  2 à 2 des  facteurs  communs,  c’est 
cette  inconnue  que  l’on  éliminera.  Pour  rendre  égaux  les  coeffi- 
cients de  x dans  les  deux  premières  équations , on  multipliera  la 
première  par  2;  on  obtient  ainsi 

8x — 10y-f-14s=24 
retranchant  celle-ci  de  la  seconde 

8x-(-9y — 1 1 3= 56 , 

on  a 8x — 8a:-(-9y-)-10y — Hz — 143=56—24 
ou  19y — 203=32.  (2) 

Pour  éliminer  x entre  la  première  et  la  troisième  des  équa- 
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lions  (1),  on  remarquera  que  le  plus  pelit  multiple  commun 
aux  coefficients  4 et  6 est  12;  ainsi  on  multiplie  la  première 

12 

par— ou  3,  d’où  12x — 16/+2l2=36, 

, • v 12  „ 

la  troisième  par  — ou  2,  d ou 


12#— 26/+16z= — 2 retranchant 

12# — 1 2x — 1 S/+26/+2 1 z — 162=36+2 
ou  1 1/+Ô2  = 38  (3) 

Entre  cette  équation  et  l’équation  (2),  on  éliminera  z ; pour 
cela  on  multipliera  l’équation  (3)  par  ô , ce  qui  donne 
55/+252=190;  ajoutant  avec  (2), 
on  a 19/+55/ — 252+252=32+190 

ou  74p  = 222  d’où/ = 3. 

Pour  avoir  z,  on  substitue  celte  valeur  de  / dans  (2)  ou  dans 
(3).  Dans  (3)  on  trouve 

11x3+4)2  = 38  ou  52  = 5 et  2 = 1. 


Enfin  substituant  /=3  et  2=1  dans  une  des  équations  (1), 
dans  la  première  par  exemple , on  trouve 

4# — 5x3+7x1  = 12  d’où  4#  = 20  et  # = 5. 


Ainsi  les  valeurs  des  inconnues  sont  ar=  5;/  = 3 , 2 = 1. 

On  généralisera  plus  loin  ces  méthodes  ; ici  on  voit  que  pour 
éliminer  une  inconnue  entre  deux  équations  du  premier  degré,  - 
on  peut  chercher  le  plus  petit  multiple  commun  aux  coefficients 
de  cette  inconnue  dans  les  deux  équations  : on  divise  ce  multiple 
par  le  coefficient  de  cette  inconnue  dans  l’une  des  équations,  et 
on  multiplie  cette  même  équation  par  le  quotient  obtenu;  on 
divise  encore  ce  multiple  par  le  coefficient  de  celte  inconnue 
dans  l’autre  équation,  et  on  multiplie  cette  autre  équation  par  le 
quotient.  Dans  les  nouvelles  équations  obtenues,  cette  inconnue 
aura  le  même  coefficient  au  signe  près;  si  ce  signe  est  le  même, 
on  retranche  l’une  des  transformées  de  l’autre;  sinon , on  les 
ajoute. 


Problème  I.  Trouver  une  fraction  qui  se  change  en 


- si  l’on 

O 


Digitized  by  Google 


LIVRE  II. 


X 

par  suite  - la 

y 


i a3 
3 

ajoute  5 à chaque  terme , et  en  — si  l’on  ajoute  13  à chaque 

m " 

terme. 

Soit  x le  numérateur,  y le  dénominateur,  et 

• eff-  | 

fraction.  Si  l'on  ajoute  6 à chaque  terme,  elle  devient. -,  ce 

y- H» 

.2 

qui  doit  faire  - ; donc 

«J 

#+5 2 

j-f-5  3 

Si  l’on  ajoute  13  à chaque  terme  de  — , on  a 

x+13 3 

/+13  4" 

Chassant  les  dénominateurs,  on  trouve  que  la  première  équa- 

jn  devient 


lion  devient 
la  seconde 


3x— 2y  — — 5 

HWW.JUV  \x  — 3/  — 13. 

Pour  éliminer  y , entre  ces  équations,  on  multiplie  la  première 
par  3 , la  seconde  par  2 , ce  qui  donne 

9x — 6j  = — 15 
8ar — 6y  — — 26 

Retranchant  la  dernière  de  la  précédente , on  a 
x — 11. 


Cette  valeur  de  x substituée  dans  3* — 2/  = — 5 , donne 

33 — 2 y — — 5 d’où  38  = 2y  et  y—  19. 

, r ■ , , , , 11  „ 11+5  16 

La  traction  cherchée  est  donc  — ; et  en  effet  = — ou 


=:  -,  tandis  que 


11+13 

19+13 


19’ 
24  3 

: 32  0U  4* 


19+5  24 


Problème  II.  Trouver  les  deux  côtés  d'un  rectangle  sachant 
que  si  Von  augmente  la  base  de  5“,  et  la  hauteur  de  4m,  la  sur- 
face augmente  de  160'“’ , tandis  que  si  l’on  diminue  la  base  de 
6”  et  la  hauteur  de  7m,  la  surface  diminue  de  170m\ 
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Soit  x la  base , / la  hauteur , xy  sera  la  surface  du  rectangle. 
Augmentant  la  base  x de  5“,  et  1#  hauteur  y de  4",  on  a pour 
la  surface  (æ-)-6)  (jr-M)  ; or,  elle  doit  être  égale  à la  surface  pri- 
mitive xy,  augmentée  de  160",J;  donc 

OH-5)  (jH-4)  = arj-l-160. 

La  base  étant  diminuée  de  6m  et  la  hauteur  de  7 , la  surface 
sera  ( x — 6)  (y — 7),  ce  qui  doit  être  égal  à xy — 170  ; donc 
(x — 5)  (tH-4)  :=  xy — 170. 

Effectuant  les  calculs,  on  trouve, 
pour  la  première  équation , 

xy-^-4. j?7{-5j'+20 = xy- f- 160  ou  Ax-{-By  = 1 40  * 

• pour  la  seconde 

xy — 6j — 7ar-)-42  — xy — 170  ou  — lx — — 212. 


Ou  encore  7 212 

avec  4aH-5jiz:140. 

Éliminant  x llj*=132  et/=12m  puis  a?  = 20ra. 


Problème  m.  Un  alliage  d’or  et  d’argent  pèse  a kilogr.;  en  le 
plongeant  dans  l’eau,  on  trouve  qu’il  perd  b kilogr.  Mais  m 
kilogr.  d’or  et  n kilogr.  d’argent  perdent  respectivement  1 kilogr. 
dans  l’eau.  Combien  l’alliage  contient -il  d’or , et  combien  d’ar- 
gent P 

Soit  x le  nombre  de  kilogr.  d’or , y le  nombre  de  kilogr.  d’ar- 
gent , contenus  dans  l’alliage  ; on  aura 

x~\. -y  ~ a. 

Puisque  m kilogr.  d’or  perdent  dans  l’eau  1 kilogr.,  si  l’on  fait 
la  proportion  m : t : : x : . . . 

x 

le  quatrième  terme  — représente  ce  que  x kilogr.  d’or  perdent 
dans  l’eau. 

Y* 

De  même  — sera  ce  que  y kilogr.  d’argent  perdent  dans  l’eau. 

Donc  1 alliage  doit  perdre  — ; mais  il  perd  b ; par  conséquent 

X v 

— ou  nx+mr  =: mnb . 

m n 
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Ainsi  il  faut  résoudre  les  équations 
• x-h-y  — a 
(a)  nx-\~my  = bmn 

La  première,  multipliée  par  m,  devient 

— ma 

De  celle-ci  on  retranche  l’éq.  (a),  et  on  trouve 
mx — nx  — ma — bmn 

ou  (m — n)  x — ma — bmn  , d’où  x ~ — bmn . 

m — n 

Or,  de  l’éq.  x-\-y=a  on  tire  y = a— x,  et  si  l’on  met  pour  x 
la  valeur  trouvée,  on  obtient 

ma — bmn 


ma — na — ma-j-bmn mnb — na 

m — n m — n 

Problème  iv.  Un  réservoir  est  alimenté  par  trois  fontaines  : les 
deux  premières' coulant  ensemble  le  rempliraient  en  a minutes  ; 
la  première  et  la  troisième  coulant  ensemble  le  rempliraient  en  b 
minutes;  la  deuxième  et  la  troisième  ensemble  le  rempliraient  en 
c minutes.  Combien  de  minutes  faut-il  à chaque  fontaine  pour 
remplir  le  réservoir  à elle  seule? 

Soient  x y y y z les  temps  respectivement  nécessaires  aux  trois 
fontaines  pour  remplir  le  bassin , dont  nous  représenterons  la 
capacité  par  1.  — Puisque  la  première  fontaine  fournit  en  x mi- 
nutes une  quantité  d’eau  1 , en  a minutes  elle  en  fournit  un  vo- 
lume donné  par  la  proportion 

x : a ::  1 : un  quatrième  terme  qui  est 

x 

De  même,  en  a minutes  la  seconde  fournit  - ; 

r 

or,  en  a minutes  ces  deux  fontaines  remplissent  le  bassin  ; donc 


x y 
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On  trouve  de  même 


et 


Au  lieu  de  suivre  ici  la  marche  ordinaire , on  divisera  la  pre- 
mière équation  par  a,  la  deuxième  par  b,  la  troisième  par  c , 
puis  on  ajoutera  les  deux  premières  équations,  et  de  la  somme 
on  retranchera  la  troisième,  ce  qui  donnera 


11  1,111111 

x y x z y z a b c 

2 111  bc-\-ac — ab 

OU  — = - + 7 — T 

x a b c abc 


2abc 

et  x — . 

bc-yac — ab 

On  trouve  de  même 


1 

c 


* « 

■ — d ou  y— 
b 


et  z — 


2abc 

bc-\-ab — ac 
iabc 

ab-yac—bc 


PROPOSITION  IX.  — THÉORÈME. 

Soient  A = 0,  B = 0 deux  équations  entre  tant  d’inconnues 
qu’on  voudra;  soient  m,’n,  m',  n'  quatre  nombres  quelconques  ; 
je  dis  que  les  deux  équations  données  peuvent  être  remplacées  par 
les  deux  équations  mA+nB  = 0,  m'A-|-n'B=: 0 , pourvu  que 
mn' — m'n  ne  soit  pas  nul. 

En  effet,  soient  x,  y,  etc.,  les  inconnues  des  éq.  A = 0,  Br=0. 
Si  des  valeurs  quelconques  mises  pour  x,  y,  etc.,  annulent  A 
et  B,  elles  annuleront  aussi  mA,  nB,  m'A,  n'B;  donc  elles  an- 
nuleront mA-(-nB  et  m'A-f-n'B  ; car  si  A et  B deviennent  nuis» 
mA+nB  devient  m.O-f-n.O  ou  zéro;  de  même  m'A-f-n'B.  Donc 
les  valeurs  de  x,  y,  etc.,  qui  rendent  identiques  les  équations 
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A=0,B=:0,  vérifieront  aussi  les  équations  mA-4-reB=0 , 
m'A-f-n'B:=0. 

En  second  lieu , je  dis  que  les  valeurs  de  x , y,  etc.,  qui  véri- 
fient ces  deux  dernières  équations , satisfont  nécessairement  à 
A = 0,  B=0,  pourvu  que  mn' — m'n  ne  soit  pas  nul. 

Car  représentons  /nA-j-nB  par  A',  m'A+n'B  par  B',  de  sorte 
quc  A'=mA+nB 

B'rz/n'A-t-ra'B. 

Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  n‘ , la  seconde 
par  n,  ce  qui  donne 

n‘A'=.  mn'A-j-rare'B  , nB'r^m'nA+nn'B  ; 
et,  retranchant,  n'A'— nB'  = (mn'  —m'n)  A. 

On  voit  ici  que  si  les  valeurs  de  x , y,  etc.,  annulent  A'  et  B' 
(c’est-à-dire  mA-|-nB  et  m'A-f-n'B) , elles  annuleront 
(mn‘ — m'n ) A;  or,  mn' — m'n  est  un  nombre  qui  n*estpas  nul; 
donc  c’est  A qui  le  deviendra. 

De  même  m\' — m'B'  — (mn‘ — m'n)  B,  et  les  valeurs 

de  x , y,  etc. , qui  annulent  A'  et  B;,  annuleront  B. 

Donc  toutes  les  solutions  qui  conviennent  à A = 0,B  = 0,  sa- 
tisfont à mA+«B=:0,  m'A-f-n'B  = 0,  et  réciproquement.  Donc 
dans  la  recherche  des  solutions  des  équations  A=0,  B=0,  on 
peut  remplacer  ces  équations  par  iwAH-nFrrO,  m'A-f-n'B =0, 
pourvu  que  mn' — m'n  ne  soit  pas  nuE' 

Corollaire  1.  Rien  n’empêche  de  supposer  m~  1 , n — 0 , ce 
qui  réduit  mA-f-nB  à A, J et  mn' — m'n  à n1 ; ainsi  les  équations 
Az=0,  B = 0 peuvent  être  remplacées  par 

• A=0  , m'A-t-n'Bzr 0 , 

c’est-à-dire  par  l’une  des  équations  proposées , jointe  à une  autre 
équation  formée  de  l’addition  algébrique  de  deux  multiples  quel- 
conques de  ces  deux  équations,  pourvu  que  n',  multiplicateur  de 
l’équation  B = 0 que  l’on  ne  conserve  pas,  ne  soit  pas  nul. 

PROPOSITION  X.  — THÉORÈME. 

Soient  plusieurs  équations,  telles  que  ax+by-f-,  etc.,  =0, 
a'x-l-b'y-f-,  etc,,  — 0,  a"x-f-b"y-4-,  etc.,  =0,  qui  ne  changent 
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pas  si  l’on  y remplace  les  a par  b,  avec  les  mêmes  accents , x par 
y , et  réciproquement  ; si  l’on  trouve  la  valeur  de  x qui  convient 
à ces  équations , il  suffira  de  changer  dans  cette  valeur  les  a en 
b,  et  réciproquement , pour  obtenir  la  valeur  de  y. 

Pour  le  prouver,  comparons  les  équations  proposées 

ax  -+-6y  ^ -cz  + , etc. , =0 

a'x  -f-l» 'y-|-c ‘z  -p,  etc. , — 0 (1) 

a ‘ 'x-\-b‘  ' -\~c  ‘ 'z-|- , etc.,  — 0 

à un  second  système  d’équations  pareilles. 

mu  -+-nv  -| -cz  -f-  etc.  — 0 
m'u  +n'v  -f -c‘z  etc.  = 0 (2) 

m“u-+-n“v-\-c"z-\-  etc.  = 0 

qui  ne  diffèrent  des  premières  qu’en  ce  que  a,  a1,  b,  b1,  x , y, 
sont  remplacés  respectivement  par  m,m‘,n,n‘,u,v. 

Il  est  évident  que  si  l’on  trouve  dans  les  équations  (2)  la  va- 
leur de  u , on  pourra  en  déduire  celle  de  x des  équations  (1) , 
en  remplaçant  m par  a,  m‘  par  a',  n par  b,  n'  par  b'. 

Mais  rien  n’empêche  de  déduire  aussi  de  cette  valeur  de  u 
celle  dey;  il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que  les  équations  (2) 
se  changent  aussi  en  (t)  si  l’on  y remplace  v par  x ; n,  n ' par  - 
a,  a‘\  u paryy  m,  m‘  par  b , b‘.  Donc  si  dans  l’expression  de  u 
on  remplace  n,  n ‘ par  a,  a‘\  et  m,  m',  par  b , b1  ; on  aura  y. 

Ainsi  pour  avoir  y au  lieu  de  x , il  suffit  de  remplacer  m , 
m1 . . . par  b , b‘ . ...  au  lieu  de  a , a‘ . . . , et  de  remplacer  n,  n‘ 
para,  a'  au  lieu  de  b , b',  c’est-à-dire  de  remplacer  dans  x les 
a par  b et  les  b par  a , avec  les  mêmes  accents. 

Remarque.  Ce  principe  est  vrai  si  x,y,z...  entrent  dans  les 
équations  à un  degré  quelconque. 

PROPOSITION  XI.  — PROBLÈME. 

Résoudre  deux  équations  générales  du  premier  degré  à deux 
inconnues. 

On  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme  suivante: 

_ ax  by  —c 
a‘x-+-b'y  —xc' 
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Pour  éliminer  j,  on  multipliera  la  première  par  b1,  la  seconde 
par  b , ce  qui  donne 

ab‘x-\-bby  — cb' 

a‘bx-\-b‘by  — bc' 

retranchant  ab‘x—a'bx  =.cb‘—bc‘ 

ou  x(ab‘ — ba1)  — cb' — bc ' (1) 


d’où 


cb' — bc' 
cib‘ — ba1' 


Pour  déduire  de  là  la  valeur  de  y , on  remarquera  que  les 
équations  proposées  ne  changent  pas  si  l’on  change  les  a en  b, 
x en  j,  et  réciproquement,  et  que  par  suite  (p.  10)  il  suffit  do 
changer  dans  x les  a en  b et  vice  versa;  on  aura 


c,a‘ — ac‘  ac‘ — ca‘ 

ba' — ab‘  °U^  ab' — ba' 


Remarque  1.  Dans  le  courant  des  calculs  on  a fait  sur  c et  c\ 
les  mômes  opérations  que  sur  a et  a'  respectivement;  donc  dans 
ces  calculs  le  second  membre  de  chaque  équation  peut  être  dé- 
duit du  coefficient  de  x par  le  changement  des  a en  c,  et  par 
suite  le  numérateur  de  x,  qui  est  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (1) , peut  se  déduire  du  dénominateur  qui  est  le  coefficient 
de  x dans  cette  môme  équation  (1),  par  le  changement  des  a en  c. 
C’est  ce  qui  se  vérifie  en  effet.  De  même  pour  déduire  du  déno- 
minateur, le  numérateur  de  y,  il  suffit  d’y  changer  les  b en  c. 
Enfin  le  dénominateur  commun  de  x et  y'  se  forme  d’après  une 
règle  très-simple.  On  prend  les  deux  permutations  ab  et  ba;  on 
place  l’accent  ' Sur  la  dernière  lettre  et  on  interpose  le  signe  — , 
ce  qui  donne  ab' — ba'. 

Le  dénominateur  ainsi  formé , on  trouve  le  numérateur  de  l’une 
des  inconnues  en  changeant  dans  ce  dénominateur  les  lettres 
qui  servent  de  coefficients  à cette  inconnue,  dans  les  termes 
tout  connus,  savoir  : les  a,  a'  pour  x,  et  les  b , b'  pour  y,  en 
c,  c1. 

Remarque  2.  Les  méthodes  par  comparaison  et  par  substilu  - 
lion  pourraient  aussi  être  employées  ici.  Il  y a de  plus  la  méthode 
des  indéterminées,  que  voici  : 


9 
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On  multiplie  l’une  des  deux  équations  proposées,  la  seconde, 
je  suppose,  par  une  indéterminée  k , 

t . 

et  l’on  a ka‘x-\-kt>‘y  — kc‘ 

on  l’ajoute  à ax-\-by  — c 

ce  qui  donne  x(a-\-ka')-\-y(b-t-kbr)  = c-\-kc‘  (2) 

Dans  cette  équation  qui  peut  remplacer  a'x-\-b'y  — c1,  tant 
que  h n’est  pas  nul  (p.  9,  c.  1) , k étant  arbitraire,  on  peut  lui 
donner  une  valeur  qui  annule  le  coefficient  de  x ou  celui  dey. 
Pour  annuler  ce  dernier,  on  pose 
&+/<•&' = 0 

d’où  If  — — ~ 

Cette  valeur  étant  attribuée  à h,  l’équation  (2)  devient 
x(a-\-ka‘)  — c-\-kc 1 

ou , mettant  pour  k sa  valeur  — ^ , 


/ ba‘\  bc‘ 

x[a--v)=c-v 

puis  x (ab‘ — ba‘)  ~ cb‘ — bc1  et  x — 
comme  ci-dessus.  On  peut  de  même  trouver  y. 


cb‘ — bc‘ 
ab'—ba •’ 


PROPOSITION  XII.  — PROBLÈME. 

Résoudre  trois  équations  générales  du  premier  degré  à trois 
inconnues. 

On  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme 

(1)  ax  -+-by  -f -cz  = d 

(2)  a'x  -y-b'y-t-c'z  = d1 

(3)  a"x-\-b"y-\-c"z  — d“ 

Pour  éliminer  z entre  ces  équations , on  multiplie  la  première 
par  c',  la  seconde  par  c;  on  retranche,  et  l’on  a 

(4)  (ac1 — ca')x-)-(6c' — c6')y  = de' — cd' 
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De  même  on  multiplie  (1)  par  c",  (3)  par  c,  on  reti-anche,  cl 
l’on  obtient 

(6)  ( ac ca")x-{-(bc" — cb")‘y  = de" — cd" 

Comme  l’équation  (3)  ne  diffère  de  (2)  que  parce  que  les  ac- 
cents ' sont  remplacés  par  ",  on  peut  sur  le  champ  obtenir  l’équa- 
tion (5)  en  remplaçant  dans  (4)  les  accents  ' par 

Remarquons  d’ailleurs  que  si  dans  tous  ces  calculs  on  prend 
les  coefficients  de  x pour  y changer  les  a en  d,  ou  ceux  de  y 
pour  y changer  les  b en  d,  on  trouvera  les  seconds  membres  des 
équations , ce  qui  tient  à ce  qu’il  en  est  ainsi  dans  les  équations 
données,  et  à ce  que  les  multiplicateurs  que  l’on  emploie,  ne 
contiennent  ni  a ni  b ni  d. 

Actuellement  on  peut  éliminer  y entre  les  équations  (4)  et  (ô); 
à cet  effet  on  multiplie  (4)  par  bc“ — b"c,  coefficient  de  y dans 
(5)  et  (5)  par  bc' — b'c , coefficient  de  y dans  (4),  puis  on  re- 
tranche. Remarquant  que  ces  deux  multiplicateurs  ne  contien- 
nent ni  a , a',  a",  ni  d , d',  d",  on  reconnaîtra  que  les  seconds 
membres  de  (4)  et  (6)  vont  se  trouver  traités  précisément  comme 
les  coefficients  de  x et  que  par  suite,  dans  tous  les  calculs  sui- 
vants, on  pourra  déduire  le  second  membre,  du  coefficient  dex, 
en  changeant  les  a en  d.  L’élimination  de  y donne 

x\(ac' — en (bc" — cb")  — (ne" — ca")  ( bc‘ — efc')]  = A 

en  désignan  t par  A ce  que  devient  le  coefficient  de  x si  l’on  y change 
les  a en  d.  Le  calcul  de  ce  coefficient  de  x peut  s’abréger;  car  si 
dans  la  première  partie  ( ac ' — ca‘)  (bc" — cb ")  on  change  les  ac- 
cents 'en  ",et  réciproquement, on  trouve  (ac" — ca")(bc' — cb'), 
ce  qui  forme  la  seconde  partie,  au  signe  près.  On  calculera  donc 
la  première  partie,  et  on  y fera  cette  permutation , en  changeant 
les  signes;  on  trouvera  deux  termes  abc'c"  et  — abc‘‘c‘  qui  se 
détruisent;  tous  les  autres  ont  le  facteur  c commun  et  l’équation 
précédente  devient 

cxlab'c'1 — ac‘b“-\-ca'b " — balc"-\-bc‘a" — cb'a "]  =z  A. 

Si  dans  le  coefficient.de  x on  change  les  a en  d , pour  former 
A,  le  facteur  c restera  aussi  commun  aux  termes  de  A ; on  pourra 
donc  supprimer  ce  facteur,  former  A et  puis  déduire 

9- 
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db'c" — dc'b"-{-cd‘b" — bd'c  '- \-bc'd “ — cb‘d" 

X ab'c" — ac‘b“-{-ca‘b"  —ba‘c‘‘-{-bc‘a‘' — cb'a" 

Pour  déduire  de  là  y , il  suffit  (p.  10),  dans  les  calculs  et  rai- 
sonnements, de  changer  les  « en  b,  et  réciproquement. Or,  celle 
permutation  faite  au  dénominateur  change  : 1°  le  premier  terme 
dans  le  quatrième,  2°  le  second  dans  le  troisième,  3°  le  troisième 
dans  le  sixième,  et  réciproquement.  Donc  elle  ne  fait  que  chan- 
ger le  signe  du  dénominateur.  Quant  au  numérateur  de^-,  il  se 
déduira  du  dénominateur  par  le  changement  des  b en  d. 

. ad'c" — ac'd“-\-ca'd“ — da'c“-{-dc'a'‘ — cd‘a“ 

J ab'c" — ac‘  b‘‘-\-ca‘b‘‘ — ba‘c‘‘-\-bc‘a" — cb'a" 

Dans  la  valeur  z le  dénominateur  sera  aussi  le  même,  et  on 
formera  le  numérateur  en  changeant  les  a en  c , de  sorte  que 

_ ab'd" — ad‘b"-\-db'a" — ba'd"-\-bd'a"—db'a" 
ab'c"  — ae'b"  -\-ca‘b" — ba'c"-\-bc‘a"  — cb'a"' 

Remarque.  Pour  former  le  dénominateur,  prenez  les  permuta- 
tions de  a et  b,  précédées  des  signes  qu’elles  ont  dans  le  cas 
de  deux  inconnues,  savoir  -+-ab , — la;  introduisez,  à par- 
tir de  la  droite,  la  lettre  c , successivement  à la  troisième , à ia 
deuxième,  à la  première  place,  et  conservant  à la  première  per- 
mutation de  trois  lettres , déduite  de  -{-al  et  de  — la  les  signes 
respectifs  de  ces  deux-ci , alternez  les  signes  à la  suite,  ce  qui 
donne  -{-abc,  — acb,-\-cab,  — bac,  -\-bca,  — cba. 

Enfin,  mettez  l’accent  ' sur  la  seconde  lettre  et  l’accent  " sur 
la  troisième,  dans  chaque  permutation;  le  résultat  sera  le  dé- 
nominateur 

ab'c" — ac‘b"-\-ca‘b" — ba'c"-{-bc‘a" — cb'a".  ' 

Pour  former  le  numérateur  d’une  inconnue,  il  suffit,  comme 
on  l’a  vu , de  changer  dans  ce  dénominateur  les  coefficients  de 
celte  inconnue,  dans  les  termes  tout  connus,  d,  d‘,d". 

PROPOSITION  XIII.  — PROBLÈME. 

Résoudre  m équation  du  premier  degré,  à m inconnues. 

Soient  x, , x, , x3 . . . xm  les  inconnues  ; les  équations  seront  de 
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la  forme  «,*,+ «,.r,-4-a3j;3--|-  etc.  -\-amxm  — a. 

Transposante:  dans  le  premier  membre,  on  mettra  cette  équa- 
tion sous  la  forme  A,  =0. 

On  fera  de  môme  des  autres , de  sorte  que  les  m équations  se- 
ront A , = 0 , A,  = 0 , A j = 0 A,n=0. 

On  éliminera  xm  entre  A,=l)  et  Amz=0,et  l’on  aura  une  équa- 
tion qui  ne  renfermera  plus  xm  ; je  la  représente  par  B,  = 0 ; de 
môme  on  éliminera  xm  entre  A,„  = 0 et  chacune  des  équations 
k,=0,  etc.,  Am— , =0  , ce  qui  donnera  en  tout  m — 1 équations, 
qui  ne  renferment  plus  xmt  et  que  je  représente  par 

B,  =0 , B,  = 0 , Bt  =: 0 B,,,-,  = 0. 

Entre  l’équation  Bm_,=:0  et  chacune  des  équations  B,  —O, 
B,  =0,  etc.,  on  éliminera  jrm_ ,,  et  l’on  aura  m — 2 équations 

C, =0,C,=:0 Cm_,  = 0, 

qui  ne  renferment  ni  .r,„ , ni  xm_,. 

On  déduira  de  môme  de  ces  derniers  m — 3 équations 

D, =0,  D,  = 0 Dm_3  = 0, 

qui  ne  renferment  pas  a,’„_ , , xm— , , xm. 

Continuant  d’opérer  de  même,  on  arrivera  à trois  équations 
N,  =0,N,=:0,  N3  = 0,  qui  ne  renferment  que  x, , x,,  x3. 

Entre  N3=0  et  chacune  des  deux  autres,  on  éliminera  æ’3  , ce 
qui  donnera  deux  équations  P,  = 0 , P,  = 0 entre  x, , x,  ; élimi- 
nante, de  ces  équations,  on  aura  une  équation  Q,=0  qui  ne 
renfermera  que  x,  ; on  en  tirera  donc  la  valeur  de  cette  inconnue. 
On  substituera  celte  valeur  dans  P,  = 0,  et  on  pourra  en  tirer  x,; 
ces  valeurs,  substituées  dans  N3  = 0,  donneront  x3,  et  ainsi  de 
suite.  D’ailleurs  si  les  équations  A,=:0,  A,=0,  etc.,  An— 0 sont 
littérales,  on  pourra  déduire  de  l’expression  de#,,  celles  des 
autres  inconnues,  par  de  simples  permutations  de  lettres. 

Remarque.  Les  formules  générales  trouvées  ainsi  comme  solu- 
tions des  équations,  peuvent  servira  résoudre  les  équations  nu- 
mériques. Soit,  par  exemple,  les  équations 

5x_7j=6  , ly  = 58. 

On  les  comparera  aux  équations 

ax-j-by  — c , a‘X-\~b ‘y  — c‘ 
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ch‘ — c'b  ac‘ — a'c 

où  x — — ; ; » 7 — — n T- 

■ - ab‘ — a‘b  J ab' — a'b 

Pour  rendre  ces  équations  générales  identiques  avec  les  équa- 
tions numériques  données,  il  n’y  a qu’à  supposer 

a=5 , b—  — 7,  e=:6,  a'—  9,  b‘—\\  , c'=58; 
avec  cela  les  expressions  de  x et  y deviennent 

6x11-58  (-7)  _ 66+406  _ 472 
^"Ôxll—  9 (—7)  55+  63  118 

5x58 — 9x6  _ 290—54 236  _ a 

X~  6x1 1-9  (-7)  “ 55+63  118  ' 

Dans  ces  substitutions  il  peut  se  présenter  des  cas  singuliers;  ' 
il  peut  se  faire,  par  exemple,  que  le  dénominateur  ab'—ba'  de- 
vienne nul.  Il  peut  arriver  des  cas  analogues  dans  les  équations 
à une  inconnue.  Ce  sont  ces  cas  qu’on  va  examiner.  On  suppo- 
sera l’équation  à une  inconnue  ramenée  à la  forme  axz=b , a et 
b pouvant  être  des  polynômes  qui  renferment  tant  de  lettres 
connues  qu’on  voudra. 

Du  reste  il  est  plus  simple  de  traiter  directement  les  équations 
numériques , plutôt  que  de  recourir  aux  formules  générales. 


PROPOSITION  XIV.  — THÉORÈME. 

Soit  ax  = b une  équation  à une  inconnue  ; tant  que  a ne  sera 

b . 

pas  nul,  l’équation  n’admettra  qu’une  seule  solution  x =-  ; si 
x se  présente  sous  la  forme  ^ , l’équation  n’admettra  aucune  so- 
lution calculable;  si  x se  présente  sous  la  forme  - , l’équation 

admettra  telle  valeur  de  x qu’on  voudra.  Réciproquement , si  l’é- 
quation admet  une  solution  calculable  et  unique,  a n’est  pas  nul; 

, . b 

si  l’équation  n’a  aucune  solution  , x se  présente  sous  la  forme  - , 
et  si  l’équation  a plus  d’une  solution , x se  présente  sous  la 

f o 

forme 

J 0 

1°  En  effet,  si  a n’est  pas  nul , l’équation  ax  = b ne  peut  ad- 
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mettre  pour  x qu’une  valeur  qui , multipliée  par  a,  reproduit  b , 

b 

valeur  qui  n’est  autre  que  le  quotient  de  - , et  ce  quotient  est 


unique. 

2°  Si  x se  présente  sous  la  forme  ^ , 


c’est  que  a est  devenu 


zéro;  dans  ce  cas , l’équation  ax  — b devient  O.a;  = b.  Or,  il 
n’existe  aucun  nombre  qui , multiplié  par  zéro , puisse  donner 
un  produit  b différent  de  zéro.  Donc  il  n’y  a aucun  nombre  qui 
puisse  satisfaire  à 0.x — b. 

3*  Si  - , valeur  de  i,  se  présente  sous  la  forme  ~ , c’est  que 
a 0 

a et  b sont  devenus  nuis  tous  les  deux;  mais  alors  l’équation 
ax  — b devient  0.ar=0  ; elle  est  satisfaite  par  toute  valeur  qu’on 
mettra  à la  place  de  x;  c’est  ce  qu’on  exprime  en  disant  que  l’é- 
quation est  indéterminée. 

Réciproquement.  1°  Si  ax  — b a une  solution  unique  et  calcu- 
lable, a n’est  pas  nul. 

Car  si  a était  nul,  d’après  ce  qu’on  vient  de  prouver,  l’équa- 
tion serait  ou  impossible  ou  indéterminée. 

2°  Si  l’équation  est  impossible,  a est  nul  et  b ne  l’est  pas.  Car  si 
a n’était  pas  nul,  l’équation  serait  possible  d’une  manière;  sia  et  6 
étaient  nuis,  l’équation  admettrait  une  infinité  de  valeurs  pour  x. 

3°  Si  l’équation  a plus  d’une  solution,  a et  b sont  nuis;  car 
sans  cela  l’équation,  ou  n’aurait  qu’une  solution,  ou  n’en  au- 
rait aucune,  selon  que  a ne  serait  pas  nul,  ou  qu’il  le  serait 
sans  que  b le  fût. 

Corollaire.  On  a montré  que,  en  général,  il  n’est  pas  permis 
de  diviser  par  zéro  les  deux  membres  d’une  équation  (p.  7,  r.); 
cependant  il  résulte  de  la  proposition  qu’on  vient  de  prouver,  que 


la  formule  x — - est  toujours  d’accord  avec  l’équation  ax  — b, 
même  dans  le  cas  où  cette  équation  devient  0.x  = 6,  et  où  par 
conséquent  on  ne  peut  pas , à priori,  en  déduire  x—^p 


Remarque  1.  Pour  se  faire  une  idée  de  ce  que  peut  signifier  le 
symbole  -,  il  n’y  a qu’à  supposer  que  a est  infiniment  petit  dans 
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d’une  expression  telle  que  (l-t-d)m,  où  m augmente  vers  l’infini, 
tandis  que  d diminue  jusqu’à  zéro.  Dans  aucun  de  ces  trois  cas 
on  ne  saurait  affirmer  à priori  ce  que  devient. l’expression  qui 

affecte  l’une  ou  l’autre  de  ces  formes.  D’après  cela  - peut  être  re- 
gardé comme  une  solution  deO.:r=:£;  caria  substitution  donne 
b # b 

0 X - = b;  mais  0 x — ou  0 x ce  est  indéterminé,  et  il  n’est  pas  a b- 

surde  de  le  supposer  égal  à b.* Du  reste,  si  on  suppose  a infini- 

b ) 

ment  petit  au  lieu  de  le  supposer  nul,  b étant  fini,  - sera  infini- 


ment grand  et  satisfera  toujours  à ax=b. 

Remarque  2.  L’équation  ax  — b peut  provenir  d’une  autre 
équation  qui  aura  été  transformée.  Or ,'ax  — b,  peut  être  indéter- 
minée sans  que  celle  d’où  elle  provient,  le  soit.  Pour  donner  un 
exemple  de  cette  circonstance,  supposons  que  l’on  ait  l’équation 


(1)  x(a3-\-a2b-+-ab''-{-b3)=.ai-+-a:tb-]-a,b'‘-\-ab3-\-bi 

et  que,  dans  la  vue  de  la  simplifier,  on  la  multiplie  par  a — b , ce 
qui  donne 

(2)  x(as‘-b'>)  = *'—bK 


Si  l’on  suppose  ici  a— b,  cette  équation  (2)  devient  indéter- 
minée; mais  l’équation  (1)  ne  l’est  pas;  car  elle  devient 

4a3x  — 5a*  d’où  x—-t  a. 

4 


Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  (p.  7,  r.)  il  n’est  permis  de 
multiplier  l’équation  (1)  par  a — b que  si  ce  facteur  n’est  pas  nul , et 
précisément  si  a=b,  ce  facteur  est  nul.  Ainsi  l’équation  (2)  ne 
saurait,  dans  le  cas  actuel,  remplacer  (I). 

Remarque  3.  En  opérant  directement  sur  une  éq.  numérique, 
on  efface  immédiatement  les  termes  qui  se  détruisent,  de  sorte 


que  dans  ce  cas  on  n’obtiendra  jamais  pour  x les  symboles  - , jj; 


néanmoins  le  calcul  indique  d’une  manière  très-précise  les  cir- 
constances qui  répondent  aux  cas  où  ces  symboles  doivent  se 
présenter  et  sc  présenteraient  en  effet,  si  on  recourait  à des  for- 
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mules  générales.  Car  si  x doit  affecter  la  forme  - , c’est  que  a est 

nul , et  b ne  l’est  pas;  donc  l’équation  ax  —b,  débarrassée  des  ter- 
mes qui  se  détruisent , sera  0=  b ; et  réciproquement.  Ainsi  c’est 
' une  absurdité  telle  que  1 = 0 , 2 = 0 , etc. , qui  indiquera  que  l’é- 
quation n’a  pas  de  solution  finie.  Au  contraire  si  x doit  être  jj , 

l’équation  ax—b  deviendra  0..«  = 0,  ou  0 = 0,  et  réciproque- 
ment; de  sorte  que  l’indétermination  se  manifestera  par  une 
identité. 

Le  premier  cas  a lieu  dans 


13  3 2 

3*_7  + --4,c  = 2 + -;r  + -*  + 


x 


Chassant  les  dénominateurs , on  aura 

36a;  — 84  + 6 — 9x=24+ 1 8a;  — ( — 8x + ;r 
ou  36x  — 9x — 18x  — 8.r — x = 24+84 — 6. 

ou  0 = 102. 


, , . „ „ 1 3 • ,1  2 x 1 

Le  second  dans  2a— 5+ - — 4<r=— 4+-a:+gx+— — jj 

d’où  24.r — 60+6 — 9 c = — 48+6.r+8.r+x — 6 

puis  24.r — 9x—6x — 8x — x = 60 — 6 — 48 — 6 

ou  0 = 0. 

Définition  7.  Une  équation  est  dite  une  conséquence  d’une  au- 
tre lorsque  toutes  les  solutions  de  celle-là  satisfont  à celle-ci. 

Une  équation  est  dite  distincte  d’une  autre,  lorsque  ces  deux 
équations  n’ont  qu’un  nombre  limité  de  solutions  communes. 

Si  deux  équations  n’ont  aucune  solution  finie  commune,  on 
les  nomme  incompatibles;  sinon,  on  dit  qu’elles  sont  compa- 
tibles. 

PROPOSITION  XV.  — THÉORÈME. 


Si  dans  les  deux  équations  ax+by  = c,  a'x+b'y  = c',  les 
coefficients  b,  b',  ne  sont  pas  nuis  tous  les  deux , 1°  Les  équa- 
tions admettent  une  seule  solution  finie  commune , toutes  les  fois 
que  ab' — a 'b  n’est  pas  nul;  2°  elles  n’en  ont  aucune  si  x se  pré- 
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sente  sous  la  forme--,  3°  elles  sont  une  conséquence , l’une  de 
„ ■ 0 _ 

l autre,  si  x est  -.  Les  réciproques  sont  vraies. 

Supposons  que  b ne  soit  pas  nul  ; d’après  le  c.  1 , p.  9,  si  l’on 
ajoute  les  deux  équations  après  avoir  multiplié  la  première 
par  un  facteur  quelconque,  et  la  seconde  par  un  facteur  diffé- 
rent de  zéro,  le  résultat  pourra  remplacer  cette  seconde  équation. 
Pour  le  premier  facteur  nous  prendrons  b'  et  pour  le  second, 
— b.  Ainsi  nous  remplacerons  les  deux  équations  ci-dessus  par 

ac  — c (1) 

et  ( a.c-\-bjr)b ‘ — (a'x  -j-  b ‘y)b  —cb  ‘ — bc‘ 
ou  ar  (ab' — a'b)—cb‘ — bc‘.  (2) 

toutes  les  solutions  finies  qui  conviennent  aux  équations  pro- 
posées, satisferont  à (1)  et  (2)  et  réciproquement. 

Or,  si  ab' — a'b  n’est  pas  nul,  l’équation  (2)  donnera  pour  a- la 
cb1  — bc‘ 

valeur  unique  et  finie,  .t=— — — ■,  et  celle-ci  étant  substituée 
dans  l’équation  (1),  on  obtiendra  une  seule  valeur  dey,  finie,  qui 

CIC  * CCI  * 

sera  Y— ; — • Ainsi  les  proposées  admettront  aussi  une  so- 

J ab'—ba'  r r 

lution  unique  et  finie. 

cb*  bc*  1 

2°  Si  x — — ; — se  présente  sous  la  forme  -,  c’est  que 

. ab' — ba'  0 

ab' — ba'  est  nul,  sans  que  cb' — bc'  le  soit,  et  l’équation  (2)  est 

impossible.  Donc  les  proposées  ri’admettent  aucune  solution  finie. 

*Quant  à y-,  il  sera  jj  ou  Il  ne  saurait  être  jj  que  dans  les 


circonstances  suivantes  : 

*a  et  a'  sont  nuis,  ce  qui  rend  en  effet  nulle  la  quantité 
ac‘ — ca‘,  numérateur  de  y. 

*c  et«  nuis,  a‘  ne  l’étant  pas,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu;  car  si 
a était  nul,  le  dénominateur  ab‘ — ba‘  se  réduirait  à ba'  et 
comme  b n’est  pas  nul,  non  plus  que  a‘,  ce  dénominateur  ne 
serait  pas  zéro. 
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*c'  et  a1  nuis,  a ne  l’étant  pas.  Dans  ce  cas  le  dénominateur  sc 
réduirait  à ab';  comme  il  doit  être  nul  sans  que  a le  soit , il  fau- 
drait que  b‘  le  fût;  mais  si  c‘  et  b'  étaient  nuis,  cb‘ — 6c',  numé- 
rateur de  x le  serait  aussi,  ce  que  nous  ne  supposons  pas. 

"c,  c‘  nuis , ce  qui  nesepeutpas  non  plus;  car  cb‘ — 6c'  serait 
encore  nul. 

"Aucun  des  cas  précédents  n’ayant  lieu,  je  dis  ac‘ — a'c  ne 
saurait  être  nul.  Car  si  l’on  avait  ac'  — a'c,  comme  on  a aussi 
a‘b  — b'a , on  aurait 


ac'Xa'b  — a'cXb'a 


et  comme  ni  a ni  a'  n’est  n.ul,  on  peut  diviser  par  aa‘,  et  l’on 
aurait  c'6  = cb‘,  ce  qui  annulerait  encore  le  numérateur  de  x, 
chose  impossible  ici. 


"Donc  si  « et  a'  sont  nuis  tous  les  deux , y est  - ; sinon  il  est  -. 
3°  Supposons  que  x prenne  la  forme  jj;  dès  lors  ab1 — a‘b, 


cb‘ — b‘c , sont  nuis  tous  les  deux;  l’équation  (2)  devient  iden- 
tique et  les  deux  proposées  se  réduisent  à l’équation  (1);  or 
comme  6 n’est  pas  nul,  on  pourra  prendre  x à volonté,  et  pour 
chaque  valeurarbilrairede# , cette  équation  donnera  une  valeur 
dey';  donc  les  équations  sont  indéterminées,  toutes  les  solutions 
de  (1)  satisfont  aussi  à a‘x-\-b‘y  ~ c',  puisque  les  deux  équa- 
tions peuvent  être  remplacées  par  (1),  et  celle-là  est  une  consé- 
quence de  (I). 


"La  valeur  de  y se  présentera  aussi  sous  la  forme  -.  Car  de 


ab1 — ba'  — 0 , bc1 — 6'c  — 0,  on  tire 


ab' ~ ba',bc' = b'c 

d’où , multipliant , bb'ac'  = bb'ca' 

\ 

"Si  b1  n’est  pas  nul , comme  b ne  l’est  pas , on  tire  de  1 kae'—ca  ', 

0 ' 

et  j est  -. 

"Si  6'  est  nul , comme  bc‘ — 6'c  = 0 , il  faut  que  c'  le  soit , vu 
que  h ne  l’est  pas;  mais  alors  ab' — ba'  = 0,  donne  ba'  = 0 , ce 
qui  exige  que  a ‘ soit  nul;  donc  ac ' — ca‘,  numérateur  de  y 


■ 
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l’est,  et  y sera  Dans  ce  cas  la  seconde  équation  a'xy-by=c' 
devient  0 — 0. 

''Mais  si  a et  a' sont  nuis, y n’est  pas  indéterminé,  quoiqu’il 

se  présente  sous  la  forme  jj;  car  l’équation  (1)  se  réduit  alors  à 
c 

by  = c,,  d’où  y — C’est  ici  le  cas  d’appliquer  une  remarque 

faite  plus  haut;  car  pour  trouver^-,  on  a mis  dans  (l)  pour  x 
sa  valeur  et  on  a réduit  c au  même  dénominateur  qui  est  nul, 

c’est-à-dire  qu’on  a pris  0.  jj+6;T  — c>  et  au  l*eu  d’en  déduire 

by  = c,  on  en  déduit  by  — c — jj  et  réduisant  au  même  déno- 

0 _ , ac‘ — ca‘ 

minateur  by  Cependant  la  valeur  y — — — — peut  être 


préparée  de  manière  qu’elle  se  change  en  y — A cet  elfct  on 
n’a  qu’à  y faire  a'  = a-{-h , et  l’on  aura 

ac‘ — ca‘  ac' — ca — ch 


. r = 


ab‘ — ba'  ab' — ba — bh 


. . . . „ — ch  c 

taisant  ici  a = 0 , on  trouve  r = — — = — 

J —bh  b 

et  cette  expression  ne  renfermant  plus  h , on  peut  faire  h — 0 , 

Q 

ce  qui  donne  aussi  a‘  — 0 , et  y reste  égal  à Donc  l’expression 

dey  est  néanmoins  propre  à fournir  la  vraie  valeur  de  cette  in- 
connue. 

Concluons  de  là , que  dans  tous  les  cas  où  b n’est  pas 

çjfy1 1)0* 

nul,  la  valeur  de  x — — — indique  exactement  toutes  les 
ab — ba 

circonstances  affirmées  dans  l’énoncé  du  théorème. 
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Remarquons  encore  que  dans  le  cas  où 

ab' — ba‘  ■=  0 , et  bc' — cb‘  — 0 , 
on  q’a  qu’à  poser  b'  — bk , et  on  aura 

abfr=za'b,  c‘h  — cbk 


d’où,  puisque  b n’est  pas  nul , 


a'  = ak , c‘  — ck 

Par  conséquent  l’équation  a'x+by  — c'  devient 
akx-\-!ky  — ck 


Ainsi  ses  deux  membres  sont  des  équimultiples  de  ax-\-J,y  — c, 
dont  elle  est  par  suite  une  conséquence. 

Quant  aux  réciproques,  on  observera  que  les  équations  pro- 
posées ne  peuvent  présenter  que  trois  cas  : 1°  admettre  une 
seule  solution  finie  , 2°  en  admettre  plus  d’une,  3°  n’en  admettre 
aucune.  La  valeur  de  x ne  peut  aussi  offrir  que  trois  cas  : être 


...  0 1 

finie,  être  -,  ou  -.  Chacun  de  ces  trois  cas  de  x entraîne  comme 


conséquence  l’un  des  trois  premiers;  donc,  vice  versd,  chacune 
des  trois  premières  circonstances  entraîne  l’une  des  trois  der- 
nières. Par  exemple  si  les  équations  admettent  plus  d’une  solu- 


tion , x sera  car  si  x était  fini  ou  i,  les  équations,  ou  n’au- 


raient qu’une  solution,  ou  n’en  auraient  aucune. 

Remarque.  Si  b et  b‘  sont  nuis  tous  les  deux,  les  équations 
proposées  ne  peuvent  plus  être  remplacées  par  (1)  et  (2);  mais 
dans  ce  cas  on  peut , dans  la  discussion  précédente,  changer  x 
en  y et  les  b en  a.  Or , a n’étant  pas  nul , l’équation 


y(ab‘ — ba‘)  — ac‘ — a'c 


qui  remplace  ici  (1)  est  impossible  si  ac‘ — a'c  n’est  paô  nul; 

,1  . 1 

y est  alors  - , quant  à x , on  reconnaît  qu  il  est  aussi  -. 

Si  ac‘ — a'c  est  nul,  il  y a indétermination  et  y est  jj. 
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Quant  à x qui  se  présente  aussi  sous  la  forme il  est  égal  à 

0 a 

Enfin,  si  b , b‘,a,  a'  sont  nuis,  il  faut  recourir  aux  équations 
données  qui  donnent  alors  0 :=  c , 0 = c‘  et  sont  impossibles. 


PROPOSITION  XVI.  — THÉORÈME. 


Soient  trois  équations  à trois  inconnues  ax-f-by-f-cz  rz  d, 
a'x+b'y+c'z  = d',  a"x+b"y-f-c"z  = d";  soit  A le  dénomi- 
nateur commun  des  valeurs  de  x,  y,  z,  (p.  12);  pourvu  que  les 
deux  binômes  cb'— bc',  cb"— bc",  ne  soient  pas  nuis  tous  les 
deux , 1°  ces  équations  admettront  me  solution  unique  et  finie , 
si  A n’est  pas  nul , 2°  elles  n’en  admettront  aucune  si  la  valeur 

de  x est-,  30  elles  en  admettront  une  infinité  si  x est  jj.  Les  réci- 


proques sont  vraies. 

Puisque  cb' — 6c',  cb" — bc",  ne  sont  pas  nuis  tous  les  deux, 
il  s’ensuit  que  c , c',  c"  ne  sont  pas  nuis  tous  les  trois,  sans  quoi 
ces  deux  binômes  seraient  nuis.  Ainsi  on  peut  supposer  que  c 
n’est  pas  nul. 

Reprenons  les  équations 


(1)  ax  -t -t.y  -\-cz  — d 

(2)  a'x  -t-6'j  ~f-c'z  = d' 

(3)  a"x-\-b"y-irc"z  = d" 

Puisque  c n’est  pas  nul,  on  peut  remplacer  l’équation  (2)  par 
c‘  (ax-+-by-\-cz) — c(a‘x  -+-b'y  -\-c‘z)  — de'  —cd'  (p.  9 ,c.  1) 
et  (3)  par 

c 1 ‘(ax-\-by-\-cz) — c(a“x-\-b"y-{-c"z)  — de" — cd"  (ib.) 

Ainsi  les  trois  proposées  seront  remplacées  par  (I) 

avec  4)  x(ac‘  — ca')-(-y(6c/  — c6')  = de'  — cd' 
et  6)  x(ac" — ca'^-^ylfic" — cô")  = de" — cd" 

Enfin  si  bc' — cb1  n’est  pas  nul,  on  peut  remplacer  celte  der- 
nière par  celle  qu'on  obtient  en  multipliant  (4)  par  bc"—cb ", 
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(6)  par  bc‘ — ci1,  et  retranchant  (p.  9,  c.  1),  ce  qui  donne  une 
équation  de  la  forme 

(6)  Aï  = B * ' (p.  12) 


et  les  proposées  sont  remplacées  par  (1),  (4)  et  (6). 

Or,  1°  si  A n’est  pas  nul,  l’équation  (6)  donne  pour  x une  va- 
leur unique  ; si  l’on  substitue  cette  valeur  de  x dans  (4) , celle-ci 
fournira  une  seule  valeur  de  y ; enfin  ces  valeurs  de  x ety  étant 
substituées  dans  (1),  on  tirera  de  celle-ci  une  valeur  de  z. 

2°  Si  x ou  5.  est  i,  A est  nul  sans  que  B le  soit,  et  l’équa- 

A 0 


tion  (6)  sera  impossible. 

Donc  (1),  (2),  (3)  sont  incompatibles. 

3°  Enfin,  si  x est  c’est  que  A et  B sont  nuis , et  l’on  n’a  plus 


que  les  équations  (1)  et  (4);  on  pourra  donner  à x une  valeur 
quelconque;  l’équation  (4)  donnera  y et  l’équation  (1)  donnera  z; 
ainsi  les  proposées  sont  indéterminées. 

Quant  aux  réciproques,  on  les  démontre  comme  à la  proposi- 
tion précédente. 

Remarque.  Si  lc‘ — ci1,  hc“ — ci"  sont  nuis  tous  les  deux, 
sans  que  c le  soit,  les  proposées  peuvent  être  remplacées  par 
(1),  (4)  et  (6);  ces  deux  dernières  se  réduisent  à 


, ( ac‘  — a'c)  x — dc‘  — cd‘ 

' ( ac“ — a“c)  x=dc“ — cd". 

Si  ces  deux  équations  fournissent  pour  œ une  même  valeur  finie, 
on  substituera  cette  valeur  dans  l’équation  (1),  où  y restera  ar- 
bitraire, et  elle  donnera  z.  Ainsi  les  proposées  seront  indéter- 
minées, au  moins  par  rapport  à^\  Si  les  équations  (7)  ne  don- 
nent pas  pour  x la  même  valeur,  elles  sont  incompatibles  et  les 
proposées  aussi. 

Reste  à examiner  le  cas  où  c,  c',  c"  sont  nuis  dans  (l) , (2) , 
(3).  Alors  ces  équations  se  réduisent  à 


ax  — (— 6y  — d 
a‘x  — f-6'y  —d‘ 
a“x-\-l>“y  = d". 
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Ici  z reste  indéterminé;  quant  à x et  y*,  plusieurs  cas  sont  à 
distinguer. 

1°  L’une  de  ces  équations  peut  être  incompatible  avec  l’une 
des  deux  autres,  et  par  suite  il  y a impossibilité. 

2°  L’une  des  trois  équations  est  une  conséquence  de  l’une  des 
deux  autres,  et  celle-là  peut  être  supprimée,  tandis  que  l’on  dis- 
cutera ces  deux  autres. 

3“  Si  aucun  de  ces  cas  n’a  lieu , on  résoudra  deux  des  trois 
équations,  et  on  substituera  dans  la  troisième  les  valeurs  trou- 
vées; si  celle  troisième  équation  est  satisfaite,  on  pourra , à ces 
valeurs  de  x ely,  joindre  telle  valeur  de  z qu’on  voudra;  sinon, 
les  équations  sont  incompatibles. 

PROPOSITION  XVII.  — TIIKORÉMH. 

Soient  m équations  à tn  inconnues  A,  = 0,  Aa  = 0, ...  A,„:=0, 
les  inconnues  étant  x, , x,  ,...xm;  supposons  que  xIU  ne  manque 
pas  dans  toutes , et  que  Am  = 0 le  contienne  ;■  entre  celte  équa- 
tion et  chacune  des  m — 1 autres  , éliminons  x,,, , et  soient 
B,  =0  , B,  — 0 , . . . Bm_ , = 0 les  résultats.  Supposons  que,  vm_ , 
ne  manque  pas  dans  toutes  et  que  Bm— ,=0  le  contienne;  éli- 
minons cette  inconnue  entre  cette  équation  et  chacune  des 
précédentes  Bm— , — 0 ,.. . B,  =0 ; soient  C,  = 0,...  Cni_ ,r:0 
les  résultats.  Continuons  à éliminer  de  même  successivement 
xm— ,,  xm— 3 . . . . x3 , et  supposons  en  général  que  x„  ne  manque 
pas  dans  toutes  les  n équations  à n inconnues  x, , x, . . . • xn; 
soient  P,  = 0 , Pa  = 0 les  équations  qui  ne.  renferment  plus 
x3,...xm;  supposons  que  x,  ne  manque  pas  dans  toutes  les  deux 
et  que  P,  — 0 le  contienne.  Éliminons  x,  entre  ces  deux  équa- 
tions ; soit  Ax,  = B le  résultat.  Si  A n’est  pas  nul , les  équations 
proposées  admettront  une  seule  solution  finie;  si  A est  nul,  sans 
que  B le  soit , elles  n’en  admettront  aucune  ; enfin,  si  h et  B sont 
nuis , elles  en  admettront  une  infinité.  Les  réciproques  sont 
vraies , sous  les  mêmes  conditions , pqr  rapport  à 

Xm  , X—,  ....  X„  ....  X,. 

En  effet,  représentons  l’équation  Am=  0 par 
S + arm  — 0 
etA,  = 0par  S'-|-«'xra  = 0. 

io 
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Si  a n’est  pas  nul , la  seconde  équation  peut  être  (p.  9 , r.  1 ) 
remplacée  par 

(S-|-aarm)  a‘—  (S'-H*'4\»)  a — 0 
ou  Sa' — S'a  = 0, 

c’est-à-dire  par  l’équation  qu’on  obtient  en  éliminant  xm,  équa- 
tion que  nous  avons  désignée  par  B,  =0. 

Ainsi  a n’étant  pas  nul,  c’est-à-dire  xm  ne  manquant  pas  dans 
Am=0,  l’équation  A,=0  peut  être  remplacée  par  B,z=0.  De 
même  Aa=0,  k3=z0,...km—,z=0  pourront  être  remplacées  par 
Ba=0,...Bm_,=0. 

Par  un  raisonnement  semblable,  on  reconnaît  que 
B,  = 0, Bm_,  = 0 

peuvent  être  remplacées  par  C,=:0, Cm_,  = 0,  etc.;  de 

sorte  qu’en  définitif  les  proposées  sont  remplacées  par  les  m éq. 

Ain~0 , Bm_,  = 0,  Cm_a=0  Pa=0,  Ax,—B=0, 

dont  la  première  contient  au  moins  xm,  la  seconde  xm—,,  la 
troisième  a?m_ a , . . . . l’avant-dernière  x,. 

Or,  si  A n’est  pas  nul,  la  dernière  donnera  pour#,  une  valeur 
finie,  à laquelle  répondra  une  valeur  finie  de  x,,  fournie  par 
Aa  = 0 ; on  aura  de  même  une  valeur  finie  pour  chacune  des  in- 
connues x3,xi,....xm,  celte  dernière  étant  donnée  par  Am = 0. 

Si  A est  nul  sans  que  B le  soit,  l’équation  kx , — B=0  est  im- 
possible; donc  les  proposées  le  sont. 

Si  A est  nul  avec  B , cette  dernière  équation  est  identique  ; 
on  peut  prendre  x,  à volonté , et  les  proposées  sont  indéter- 
minées. 

Les  réciproques  s’établissent  facilement. 

Remarque.  Si  xm  manque  dans  toutes  les  équations  proposées, 
ou  xm—,  dans  toutes  les  équations  B,  = 0....  Bm_,  = 0;  ou  etc., 
ou  a?a  dans  les  deux  équations  P,  rz:  0 , Pa=0  , les  conséquences 
ci-dessus  n'ont  plus  lieu.  Les  circonstances  qui  ont  lieu  dans  ce 
cas  sont  analogues  à celles  qu’on  a discutées  p.  16,  rem. 

PROPOSITION  XVIII.  — THÉORÈME. 

Des  équations  au  nombre  de  m — n , avec  m inconnues , sont , 
en  général,  indéterminées ; m-f-n  équations  avec  m inconnues 
sont , en  général  impossibles. 
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1°  Soient  A,=0,  A',^0, Am_ „ = 0 les  équations»  „ 

x,  , a+ xm  les  inconnues.  Supposons  que  A,  = 0 con- 

tienne xm  ; que  si  l’on  élimine  xm  entre  cette  équation  et  cha- 
cune des  autres,  parmi  les  nouvelles  équations  il  y en  ait  au 
moins  une  qui  renferme  a?m_,,  etc.;  on  pourra  remplacer  les 
proposées  par  ni — n équations  : 

A,  =0  , B,  =0, K,=0,  L,=0, 

dont  la  seconde  ne  renferme  pas  xm , la  troisième  ni  xm,  ni 
xm—,  , etc.,  dont  la  dernière  ne  renferme  aucune  des  inconnues 
.rm  . . . . ; mais  peut  renfermer  toutes  les  inconnues 

•t,  , a?,  . . . . arn-i-t.  A n— j— 1 de  ces  inconnnes  , on  donnera  des  va- 
leurs arbitraires,  l’équalion  L,  =0  fournira  une  valeur  pour  l’au- 
tre, et  ainsi  de  suite.  — Donc  les  équations  sont  indéterminées. 

2°  Si  l’on  a m-\-n  équation  avec  ni  inconnues , on  pourra  de 
m de  ces  équations  tirer  les  valeurs  des  m inconnues,  et  ces  va- 
leurs ne  satisferont  aux  n équations  restantes  que  dans  des  cas 
particuliers.  Si  les  771+77  équations  sont  complètes,  et  si  tous  les 
coefficients  sont  des  lettres  dont  chacune  puisse  être  prise  arbi- 
trairement, la  substitution  des  valeurs  des  m inconnues  dans 
les  77  équations  restantes,  fournira  77  équations  de  condition  entre 
ces  coefficients. 

Soient , pour  exemple , les  trois  équations 

ax-\-by=.c  , a'x~\-b'y~c' , a"x->rb"y  — c". 

Des  deux  premières  011  tire 

cb‘  — bc'  ac‘ — ca' 

ab' — ba'  ’ ^ ab' — bn‘ 

Ces  valeurs  devront  satisfaire  à la  troisième;  or,  pour  cela  il 
faut  qu’on  ait 

. cb‘ — bc'  , ac‘ — ca' 

a".— h b".— ; — — c" 

ab' — ba'  ab' — ba' 

et  si  les  coefficients  sont  arbitraires,  on  peut  les  prendre  de  ma- 
nière que  celte  condition  ait  lieu.  Mais  on  peut  aussi  les  prendre 
de  façon  qu’elle  n’ait  pas  lieu;  et,  comme  pour  les  valeurs  don- 
nées de  a,  a',  a",  b,  b',  b'\  c,  c‘,  on  peut  prendre  c"  d’une  in- 
finité de  manières , telles  que  cette  même  condition  n’ait  pas  lieu  ; 
on  dit  que,  en  général , elle  n’est  pas  satisfaite  et  que  les  équa- 
tions données  sont  impossibles. 

10. 
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Remarque.  Il  faut  donc  bien  se  garder  de  croire  que  l’énoncé 
de  la  proposition  actuelle  signifie  que  toujours  m — n équations  à 
m inconnues  sont  indéterminées , et  nr-f-n,  impossibles.  D’abord 
on  ne  peut  pas  toujours  remplacer  les  équations  proposées  par 
celles  qui  résultent  des  éliminations  indiquées , et  c’est  ce  qui  est 
prouvé  proposition  9.  En  second  lieu,  l’équation  qui  provient  de 
la  dernière  élimination,  peut  elle-même  être  impossible  ou  indé- 
terminée. Si  donc  nous  disons  que  cette  proposition  est  vraie 
en  général,  il  faut  sous-entendre  que,  tant  que  les  équations 
proposées,-  sont  des  équations  littérales  complètes  et  générales, 
où  tous  les  coefficients  sont  des  lettres  arbitraires , contre  un  cas 
qui  fait  exception,  il  y en  a toujours  une  infinité  qui  rentrent  dans 
l’énoncé  de  la  proposition. 

Du  reste,  dans  les  exemples  numériques,  l’élimination  fera  re- 
connaître les  exceptions.  Ainsi,  dans  le  cas  déni — n équations  à 
ni  inconnues,  il  peut  se  faire  que  l’élimination  conduise  à des 
symboles  d’impossibilité  tels  que  4=0,  etc.;  et  si  l’on  a m-\-n 
équations  à m inconnues,  on  peut  tomber  sur  des  cas  d’indéter- 
mination. 

PROPOSITION  XIX.  — THÉORÈME. 

Si  dans  la  résolution  d'un  problème  purement  arithmétique , 
on  ne  trouve  pour  une  ou  plusieurs  des  inconnues  que  des  valeurs 
négatives,  on  peut  affirmer  que  le  problème  est  impossible  ; de 
plus,  si  dans  les  équations  du  problème  on  change  les  signes  de 
ces  mêmes  inconnues , les  équations  seront  satisfaites  par  toutes 
les  valeurs  trouvées,  prises  abstraction  faite  des  signes. 

En  effet  un  problème  purement  arithmétique  ne  peut  être  ré- 
solu que  par  des  nombres  absolus  ; si  donc  les  équations  de  ce  pro- 
blème ne  donnent  que  des  valeurs  négatives  pour  une  ou  plusieurs 
des  inconnues,  c’est  que  le  problème  est  impossible. 

En  second  lieu  soient  x~ — a,  y= — b,  etc.,  les  valeurs  néga- 
tives trouvées;  il  s’ensuit  que  les  équations  du  problème  devien- 
dront identiques  si  l’on  y fait  x— — a,  y— — A, etc.,  ou  ce  qui 
revient  au  même,  si  l’on  fait  d’abord  x — — x‘,  y— — y1,  etc., 
puis  x‘—a,y‘—b,  etc.  Donc,  si  l’on  change  # en  — x ,y  en  — y, 
les  nouvelles  équations  obtenues  seront  satisfaites  par  les  solu- 
tions trouvées,  prises  en  valeur  absolue. 
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Remarque  1.  De  cette  transformation  on  peut  quelquefois  dé- 
duire le  moyen  de  modifier  l’énoncé  du  problème,  de  manière 
que  l’absurdité  qu’il  renferme  disparaisse. 

En  voici  deux  exemples  : 

1“  Une  personne  a 50  ans,  une  seconde  en  a 14;  dans  com- 
bien d’années  l’âge  de  la  première  sera-t-il  quintuple  de  celui  de 
la  seconde? 

Soit  x le  nombre  de  ces  années;, au  bout  de  ce  temps  l’âge  de 
la  première  personne  sera  50-|-x,  celui  de  la  seconde  14-f-x, 
et  comme  50-|-x  doit  être  quintuple  de  14-f-x,  il  vient 

50-|-a;  — 5 (14-f-x) 
ou  50-j-x=70-f-5x 

ou  — 20 =4 jc  et  x—  —5 

Le  problème  est  donc  impossible;  mais  si  dans  la  première 
équation  on  change  x en  — r,  elle  devient 

50  — x=5(14 — x ) 

et  donnera  nécessairement  r = + 4. 

Or,  maintenant  x ne  se  trouve  plus  ajouté  ni  à 50  ni  à 14  , il 
se  trouve  retranché.  Il  faut  donc  regarder  x comme  un  temps 
passé , et  non  comme  un  temps  futur , et  demander  : Combien  y 
a-t-il  d’années  depuis  que  l’âge  de  la  première  personne  a été 
quintuple  de  celui  de  la  seconde,  cl  l’on  trouvera  qu’il  y a 5 ans. 
En  effet , à celte  époque,  la  seconde  personne  avait  9 ans , et  la 
première  45,  qui  est  le  quintuple  de  9. 

2°  On  demande  de  payer  I00r  avec  32  pièces,  les  unes  de  Ôf,  les 
autres  de  20 r. 

Soit  x le  nombre  des  pièces  de  ôf,  y le  nombre  des  pièces  de 
20e.  Comme  on  veut  32  pièces,  on  aura 

x-f-y— 32. 

Chacune  des  x pièces  valant  5f,  ces  x pièces  valent  Sx,-  cha- 
cune des  y pièces  valant  20f,  elles  valent  ensemble  20y;  donc , 
réunies , toutes  ces  pièces  valent  5.r-f-20y,  ce  qui  doit  faire  1 00f  ; 
ainsi 
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5r-(-20/=100  ou 
avec 

Retranchant 


Æ-_|_4r— 20 

*+/=  32 

3/= — 12  d’où  /= — 4 
Ensuite  x=36. 


Ainsi  il  y a impossibilité,  ce  qu’on  reconnaît  du  reste  à priori, 
puisque  32  pièces  de  5f  valent  déjà  160f. 

Changeons/,  qui  est  seul  négatif,  en—/;  les  équations  de- 
viennent t — /— 32  et  5r — 20/= 100 

et  donneront  .r  — 36  /=4. 


Pour  que  le  problème  conduise  à ces  nouvelles  équations  , il 
faut  le  modifier  de  façon  que  le  nombre  et  la  valeur  des  pièces 
de  20f,  se  relranchenfrespectivement  du  nombre  et  de  la  valeu  r 
des  pièces  de  ôf.  Ainsi , on  peut  demander  qu’une  personne  ac- 
quitte une  dette  de  100f  au  moyen  d’un  certain  nombre  de  pièces 
de  5r,  en  recevant  en  retour  des  pièces  de  20f,  de  façon  qu’elle 
donne  36  pièces  deSf,  valant  180f,  et  reçoive  en  retour  4 pièces 
de  20f  qui  font  80f. 

Remarque  2.  Les  solutions  des  équations  d’un  problème  du 
premier  degré  peuvent  présenter  plusieurs  cas. 

1°  Toutes  les  inconnues  peuvent  avoir  des  valeurs  absolues. 

Dans  ce  cas  il  faut  examiner  si  la  nature  du  problème  n’exige 
pas  que  les  inconnues  satisfassent  encore  à quelque  autre  condi- 
tion outre  celles  qui  sont  exprimées  par  les  équations.  Par  exem- 
ple, si  les  inconnues  sont  les  chiffres  d’un  nombre,  il  faut  que  les 
valeurs  de  ces  inconnues  soient  des  nombres  entiers  plus  petits 
que  la  base  du  système  de  numération.  Si  donc  les  nombres  ab- 
solus trouvés  ne  remplissent  pas  ces  conditions,  le  problème  est 
impossible.  Dans  le  cas  contraire  il  est  possible. 

2“  Les  inconnues  se  présentent  en  totalité  ou  en  partie  sous  la 


forme  ou  les  équations,  si  elles  sont  numériques,  conduisent 


à des  absurdités  telles  que  1=0 , etc. 

Le  problème  sera  impossible  s’il  est  purement  arithmétique. 

3°  Les  équations  sont  indéterminées.  Il  n’est  pas  dit  pour  cela 
que  le  problème  l’est  aussi.  Ainsi  un  problème  arithmétique  qui 
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conduirait  à une  seule  équation  comme  5 r-f-7y =2  serait  impos- 
sible, si  les  inconnues  devaient  être  des  nombres  entiers. 

4°  Parmi  les  inconnues  il  y en  a une  ou  plusieurs  qui  sont  né- 
gatives. La  prop.  19  répond  à ce  cas. 

Voici  un  problème  offrant  à peu  près  tous  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter  : 


A 

-4- 


n 


Deux  mobiles  qui  se  meuvent  depuis  un  temps  indéfini  sur  C'C , 
tous  les  deux  de  gauche  à droite , se  trouvent  au  même  instant, 
l’un  en  A,  Vautre  en  B.  Le  premier  parcourt  a mètres  par  mi- 
nute , et  le  second  b métrés , la  distance  AB  est  égale  à d mètres. 

En  quel  point  de  la  droite  indéfinie  AB,  ces  mobiles  se  rencon- 
treront-ils P 

Supposons  que  C soit  le  point  de  rencontre,  nommons  x la 
distance  inconnue  AG  , et  posons  BC=y  ; nous  avons 

AC  = AB+BC  ou  ,r  — d -f~y. 

Le  premier  mobile  parcourant  a mètres  par  minute,  parcourra 
la  distance  x dans  un  temps  égal  au  quatrième  terme  de  la  pro- 

X 

portion  a : 1 : : x : .... , terme  qui  est  - ; de  même  le  second 

y 

parcourra  y dans  le  temps  ^ , et  comme  ils  partent  en  même 

temps  l’un  de  A , l’autre  de  B,  pour  se  rencontrer  en  C,  ces  temps 
sont  égaux.  On  a donc  la  seconde  équation 


x y 

ou  bx — ay~Q 
a b J 


avec 

Ces  deux  équations  donnent 
ad 


x ■=. 


r- 


-y  — d 


bd 

a — b ' 


(0 


Il  y a ici  les  cas  suivants  : 

1°  a^>b ....  Dans  cette  hypothèse  les  valeurs  de  x et  y sont 
absolues;  le  problème  ne  contient  d’ailleurs  aucune  autre  condi- 
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lion  que  celles  qui  sont  exprimées  par  les  équations  (1);  donc  il 
est  résolu  par  ces  valeurs  de  a?  et  de  y. 

2®  a b.  Ici  x et  y sont  négatifs  ; ainsi  le  problème  est  impos- 
sible , en  ce  sens  que  les  deux  mobiles  ne  se  rencontreront  pas. 
Et,  en  effet,  b étant  ^>«,  le  mobile  B,  qui  a de  l’avance,  va  plus 
vile  que  A , de  sorte  que  celui-ci  ne  saurait  atteindre  l’autre. 

Comme  x et  y sont  négatifs , on  changera  dans  les  équations 
(1)  x en — .r,et/  en  — y. 

La  première  ne  çhange  pas  . . . 

ay—bx  = 0 , 

la  seconde  devient  y — x—d 


et  montre  que  y doit  surpasser  x,  au  lieu  d’en  être  surpassé  ; de 
plus,  j doit  surpasser  x de  toute  la  distance  AB.  Donc  le  point 
de  rencontre  ne  saurait  se  trouver  ni  à droite  de  B,  ni  entre  A 
et  B ; mais  il  faut  le  supposer  à gauche  de  A ; supposons-le  en  C'. 
Si  l’on  fait  x=z\C',  /i=BC',  on  aura  en  effet/ — x = d.  Donc, 
dans  ce  cas,  les  mobiles  se  sont  rencontrés  avant  d’arriver  en 
A et  B,  et  au  lieu  de  demander  où  ils  se  rencontreront , il  faut 
demander  où  ils  se  sont  rencontrés.  — Les  équations  (2)  donne- 


ront 


ad  bd 

X = bZ^  ’ r~l~a 


3°  a — b.  Ici  les  mobiles  vont  aussi  vite  l’un  que  l’autre;  par 
conséquent,  la  distance  qui  les  sépare  conservera  toujours  la 
même  longueur  AB , et  ils  ne  pourront  ni  se  rencontrer , ni  s’être 
rencontrés , de  sorte  que  le  problème  est  impossible.  Aussi 
trouve-t-on  que  x et  / deviennent  infinis.  Quant  aux  équations 
(1) , elles  deviennent  ax — ay— 0 , x — y—d 

ou  .t — /=0  , x — y—d  . 

et  sont  contradictoires,  puisque  x — y ne  saurait  être  à la  fois 
nul  et  égal  à AB. 

4“  a=b  et  d = 0.  Ici  on  suppose  qu’à  un  certain  instant  les 
deux  mobiles  sont  au  même  point  de  C'C,  et  vont  également 
vite.  Donc  ils  ne  se  quitteront  pas , et  on  peut  dire  que  leur  ren- 
contre est  partout  où  on  veut  sur  CC'.  Aussi  x et  / prennent-ils 
0 

la  forme  la  question  est  indéterminée,  et  les  équations  (1) 
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se  réduisent  à la  seule  équation  x — y™0,  où  l’on  peut  donner  à 
l’une  des  inconnues  la  valeur  qu’ôn  veut. 


PROPOSITION  XX.  — PROBLÈME. 

f • 

Etablir  les  règles  de  transformation  des  inégalités. 

Nous  supposerons  d’abord  que  les  deux  membres  des  inéga- 
lités sont  des  nombres  absolus;  et  nous  ferons  remarquer  qu’il 
y a deux  axiomes  analogues  à ceux  qui  ont  été  énoncés  prop.  7, 
et  que  voici  : 

1°  Si  deux  quantités  sont  inégales,  on  pourra  les  augmenter 
ou  les  diminuer  d’une  même  quantité,  sans  troubler  l’inégalité. 
On  peut  aussi  les  augmenter  de  quantités  inégales,  si  celle  qu’on 
ajoute  à la  plus  grande  surpasse  l’autre:  c’est  ainsi  que  si  a~f>b, 
à fortiori  on  aura  a-+-7  )>  b-+- 2.  De  même , si  de  la  plus  grande 
on  retranche  moins  que  de  la  plus  petite,  l’inégalité  subsistera. 

2°  On  peut  multiplier  ou  diviser  les  deux  membres  d’une  iné- 
galité par  un  même  nombre  (absolu). 

Ainsi  de  a )>ê  on  conclura  ae)>  bc. 

Réciproquement  de  acf>bc,  on  conclura  par  division  af>b. 

On  peut  aussi  multiplier  le  plus  grand  membre  par  un  fac- 
teur plus  grand  que  celui  par  lequel  on  multiplie  le  plus  petit, 
sans  troubler  l’inégalité;  on  peut  de  même  diviser  le  plus  petit 
par  un  diviseur  plus  grand  que  celui  par  lequel  on  divise  l’autre. 

3°  Par  conséquent  de  a^>  b,  on  déduira  a"  b ",  et  récipro- 

quement. 

Considérons  maintenant  dans  les  inégalités  indistinctement 
des  nombres  absolus  et  des  symboles  négatifs. 

Il  est  impossible  d’appliquer  aux  symboles  négatifs  comparés, 
soit  entre  eux,  soit  aux  nombres  absolus,  tous  les  principes  qui 
viennent  d’être  établis  pour  ces  derniers.  Si  on  admet  les  sym- 
boles négatifs  dans  les  inégalités,  ce  ne  peut  être  qu’en  donnant, 
par  convention  et  dans  le  but  d’obtenir  certains  avantages,  à la 
signification  des  mots  plus  grand,  plus  petit , une  extension  ana- 
logue à celle  que  nous  avons  adoptée  pour  les  expressions  ajou 
1er,  soustraire , etc. 

Dans  l’instant  nous  préciserons  cette  extension;  admettons 
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pour  un  moment  ces  nombres  négatifs,  et  montrons  que  les  prin- 
cipes 1,2,3  ci-dessus  ne  sauraient  s’y  appliquer  tous.  Car  on  a , 
par  exemple,  8 4 

retranchons  12  de  part  et  d’autre,  il  vient  — 4^>  —8,  tandis 
que  si  on  multipliait  par  — 1 , on  trouverait 
-8  > -4. 

Ainsi  les  axiomes  1 et  2 donnent  ici  des  résultats  contradic- 
toires , et  il  faut  de  deux  partis  prendre  l’un  : ou  écarter  les  sym- 
boles négatifs  des  inégalités,  ce  qui  serait  possible,  mais  quelque- 
fois embarrassant , ou , ce  qui  est  plus  convenable , distinguer 
les  règles  qui  sont  applicables  à ces  symboles  dans  les  inégalités. 

Or,  on  ne  saurait  admettre  l’inégalité  — 8^>  — 4;  car  il  fau- 
drait aussi  regarder  les  nombres  négatifs  comme  plus  grands  que 
zéro,  vu  que  de  3 0 on  déduirait  aussi  — 3^>0,  en  multi- 

pliant par  — 1.  Maintenant,  si  3 et  —3  sont  tous  les  deux  plus 
grands  que  zéro,  il  faut  ou  regarder  3 comme  — 3,  ou  — 3 
comme  ^>3;  mais  si  l’on  prend  3 ^>—3,  en  multipliant  par 
— 1 , on  aura  — 3 3 , et  réciproquement. 

Donc  il  est  impossible  d’admettre  — 8 — 4,  c’est-à-dire  d’ad- 

mettre qu’on  ne  trouble  pas  une  inégalité  en  multipliant  les  deux 
membres  par  un  nombre  négatif.  Mais  on  peut  admettre  l’axiome  1 
pour  toute  espèce  d’inégalité,  si  l’on  convient  en  même  temps 
de  changer  le  sens  d’une  inégalité  toutes  les  fois  qu’on  multiplie 
les  deux  membres  par  un  nombre  négatif. 

En  effet,  considérons  l’inégalité  13 ^>2;  retranchons  5 des 
deux  membres , et  il  vient  8 — 3. 

Or,  cette  seconde  inégalité  n’est  qu’une  autre  manière  d’écrire 
la  première,  et  tout  ce  qu’on  peut  déduire  de  la  première  peut 
se  déduire  de  la  dernière.  C’est  ainsi  que  l’on  obtiendra  le  même 
résultat , soit  qn’on  ajoute  h aux  deux  membres  de  la  première , 
soit  qu’on  ajoute  /r-f- 2 aux  deux  membres  de  la  seconde. 

Si  des  deux  membres  de  13  ^>2  nous  retranchons  13,  nous 
aurons  0^> — 11. 

Si  nous  retranchons  17,  — 4^> — 15. 

Ces  deux  dernières  inégalités,  multipliées  par  — 1 , donneront, 
en  changeant  le  sens,  0<^11  et  4<^15. 

Ainsi  les  résultats  seront  toujours  exacts. 


Digitized  by  Google 


[.IVRE  II. 


1 5 5 

Les  inégalités  8 — 3,  — II  «^0,  — lô<^4,  nous  montrent 

1°  cjuc  dans  une  inégalité  dont  l’un  des  membres  est  négatif, 
tandis  que  l’autre  est  absolu  ou  nul , le  symbole  négatif  doit  oc- 
cuper la  place  du  plus  petit  membre  ; 2°  que  dans  une  inégalité 
entre  deux  nombres  négatifs,  celui  qui  a la  plus  grande  valeur 
absolue  doit  occuper  la  place  du  plus  petit  membre.  Nous  con- 
viendrons donc  d’adopter  le  langage  suivant  : 

Toutes  les  fois  qu’une  différence  algébrique  a — b est  positive, 
la  quantité  a , positive  ou  négative,  sera  dite  plus  grande  que  b. 
Ainsi , zéro  sera  dit  plus  grand  que  tout  nombre  négatif  — N : car 
0— ( — N)  est  positif;  —3  sera  dit  ^>—8,  car  — 3— (— 8)=;+5 
qui  est  positif. 

Ou  encore,  en  considérant  tous  les  nombres  imaginables 
depuis  0 jusqu’à  -{-se  et  tous  ceux  qu’on  peut  concevoir  depuis 
0»  — 1 > — 2,  — 3,  — 4,  etc.,  jusqu’à  — oo  , nous  pourrons  dire 
qu  un  nombre  est  d’autant  plus  grand  qu’il  est  plus  près  de  -f-oo  , 
et  d’autant  plus  petit  qu’il  est  plus  près  de  — oc  . 

On  reconnaîtra  par  la  suite  combien  ces  conventions  sont 
utiles  et  commodes  pour  donner  encore  plus  de  précision  au 
langage  algébrique,  et  par  conséquent,  pour  faciliter  les  raison- 
nements. 

Revenons  aux  transformations  à faire  sur  les  inégalités. 

L’axiome  1 est  donc  applicable  à toute  espèce  d’inégalité  et 
à toute  espèce  de  nombre.  Quant  à l’axiome  2 , si  l’on  multiplie 
ou  que  l’on  divise  les  deux  membres  d’une  inégalité  par  un 
nombre  négatif,  il  faut  changer  le  sens  de  l’inégalité,  ainsi  que 
cela  résulte  de  ce  qui  précède.  Car  multiplier  par  un  nombre 
négatif,  revient  à multiplier  par  un  nombre  positif  et  à changer 
ensuite  les  signes  des  deux  membres,  ce  qui  exige  qu’on  change 
le  sens  de  l’inégalité.  Ainsi  ayant 

8>3,-2>_5,2>-3 
en  multipliant  par  — 1 , on  aura 

— 8<— 3,2<5,  —2  <3 

Pour  élever  à une  même  puissance  les  deux  ibembres  d’une 
inégalité,  il  faut  distinguer  plusieurs  cas. 

1°  Si  le  degré  de  la  puissance  est  impair,  l’inégalité  ne  sera 
pas  troublée. 
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Ainsi  de  3>1,-2>-3,t> -3 
on  lire,  en  élevant  au  cube, 

27>1,  -8>-27,  l>  -27. 

2°  Si  le  degré  de  la  puissance  est  pair,  et  que  les  deux  mem- 
bres soient  positifs , d’inégalité  subsiste  (ax'.  3);  mais  si  les 
deux  membres  sont  négatifs,  elle  change  de  sens.  Car  avant  de 
l’élever  a la  puissance,  on  peut  multiplier  par  — 1 , ce  qui  revient 
à changer  le  sens,  ensuite  élever  à celte  puissance.  Ainsi  de 
— 2^>  — 3,  on  tirera  2<^3,  puis  2’"<^3’“.  Enfin  si  les  deux 
membres  sont  de  signes  contraires , on  ne’peut  rien  affirmer  sur 
le  sens  de  l’inégalité  nouvelle,  de  sorte  que  de  cette  opération 
on  ne  peut  rien  conclure.  Car  les  inégalités 

2>  — 3,  2>  — 2,  4>  — 2 

élevées  par  exemple  au  carré,  donneraient,  les  deux  premières, 
les  absurdités  4^>  9 , 4^>  4,1a  dernière  un  résultat  exact  16^>4. 

Ainsi  a et  b étant  absolus,  de  — a,  on  ne  saurait  conclure 

(—a)'”’  ou 

Dans  l’extraction  des  racines,  si  l’indice  est  impair,  on  peut 
toujours  écrire  les  inégalités  nouvelles,  dans  le  même  sens  que 
les  anciennes;  c’est  l’inverse  de  ce  qui  vient  d’être  dit.  Si  l’indice 
est  pair  et  qu’on  prenne  les  racines  avec  le  signe  moins , il  faut 
changer  le  sens  : ainsi  de  a1  b' , on  déduira  — a — b , si  a 

et  b sont  positifs;  car  dans  ce  cas  b ,et  par  suite  — a<^ — b. 

Reste  encore  à examiner  ce  qui  a lieu  si  l’on  multiplie  ou  que 
l’on  divise  les  deux  membres  par  des  nombres  inégaux.  Si  ces 
deux  nombres  sont  positifs,  l’axiome  2 renferme  tout  ce  qu’il  y 
a à dire.  S’ils  sont  négatifs  tous  les  deux , c’est  comme  si  l’on 
multipliait  d’abord  par  — 1 , pour  changer  le  sens  de  l’inégalité, 
pour  ensuite  employer  les  multiplicateurs  en  valeur  absolue,  ce 
qui  ramène  au  cas  précédent.  Enfin  si  les  deux  multiplicateurs 
sont  de  signes  contraires,  il  faut  distinguer  trois  cas  : si  l’inéga- 
lité a ses  deux  membres  positifs,  comme  3^>  2 , on  peut  multi- 
plier Iç  plus  grand  membre  par  le  plus  grand  multiplicateur 
qui  est  positif,  et  l’autre  par  le  plus  petit  qui  est  négatif:  le  pre- 
mier membre  restera  positif,  le  second  deviendra  négatif,  et  l’iné- 
galité subsistera.  Si  les  deux  membres  sont  négatifs,  comme 
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— 2^>  — 3,  on  multipliera  encore  le  plus  grand  membre  par  le 
plus  grand  mulliplicateur  et  on  changera  le  sens  : car  ce  plus 
grand  membre  restera  négatif  et  l’autre  deviendra  positif. 

Enfin  si  l’on  a une  inégalité  comme  2^>  —4 , on  ne  peut  rien 
affirmer  : car  si  l’on  multiplie  par  .4  et  — 2 , on  aurait 

' ' 8 >'8 

par  6 et  — 2 12  8 

par  2 et  — 6 8 24 

résultats  dont  le  premier  et  le  dernier  sont  absurdes.  II  en  est 
de  même  si  on  multiplie  le  plus  grand  membre  par  le  plus  petit 
multiplicateur. 

Même  remarque  pour  la  division. 

Remarque.  L’extension  qui  a été  donnée  à la  signification  des 
mots  plus  grand , plus  petit , exige  que  l’on  rèstrcignc  aux  nom- 
bres absolus  certaines  propriétés  qui  leur  conviennent  sans  con- 
venir aux  nombres  négatifs.  Ainsi  on  sait  qu’un  produit  de 
nombres  absolus  augmente  avec  chacun  des  facteurs  : il  n’en  est 
pas  toujours  de  même  pour  les  nombres  négatifs  : par  exemple, 
les  facteurs  — 2 et  — 3 sont  respectivement  plus  grands  que  — 4 
et  — 8,  et  le  produit  — 2 X — 3 est  moindre  que  — 4x — 8. 

De  même  le  quotient  de  deux  nombres  absolus  est  d’autant 
plus  petit  que  le  diviseur  est  plus  grand,  pour  un  même  divi- 
dende; mais  si  le  diviseur  est  négatif,  il  n’en  sera  plus  de  même. 
De  plus  on  peut  diminuer  le  dividende  et  augmenter  le  diviseur 
sans  que  le  quotient  change,  s’il  s’agit  de  nombres  négatifs.  Par 

g 

exemple  si  dans  le  quotient — - on  diminue  le  dividende  de  16 

pour  augmenter  le  diviseur  de  10,  le  quotient  ne  change  pas  : 

8 — 16  —8  8 

car  — — v — «.  • 

— 5-f-10  6 —6 

PROPOSITION  XXI.  — PROBLÈME.  , 

Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  soit  s,  et  la  différence  d. 
Soient  x et  y ces  deux  nombres,  on  aura,  pour  trouver  les 
équations-,  x-+ -y  — s,x — y~  — d 0 
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Ajoutant,  on  a ’2x=.s-\-d,  d’où  x — ^ +5; 

* a 

s d 

retranchan t 2y=s  —d,  d’où y—~  — 


Ainsi  le  plus  grand  nombre  est  égal  à la  demi -somme  plus  la 
demi-différence;  l"e  plus  petit  est  égal  à la  demi-somme,  moins 
la  demi-différence. 

Définition  8.  L’analyse  indéterminée  du  premier  degré  a pour 
objet  de  trouver  des  nombres  entiers  pour  m inconnues  dans 
m — n équations;  c’est  ce  qu’on  appelle  résoudre  ces  équations 
en  nombres  entiers.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  d’une  seule 
équation  à deux  inconnues  : elle  est  de  la  forme  ax-\-by—c, 
a,  b ,c  étant  entiers. 


PROPOSITION  XXII.  — THÉORÈME. 


Pour  que  l’équation  ax+by = c admette  des  solutions  entières , 
il  faut  et  il  suffit  que  tout  diviseur  commun  à a et  à b divise  c. 

En  effet  supposons  que  x ety  soient  des  nombres  entiers  ; tout 
nombre  qui  divise  a et  b divisera  ax  et  by , et  par  suite  ax-\-by 
ou  c.  Donc  si  l’équation  a des  solutions  entières,  tout  diviseur 
commun  à a et  b divisera  c. 

Supposons  maintepant  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
a , b , c , soit  supprimé  dans  l’équation,  de  sorte  que  a et  A soient 
premiers  entre  eux  : je  dis  que  l’équation  ax-\-by  =.  c admettra 
une  infinité  de  solutions  entières.  En  effet  de  cette  équation 
on  tire 

a 


Supposons  que  a soit  positif,  b et  c ayant  tels  signes  qu’on 
voudra;  soit  t un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif; 
mettons  à la  place  dey  successivement  les  nombres 


(t)  at , at  — |—  1 , a t — |—  3 , . .t,  at  —f—  a — 1 , 

qui  sont  au  nombre  de  a;  on  va  prouver  que  parmi  ces  nombres 
il  y en  a un  seul  qui  donnera  pour  x une  valeur  entière,  quel 
soit  le  nombre  entier  t. 
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. En  effet  si  l’on  remplace  y successivement  par  ces  nombres , on 
aura  pour  x les  a valeurs 

c — bat  b — 6(a<-f-l)  c — b(at-\-a — 1). 

, »...  ! 

a a a 

Chacune  de  valeurs  se  composera  d’une  partie  entière  et  d’une 
fraction  ayant  pour  numérateur  le  reste  de  la  division , et  pour 
dénominateur  a.  Or,  tous  ces  restes  sont  différents;  car  dans 
toute  division  on  peut  faire  en  sorte  que  le  reste  soit  positif  et 
moindre  que  le  diviseur;  ainsi  les  a restes  que  l’on  obtiendra, 
seront  positifs  et  moindres  que  a;  de  plus,  nommant  tl,  d',  deux 
nombres  entiers  positifs  qui  ne  surpassent  pas  a — 1 , nous  pou- 
vons représenter  par  <U-(-d,  at-^-d‘,  deux  termes  quelconques  de 
la  série  (1)  des  valeurs  de  y;  les  numérateurs  des  valeurs  de  x 
qui  y répondent  seront 

c — bat — bd,  c — bat — bd' 

Admettons  maintenant  pour  un  instant  que  ces  numérateurs, 
divisés,  par  a,  donnent  le  même  reste  r,  et  soient  q,  q‘  les  quo- 
tients ; on  aurait  ‘ . 

c — bat  — bd—aq-\-r, 
c — bat — bd'^aq'-^r  ; 
retranchant,  b(d‘ — d) — a=a(q — q' ). 

Comme  a divise  le  second  membre,  il  doit  diviser  le  premier , 
b(d‘ — d);  or  a est  premier  avec  b;  donc  a divisera  d' — d;  mais 
d et  d' ne  surpassent  pas  a — 1 , et  étant  positifs , leur  différence 
d' — d ne  surpasse  pas  a et  ne  saurait  être  divisible  par  a.  Donc  il 
est  impossible  que  les  deux  restes  soient  égaux.  Ainsi  les  nombres 
c — bat,  c — bat — b, . . . c — bat — b(a — 1) 
divisés  par  a,  donnent  a restes  différents  positifs  et  moindres 
que  a;  ces  restes  ne  peuvent  donc  être  que  les  nombres  entiers 

0,  t 2 a — 1.  Donc  parmi  ces  restes  il  y en  a un  seul  qui  est 

nul , et  parmi  les  valeurs  de  x,  de  la  série  (2) , il  y en  a une  seule 
qui  est  urt  nombre  entier.  Donc  parmi  les  valeurs  entières  dey, 
comprises  dans  la  série  (1),  il  y en  a une  seule  qui  donne  pour 
x une  valeur  entière,  quel  que  soit  t. 

Soit  at-\-fi  valeur  de  y ; la  valeur  correspondante  pour  x est 

c — bat — bB  . c — bft 

x — = — ut-î * 

, « a 
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Puisque  t,b,x  sont  entiers,  - — --l’est;  représentons-le  par 
a ; on  aura 

(a)  x- ~a—bt , y=(i-\-at 

, , . c—bfi, 

avec  la  relation  a — — ou  aa-\-bfi  = c , qui  montre  que 


a et  /?  forment  une  solution  de  l’équation  donnée,  ax-\-by  = c\ 
et  comme  t est  un  nombre  entier  quelconque,  les  formules  (ci) 
prouvent  que  la  proposée  a une  infinité  de  Solutions  entières. 

Corollaire.  Toutes  les  solutions  entières  de  l’équation  proposée 
étant  comprises  dans  les  formules 


x = a—bt , y=:(i-\-at. 

où  t est  une  indéterminée  entière  quelconque,  positive  ou  né- 
gative , il  s’ensuit  que  la  valeur  générale  de  x contient  — b,  coef- 
ficient de  y dans  l’équation  donnée,  pris  en  signe  contraire, 
et  multiplié  par  une  indéterminée  t,  et  celle  de  y contient  a , 
coefficient  de  .r  dans  la  proposée,  avec  son  signe,  multiplié 
.par  la  même  indéterminée  t.  Du  reste,  comme  on  peut  écrire 
x,=a-\-b(— t),  y—ft — a( — t) , on  voit  qu’on  peut  prendre 
avec  Son  signe  celui  des  coefficients  a,  b,  qu’on  veut,  pourvu 
qu’on  prenne  l’autre  avec  un  signe  contraire. 

La  forme  de  ces  expressions  de  .r  et  / peut  être  établie  par  un 
autre  raisonnement,  qui  suppose  que  l’on  connaisse  une  solu- 
tion entière  quelconque  de  la  proposée. 

Soient  x—a,  y— ji  des  valeurs  qui  satisfont  à ax-\-by  = c, 
de  sorte  qu'on  aura  identiquement  aâ-{-bfi~c , ce  qui  permet 
de  mettre  l’équation  proposée  sous  la  forme 
av-\-byzzau~hbft 
ou  a(x— a)-\-b(y— |S)=0. 


d’où 


Or,  pour  qu’à  des  valeurs  entières  de  y répondent  des  valeurs 
entières  de  x,  il  faut  et  il  suffit  que  b(y—fi)  soit  divisible  par  a; 
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mais  b élant  premier  avec  a,  il  faut  et  il  suffit  que  y — fi  soit 
divisible  par  a;  soit  t le  quotient  supposé  entier,  on  aura  donc 

- — - — t et  x — a — bt 
a 

ou  y — /3 -\-at  et  x~a — bt 

Ce  qu’il  fallait  prouver. 


PROPOSITION  XXII!.  — PROBLÈME. 

Trouver  les  solutions  entières  de  l’équation  ax-\-by=.c. 

La  question  sera  résolue  si  l’on  parvient  à diminuer  successi- 
vement a et  b , de  manière  à ramener  la  résolution  de  la  proposée 
à celle  d’une  équation  de  la  forme  u — kv-\-h,  où  l’une  des  deux 
indéterminées  u , v,  a pour  coefficient  l’unité,  h et  le  étant  des 
coefficients  entiers;  Car  on  en  tirerait  uzxh — kv,  et  à chaque 
valeur  entière  de  v répond  une  valeur  entière  de  u.  Or,  a et  b 
étant  premiers  entre  eux,  ce  but  sera  atteint  si  l’on  fait  dépendre 
la  résolution  de  la  proposée  de  celle  d’une  équation  à deux  in- 
déterminées, lesquelles  auraient  pour  coefficients  deux  restes 
consécutifs  quelconques  de  ceux  que  l’on  trouve  en  cherchant 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  a et  b ; car  le  dernier  de  ces 
'restes  est  l’unité. 

Supposons  donc  a<ffb;  admettons  que  l’on  ait  cherché  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  a et  b ; soient 

q,  q,,qt.  ...q*,  ....q,-^,  les  quotients, 

r,  r, , r, ....  r„,  rn+, ....  r,+  ,,  les  restes. 

On  aura  les  identités 

Ib  — aq-\-r 
a=rq,-hr, 
r=r,q,-l-r, 

; 

rn — »— l'a—  lîn-M’n 

t t'nqn'^~i  1 ■ 

r\_  ,=r,q,+,-î-r,+l 

1 1 
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Remplaçons  clans  la  proposée  b par  sa  valeur  ci-dessus  ; on 

c — rT 

aura  ax-^-aqy-+-ry=c  d où  x~—qy-\ — 

Or,  pour  que  dans  cette  relation  x et  y soient  entiers , il  faut  et 
il  suffit  que  y et J le  soient;  posons = t,  t étant  un 

nombre  entier  quelconque;  on  aura.  . at-\-ry=c  et  x=— qy-\-t 
et  la  question  est  ramenée  à trouver  pour  y el  t des  valeurs 
entières  qui  satisfassent  l’équation  at-+-ry=c.  Remplaçons  ici  a 
par  sa  valeur  prise  dans  les  relations  (1)  ; nous  aurons 
ry-\-rq,t  + rtt=c 
c—r  t 

d’où  y=  — q,t- 1 - . 

Pour  que  y et  t soient  entiers,  il  faut  et  il  suffit  que  t et 

c—r.t  . c — r,t  , 

- le  soient;  posons  nombre  entier;  nous 

avons r,t-±-rt,=c,  y~=z— ç.H-Z, 

Et  il  faut  résoudre  en  nombres  entiers,  l’équation  rJ-\-rt,=.c; 
remplaçant  r par  sa  valeur  tirée  de  (1) , on  a 

• c r t 

r,t-\-r,q,t,-)-rJ,=zc  d’où  t—~q, f.H — 

^ I ' * * 

c p t 

On  posera  de  même  — = et  l’on  aura  rj,-lrr,tt=c  , 

t— — qJ  i+f» 

En  général,  supposons  qu’on  soit  parvenu  ainsi  aux  deux 
relations  que  nous  représentons  par  ....  r»*»— i-W»— , 

— 2 — q a — 1 1 ^11 

Remplaçant  rB_,  par  sa  valeur  tirée  de  (1),  on  a 
r n^Q“  1 f nÇ n-H  I "fo  1“  r n-f- , t n c 

d OU  I — Ç n~+“i  ! 

r n 

Pour  que  iB_,  et  /„  soient  entiers,  il  faut  et  il  suffit  que  tn  et 

c le  soient;  soit  tn+,  la  valeur  entière  indéterminée  de 

rn 

. ci— r0+,tn 

la  dernière  expression  ; on  aura  = G-h. 
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Oll  * t i i • * * * i i t ^n+i  d^ii+  i— — i— ”“^o+i^ii'4*^d+i 
Ainsi  toutes  les  relations  qu’on  obtiendra  sont  de  cette  forme, 

par  conséquent  on  obtiendra  aussi rn-1<i+ri/i-+.1=:c, 

ÿH-.frWH-. 

et  si  ri-t-,=l , l’équation  entre  t,  et  t,- 4-,  donne  . . . tt~c — 
Actuellement  on  peut  donner  à telle  valeur  entière  qu’on 
veut,  t -,  sera  entier  en  vertu  de  la  dernière  relation  précé- 
dente; t -,  et  Ih-,  étant  entiers,  t,— , le  sera,  et  ainsi  de  suite 
jusqu’à  x et  y.  De  plus,  on  a vu  que,  pour  que  x et  y soient 
entiers , il  faut  et  il  suffit  que  y et  t , ensuite  que  t et  t , , etc, . . , 
enfin  que  t,  et  le  soient.  Donc  en  donnant  à <;+,  toutes  les 
valeurs  entières  de  — œ à -+-  «5 , on  aura  toutes  les  valeurs  en- 
tières de  x et  de  y qui  peuvent  satisfaire  à la  proposée. 

La  résolution  Aeax-{-by=.c  a donc  été  en  effet  ramenée  à celle 
d’une  équation  rntn—,-\-rn—  ,tn=c  dans  laquelle  les  coefficients 
des  indéterminées  sont  deux  restes  consécutifs  r„,  rn— ,,  et  le 
reste  r„  le  plus  avancé  vers  le  dernier,  est  le  coefficient  de  l’indé- 
terminée tu— ,,  la  moins  avancée. 

Corollaire  1.  Les  expressions  x,y,  t,  etc.,  fournissent  une  règle 
fort  simple  pour  former  les  expressions  des  indéterminées  : après 
avoir  cherché  le  plus  grand  commun  diviseur  de  <z.et  b,  prenez 
pour  coefficients  de  y,  t,  t,,  t,....  les  quotients  successifs  chan- 
gés de  signe,  et  ajoutez  respectivement  t,  ; vous  aurez 

les  valeurs  de  etc. , la  dernière  étant  donnée  par 

1er  Ex.  1U-(-26j=18. 

Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  26  et  1 1 


2 

2 

1 

26 

11 

4 

3 

4 

3 

1 

Ici  c=18,  q— 2,  qt— 2,  q3z=. t,ri=3,  /v+-,  = l 

Donc  a;=  — 2 y-M 

y=-‘2t-yt; 

<,=— 3f„-H8 
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On  peut  maintenant  exprimer  * et  y au  moyen  de  <3;  à cet 
effet  on  remplace  <,  par  sa  valeur  — 3^»— 1 8 et  l’on  a 

i = 4<,  —18. 

Avec  cette  valeur  et  celle  de  t, , on  trouve 
X— — 1 Oj-f-64 
et  #=26<,  — 126. 

Pour  /,  = 0 , on  a y—  54 , x—  — 126, 
pour  <,=  1 , y=43,  # = — 1 00,  etc. 

2e  Ex.  13#  — 34y=24. 

On  mettra  cette  équation  sous  la  forme  13x+34( — y)  =24, 
et  on  cherchera  les  valeurs  de  x et  — y 


2 

1 

1 

1 

1 

34 

13 

8 

5 

3 

2 

8 

5 

3 

2 

1 

Ainsi 

c=24,  q — 2,  q,=  1,  ?,=  1,  tf3=l,  q*  = 1,  rf=2,  ri+1=r5=l 
Donc 

x—— 2(— y)+<,  <=—<,-+-<,,  <,=—<,+< 3,  <,=— <3-t-<4 

t3=24  — 2 <4. 

Remarquons  maintenant  que  (p.  22,  c.)  pour  avoir  toutes  les 
valeurs  de  x et  y,  il  suffit  d’en  avoir  un  seul  couple;  pour  en 
trouver  un,  nous  donnerons  à <4  une  valeur  numérique,  par 
exemple,  la  valeur  8,  et  nous  aurons 

/4=8,  <3=8,  <a=0,  <,  = 8,  <=— 8,  — y=16,  # = —40. 
Ainsi  (p.  22 , c.)  les  valeurs  complètes  de  x et  y sont 
x = — 40  H-34<4,y= — 16+13<.. 

Pour  <4=1,  on  a #= — 6, y=  — 3,  etc. 

Du  reste  rien  n’empêche  de  prendre  les  coefficients  avec  leurs 
signes;  on  peut  aussi  prendre  des  restes  et  des  quotients  néga- 
tifs ou  positifs,  et  faire  par  conséquent  en  sorte  que  la  valeur 
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absolue  du  reste  soit  toujours  moindre  que  la  moitié  de  celle 
du  diviseur.  Cette  remarque,  appliquée  à l’exemple  précédent, 
donne,  quant  au  plus  grand  commun  diviseur, 


-3 

3 

_2 

—34 

13 

6 

—2 

H-5 

-2 

1 

Ici  c=24, q— — 3,  <7  ,=-f-3, q->-= — 2, qy=. — 2,  r— — 2,  rI+1=— 1 
Donc  x=.iy+t, y——3t—t,,  <,=+2^+24 

Posant  /,= — 8,ona  /,=8,  /=8, 

y= — 16,  x= — 40. 

Comme  plus  haut. 

En  suivant  des  marches  différentes  sur  le  même  exemple,  il 
est  possible  qu’on  ne  retrouve  pas  la  même  solution  numérique; 
mais  on  trouvera  toujours  une  solution  quelle  qu’elle  soit,  et  les 
valeurs  complètes  de  x et  y comprendront  toutes  les  solutions. 

3e  Ev.  ' 29  v — lly—J. 

Ici  a^>b , ce  qui  ne  change  que  peu  de  chose  au  procédé,  seu- 
lement y sera  exprimé  en  .r  et  t 


-2 

+3 

-4-2 

29 

— 17 

-5 

-2 

— 6 

—2 

-1 

Ici  q— — 2,  q,=. 3,  2,  r;= — 2,  rn-,= — 1.  Donc  on  a 

r=2x-|-< , x=— 3<-W, , /=-2/,-f-z, , 
et  l’équation  rj/,-(-,-l-ri-(-,*r=c  devient  — 2/, — Z,=7 
d’où  /,= — 7 — 2 /,. 

Si  l’on  fait  /,=— 3 , on  trouve  /.=—  1 , t=— 1 , x=2,  y=z 3, 
Donc  .r=2-f-17/,,  j=3-f-29/,. 
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Remarque  2.  1°  Si  au  lieu  d’appliquer  à la  formation  des  in- 
déterminées la  règle  générale , on  opère  sur  l’équation  numérique 
elle-même,  ce  qui  cependant  est  moins  commode,  on  peut  quel- 
quefois arriver  au  but  en  employant  moins  d’indéterminées 
auxiliaires. 


Soit  l’équation  34x — 13y=21. 

On  tire  la  valeur  de  l’indéterminée  qui  a le  plus  petit  coefficient 


3.4.r-21 


r=- 


13 


Actuellement,  au  lieu  de  diviser  seulement  34  et  13,  comme 
on  le  ferait  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  34 
et  13 , on  peut  aussi  diviser  21  par  13,  et  l’on  a 
4 8# — 8 

. 8*— « , , 8 (*— 1)  ... 

La  partie  — rr-  se  met  sous  la  Forme  — — — • et  pour  qu  elle 

lü  4 1 0 

soit  entière,  il  faut  et  il  suffit  que  x — 1 soit  divisible  par  13, 
attendu  que  8 est  nécessairement  premier  avec  1 3 ; on  pose  donc 

r 1 

— t,  d’où  y=2a? — l+8<  et  x~  l+13t; 

1 O 


par  conséquent  y=2(l+13t) — 1— f— 8/  = 1— |— 34#. 

2“  Lorsqu’il  y a un  facteur  commun  entre  le  second  membre 
et  le  coefficient  de  l’une  des  indéterminées  x , y , on  peut  aussi 
simplifier.  Exemple  19x — 8y=12. 

Le  facteur  4 divise  8 et  12  ; si  donc  x et  y sont  entiers , il  faut 
que  19j7  soit  divisible  par  4 , et  comme  4 , facteur  de  8 , est  pre- 
mier avec  19,  4 divisera  x.  On  posera  donc  x — At , et  l’équation 
devient  19x4* — 8y=12 

divisant  par  4 1 9 t — 2y  = 3. 

Cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  19  et  2,  on 
a q = 9 , q,~\  ; donc 

— /=—  9I-+-I.  , / — 3— f,. 

Pour  t,  = 0 , on  a <=3  , y=+27  , a?  = 4<  = 12  et 

y =+27+1 9/,  07  = 12+8+ 
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Pour/,=0,  y = 27  , = 12 

/,=  — 1 y = 8 , x=  4 etc. 

Corollaire  2.  Toutes  les  fois  que  l’on  remontera  de  la  valeur 
de  tx  à celles  de  ï,  y,  au  moyen  des  formules  données  ci-dessus, 
on  trouvera  que  pour  h-+-,  = 0 les  expressions  de  x et  de  y sont 
des  multiples  de  c.  En  effet,  avec  cette  hypothèse  on  trouve 
d’abord  que  les  valeurs  de  t -, , <n-,  jouissent  de  cette  propriété  : 
car  on  aura  /j-t-,=0xc,  et  la  valeur  de  t,  se  réduit  à t,~c—  lxc. 
En  second  lieu , si  l’on  suppose  qu’il  en  est  de  môme  pour  deux 
indéterminées  consécutives  quelconques,  t„-y-, , comme  on 
a tB —,  = — qa-4-,  tn-\-tu+i  , il  est  évident  qu’en  remplaçant  ici 
tB+,  par  des  multiples  de  c , on  obtiendra  pour  ta— , aussi 
un  multiple  de  c. 

Donc  t, , tj-i-,  étant  des  multiples  de  c , il  en  sera  ainsi  de 
t,-,i  t i-.,  etc.,  x et  y. 

Ainsi  les  valeurs  de  a;  et  y pourront  toujours  être  supposées  de 
la  forme  y—yc-{-at  , x—dc — bt  , 

y , ô étant  entiers. 

Remarque.  3.  Il  y a des  problèmes  dont  la  nature  exige  que  x 
et  y soient  entiers  et  positifs. 

C’est  ce  dont  on  va  s’occuper. 

PROPOSITION  XXIV.  — THÉORÈME. 


Si  les  coefficients  *a,  b,  de  x et  y,  dans  l’équation  ax+by  = c , 
sont  de  même  signe , le  nombre  des  solutions  entières  positives 
<le  cette  équation  est  limité  ; si  a et  b sont  des  signes  contraires , 
le  nombre  des  solutions  entières  positives  est  illimité. 

Considérons  successivement  les  deux  équations  ax-\-by=.c , 
ax — byzxc , en  représentant  par  a et  b des  nombres  absolus. 

Dans  l’équation  ax-\-by—c , si  x et  y sont  positifs,  ax  ne 
saurait  surpasser  c,  sans  quoi  by,  qui  = c — ax , serait  négatif; 


donc 


— c 


: ou  x de  même  by  ne  saurait  surpasser  c , 


___  £ 

donc  y~^j.  Donc  x est  un  nombre  entier  compris  entre  0 et 
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-,  et  j est  un  nombre  entier  compris  entre  0 et  - . Par  consé- 
quent, le  nombre  des  valeurs  entières  positives  de  .r  et  y est 
limité.  Il  peut  d’ailleurs  se  faire  que  l’équation  ne  soit  pas  pos- 
sible en  nombres  positifs  : telle  est  6x-\-Ty=.  — 3. 

Quant  à l’équation  a r — by  — c,  ses  solutions  entières  sont 
données  par  des  formules  telles  que 

x — a — ( — bt)  ou  x — a+bt 

y — (i+at  (p.  22). 

Pour  que  x et  y soient  positifs,  on  a donc  les  conditions 
a-+-ôt^>0  d’où  /^> — y 


et  /?  f at  0 d’où 


.>-« 
^ a 


Ainsi  il  suffit  que  / soit  plus  grand  que  la  plus  grande  des 
quantités  — y , — - ; or,  depuis  là  jusqu’à  -+-  oo  il  y a une  in- 
finité de  valeurs  entières  , dont  chacune  mise  pour  / rendra  x et 
y entiers  et  positifs.  Ainsi  le  nombre  des  solutions  entières  posi- 
tives est  infini. 


Problème  i.  Trouver  un  nombre  qui , divisé  par  8 , donne  le 
reste  5 , et  qui , divisé  par  1 1 , donne  le  reste  1 . 

Soit  x le  quotient  qu’on  trouve  en  divisant  par  8 le  nombre 
cherché  ; 8.r-(-5  sera  une  première  expression  de  ce  nombre.  De 
môme,  y étant  le  quotient  du  nombre  cherché  par  11 , on  aura 
lljM-1  pour  seconde  expression  de  ce  nombre;  donc 

8x-|-5  = 1 1 j-f-l 

équation  où  x,  y doivent  être  entiers  et  positifs.  On  en  tire 


8.r— 1 lj=  —4. 

Cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  8 et  — 1 1 , on 
trouve  deux  quotients  — 1,  — 3,  et  les  deux  derniers  restes  — 3 
et  — 1 ; on  a donc 

x—y-Jrt,  y=Zt-\-t,  , — /— 3/,  = — 4. 

Faisant  /,=  1 , on  trouve  t—\  , y—  4,  x=.6;  donc 
a?  = 8-1-11/,  , y—  4-(-8/,. 
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Le  nombre  cherché  aura  pour  expression 

N = 8x+5  = 8(5+1  lf,)+5  = 88/ +45. 

On  peut  donner  à t , toutes  les  valeurs  entières  depuis  0 à + oo  . 
Pour /,  =0,  on  a N=45,  etc. 

Problème  ii.  Partager  le  nombre  1591  en  deux  parties , dont 
l’une  soit  divisible  par  23  , l’autre  par  34. 

Soit  x le  quotient  de  la  première  partie  par  23 , y celui  de  la 
seconde  partie  par  34;  ces  deux  parties  seront  23x,  34^,  et 
comme  leur  somme  doit  faire  1591 , on  a l’équation 

23x+34/  = 1691 

à résoudre  en  nombres  entiers  positifs. 

Cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  34  et  23, 
on  trouve 

q = 1 , q,  = 2 , et  les  restes  11,1 
d’où  x—  — 7+< , y = — 2/+/,,  t = — 11/.+Î591. 

Je  ferai  ici  /,  = 140,  d’où  t— — 1540+1591  =51 
y = 38 , x = 13. 

Par  suite  x=13 — 34i, , y — 38+23<, 

Les  deux  parties  cherchées  sont  donc 

23x  = 23(13— 34t.)  = 299  —78 2f. 

34j  = 34(38+23f,)  = 1292+782/,. 

On  peut  faire  /,  = 0,  ce  qui  donne  299  et  1292 
et  /,  = — 1 1081,  510. 


PROPOSITION  XXV.  — PROBLÈME. 

Trouver  les  solutions  entières  de  m — t équations  à m in- 
connues. 

Soient  d’abord  deux  équations  à trois  inconnues 

(1)  ax -yby -+-cz  = d 

(2)  a “x-\-b  'j+c  ‘z  — d‘. 

Pour  que  ces  équations  soient  possibles  en  nombres  entiers , 
il  faut  que  a,  b , c , n’admettent  aucun  facteur  commun  qui  ne 
divise  d,  que  de  même  a',  b',  c',  n’admettent  aucun  facteur 
commun  qui  tie  divise  d‘.  En  effet  si  x , y,  z sont  entiers,  tout 
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nombre  qui  divise  a,  b,  c,  divisera  ax , by , cz , et  par  suite 
leur  somme  a.r-j-by-+-cz  ou  d.  Même  raisonnement  pour  la  se- 
conde équation. 

Ces  conditions  étant  remplies,  nous  supposerons  que  l’on  ait 
supprimé  dans  (1)  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a,  b,  c et 
dans  (2) , celui  de  a',  b‘,  c'. 

Actuellement  on  élimine  une  des  inconnues,  par  exemple  z, 
et  l’on  a 

(3)  ( ac' — ca')x-(-(6c/ — cb‘)y  — de1 — cd'. 

Cette  équation  présente  deux  cas  : ou  bien  ac' — ca‘,  bc‘ — cb' 
sont  premiers  entre  eux,  ou  ils  ne  le  sont  pas.  Dans  le  premier 
cas,  l’équation  (3)  donnera  (p.  22  et  23)  des  valeurs  de  la  forme 
x — a-\-(bc' — cb^l 
y — ft—(ac‘ — ca‘)t. 

On  les  substitue  dans  (1)  ou  dans  (2);  dans  (1)  on  trouve 
aa-\-b(i-\~t(bca' — cab')-\-cz  = d 

. , . d—aa — bft 

ou  z-\-t(ba — ab ^ — — - 


_ . d—aa— bd 

Or,  je  dis  que — est  un  nombre  entier. 


En  effet  a,  fi  formant  une  solution  de  l’équation  (3) , on  a 
l’identité  ( ac' — ca‘)a-\-(bc‘—cb‘')^  — de' — cd ‘ 

d’où  (4)  c(d' — a'a — b‘(i)  =c'(d— aa— b(i). 

Mais  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  cette  relation  sont  des 
nombres  entiers;  d’un  autre  côté  c ,c‘  sont  premiers  entre  eux  : 
car  s’ils  avaient  un  facteur  commun  , ce  facteur  diviserait 
ac‘,  ca‘,  bc‘,  cb';  par  suite  il  diviserait  ac' — ca‘,  bc' — cb',  qui  ne 
seraient  donc  pas  premiers  entre  eux  comme  on  le  suppose;  donc 
dans  la  relation  (4) , c,  qui  doit  diviser  le  second  membre , étant 


premier  avec  c‘,  divisera  d — a a — bjj;  donc 

et  l’on  a pour  les  valeurs  entières 
x — a-\-(bc‘ — c6')< 
y — fi — ( ac' — ca')t 
d—aa— bd 

Z — !- 

C 


d — aa — bfi 


est  entier, 


-\-{/nb‘ — a‘b)t. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  II. 


>7« 


Dans  le  cas  où  ac‘ — a'c , bc — b'c  ont  un  facieur  commun , il 
faut,  pour  que  l’équation  (3)  soit  possible  que  ce  facteur  divise 
de' — d'e ; divisant  donc  l’équation  (3)  par  ce  même  facteur,  on 
a un  résultat  tel  que  ex-\-fy  = g *, 

d’où  on  tirera  des  valeurs  de  la  forme 

x = a-yft,  y — (i—et. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’une  des  deux  proposées , dans 
(1)  par  exemple,  on  aura  une  équation  entre  z et  t,  laquelle  ser- 
vira à exprimer  z et  / , au  moyen  d’une  nouvelle  indéterminée  I'; 
on  pourra  donc  exprimer  x , y,  z au  moyen  de  /',  si  pourtant 
l’équation  en  z et  / est  possible. 

1er  Ex.  5x-\-7 y — 3s  = 9 

4x+3y+5z  = 12 

Eliminant  z,  ona  37a+44y  = 81. 

Celle  équation  donne  (p.  23) 

x = 1+44/ , y — 1 — 37 1 

substituant  dans  la  première  équation  donnée,  on  trouve 

3 z — 39/  = 3 
divisant  par  3 z = 1+13/ 

avec  :r  = 1 +44/ , y = 1 — 37/. 

Si  x , y,  z doivent  être  positifs,  on  ne  peut  donner  à / que 
la  valeur  zéro , et  il  vient 

*=  1, y = 1,  z = l. 

2e  Ex.  6-r+7 y — 3 z = 8 

9a+3y+  Hz  = 1 7 
Éliminant  z,  52a+44y  = 91 

Les  coefficients  52  et  44  ayant  un  facteur  commun  qui  ne 
divise  pas  91,  les  équations  proposées  sont  impossibles  en  nom- 
bres entiers. 

£ Celte  équation  peut  présenter  encoro  diverses  circonstances  dont  je 
supprime  la  discussion. 
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3e  Ex.  6®+7^+4z  = 122 

1 l^r— |— 8j^* — 6z=145. 

Ici  ac‘ — ca',  bc‘ — cb ' ont  un  facteur  commun  qui  divise 
(le ' — cd'  ; l’équation  en  x et  y se  réduit  à 

40^-4-37^  = 656 
d’où,  d’après  pr.  23, 

x — 9+37 1 , y — 8 — 40 * 

Substituant  dans  la  première  des  proposées,  on  a 
2z— 29*  = 6,  d’où  * = 2*',  z = 3+29*'. 

Avec  cela  x et/  deviennent 

x — 9+37x2*'  = 9+7  4*' 
y=  8—80*'. 

Pour  que®,  j,  z soient  positifs , il  faut  que  *'  = 0,  d’où 
x = 9 ,y=8,  z — 3. 

On  remarquera  que  si  l’indéterminée  qui  entre  dans  les  valeurs 
de  x,  y,  z,  a,  dans  ces  trois  valeurs,  le  même  signe , le  nombre 
des  solutions  entières  positives  est  illimité;  sinon,  il  est  limité. 

4 c Ex.  17  x — 3 y — 20z  = 33 

7 ®+3 y — 20z  = 29 
éliminant  z,  on  a 5®  — 3j  = 2 

d’où  x — 1+3*,/  = 1+5*. 

Ces  valeurs  substituées  dans  la  première  des  proposées  don- 
nent 36* — 20z  = 19,  équation  impossible  en  nombres  entiers. 

(p.  22). 

Soient  maintenant  m — 1 équations  compatibles  et  distinctes  , 
renfermant m inconnues  x , , x,,...,  xm,  pour  lesquelles  il  s’agit 
de  trouver  des  valeurs  entières.  On  remplacera  ces  équations 
par  m — 1 équations  contenant  la  première  m indéterminées,  la 
secondent — 1 , la  troisième  m — 2,  la  dernière  2.  (p.  13). 

Soient  km  — 0 l’équation  qui  renferme  les  m indétermi- 
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nées x,,  x,  . . . . xm  ; 

Am_,=  0,  celle  qui  renferme  . . . x,,  x,  ...  . xm— ,; 
etc. 

A4  = 0,  celle  qui  contient . . . x,,  xt,  x3,  xy, 

A3  — 0, x,,  x2,  x3; 

A,  =0, x,,  x2. 


De  l’équation  A,  = 0 , on  tirera  x, , x2,  exprimées  au  moyen 
d’une  indéterminée  /,  ; on  les  substituera  dans  l’équation  A3=0, 
qui  ne  renfermera  que  x3  et  / , , qu’on  pourra  exprimer  au  moyen 
d’une  autre  indéterminée  t% , de  mêmé  que  x, , x,  ; dans  A4  = 0 
on  remplacera  x, , x ,,  x3  par  leurs  valeurs  en  t, , et  on  aura 
a?4,  /,,  par  suite  x^,  x3,  x2,  x,,  au  moyen  d’une  nouvelle  indé- 
terminée t3  , etc. 

Problème  i.  Trouver  un  nombre  qui , divisé  respectivement  par 
les  nombres  11,19,  29,  donne  les  restes  5,  12,  4. 

Soient  x , y,  z les  quotients  respectifs  du  nombre  cherché  par 
11 , 19,  29.  On  aura  pour  ce  nombre  les  trois  expressions 

1 1 a?— f— Ô , 19/+12  , 293+4  , 
et  on  pourra  formuler  deux  équations 

llx+5=19/+12 
1 lx+5  = 293+4. 

De  la  première  on  tire  lia? — 19/ = 7 

puis  *=ll+19l  , y=6+ll(  (p. 23). 

Substituant  dans  la  seconde , on  a 29z — 209/  = 122 
d’où  —4392+2091'  , / =— 30+29/' 
ou , remplaçant  pour  simplifier,  t'  par  21+/, 

3 = —3+209/,  , / = — 1+29/,. 

H est  inutile  de  former  x et/;  le  nombre  cherché  est 
293+4=29(— 3+209/,)+4=— 83+6061/,. 

On  peut  donner  à /,  toutes  les  valeurs  entières 
1)2,3, + 00. 

Problème  ii.  Trouver  l’expression  générale  de  tous  les  multi- 
ples communs  à plusieurs  nombres  entiers  a , b,  c,  d. 

Soit  N un  multiple  commun  à ces  nombres  ; nommons 
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x , y,  z,  U . . , . les  quotients  de  N par  a,  b , c,  d;  on  aura 
N = ax  — by  — cz  — du  ; 

et  il  s’agira  de  trouver  les  solutions  entières  positives  de  ces  équa- 
tions. 

Pour  l’équation  ax^zby,  soit  8 le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  a et  b ; cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

a b 

- x r=0; 

8 8 

elle  admet  la  solution  x = 0,^  = 0;  donc  (p.  22,  e .)  toutes  les 
autres  solutions  entières  sont  données  par  les  formules 


x — ~ t , y=-t 

8 J 8 

t étant  une  indéterminée  entière. 

L’équation  byxzcz  devient,  par  suite  de  cette  valeur  de  y, 

ba 

7 '-“=»• 

Soit  8'  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ^ et  c;  cette  équa- 
tion prend  la  forme 


ba  c „ ' 

T-t  — z = 0 

88'  d' 

et  comme  elle  est  satisfaite  par  < = 0 , z = 0 , on  aura 
c ba 

l-8tl  ’ *~88‘tl’ 

Substituant  cette  expression  dans  cz—du,  on  a 


ba 

88 


•t  et, --du— 0. 


bac 


Soit  8 " le  plus  grand  commun  diviseur  de  ~rz,  et  d,  on  aura" 

oo 

bac 


Par  suite 


Sfrô"*'  8"U~ °* 

bac  b 

u~ââ¥rt * ’ tv~ 
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abcâ, 


Comme  N =du,  on  aura  N=  C pour  l’expression  cherchée. 

Le  plus  petit  de  tous  les  multiples  répond  à tt—  1 , et  est  égal 
à ; pour  le  trouver,  il  n’y  a qu’à  diviser  a par  le  plus 


â 


grand  commun  diviseur  de  a et  b , et  multiplier  le  quotient 

par  b ; diviser  ce  produit  ~ par  le  plus  grand  commun  diviseur 

ab  . . nb  ... 

de  — et  c , et  multiplier  le  quotient  -ÿ-p  par  c , et  ainsi  de  suite, 

quelle  que  soit  la  quantité  des  nombres  a,  b,  c,  d...,  Ce  résultat 
peut  se  démontrer  par  une  autre  voie. 


PROPOSITION  XXVI.  — PROBLÈME. 

Résoudre  en  nombres  entiers  positifs  une  équation  d 3,  4, 
5,  etc.,  indéterminées. 

1°  Soit  l’équation  ax-\-by-\-cz—d,  où  a,  b , c n’ont  aucun 
facteur  commun , ce  qui  n’empêche  pas  qu’ils  ne  puissent  avoir 
2 à 2 des  facteurs  communs. 

Cette  équation  présente  deux  cas  : ou  bien  parmi  les  coeffi- 
cients a,  b,  c il  y en  a deux  qui  sont  premiers  entre  eux , ou  bien 
ils  ont  2 à ^2  des  facteurs  communs. 

Supposons  d’abord  que  a et  b soient  premiers  entre  eux  ; on 
prendra 

(1)  ax-\-by  ±=  d — cz 
posant  d — es  = e , on  a 

(2)  (zar-f -by—e 

.équation  qui , traitée  d’après  la  méthode  de  la  prop.  23,  donnera, 
en  vertu  du  corollaire  2,  des  valeurs  de  la  forme 
x — me  '—bt  , y—ne-\-at  ; 
comme  me,  ne  forment  une  solution  de  (2),  on  a 

mea-\-neb  zz  e 
ma  nb  — 1. 
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En  vertu  de  la  valeur  de  e , on  a , par  conséquent, 

(4)  x—md — me z — bt  , y—nd — ncz-\-at. 

Si  a,  b,c  sont  de  même  signe,  ce  qui  permet  de  les  supposer 
positifs,  il  est  clair  que  le  nombre  des  solutions  entières  positives 
de  l’équation  (1)  est  limité;  car  ax , by , cz  étant  positifs,  on 
aura,  à cause  de  l’équation  (1), 

ax  <^d , by  d , cz  d 

, d . d , d 

d’où  x ~ > J'-  \ 

d’ailleurs  sr^>0,/^>0,z^>0. 

Les  formules  (4)  conduisent  à la  même  conséquence;  en  effet, 
on  doit  avoir 

md — me  z — bt~^>  0 , nd — ncz-\-at  0 


(5)  d’où 

^ md — mc.z  nez — nd 

t < , *> 

^ h ^ a 

et  par  suite 

md — mcz  . . nez — nd 

(,  >‘>  « 

d’où 

amd — amcz  bnez — bnd 

ensuite 

( '«m-fin ) d (am-\-bn)cz ; 

or,  en  vertu  de  (3),  am-ybn—\  ; donc 

t 

' 

, . ^ a 

dj>cz  et  i 

Ainsi  les  valeurs  de  z sont  limitées  à 0 et  - ; par  conséquent , 
dans  les  formules  (4),  on  fera  successivement  z= 0 , 1,2.... 
jusqu’à  -,  et  pour  chaque  valeur  de  z , il  n’y  aura  que  des  va- 
leurs de  t déterminées  par  les  limites  (6),  qui  soient  admissibles.* 
Si  c est  négatif,  représentons-le  par  — c‘\  les  formules  4 de- 
viendront 

(6)  x—md-^-mc'z — bt  , y — nd-\-nc‘z-\-at 

, , md-+-mc‘z  — nd — nc'z 

et  donnent  (7)  t t t 
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md+mc'z  ^ — nd — nc'z 

T.  ^ I 


puis 


d-\-c‘z  0 , z . 


177 


On  a aussi  z^>  0;  ainsi  on  prendra  z à volonté,  pourvu  qu’il 

soit  supérieur  au  plus  grand  des  deux  nombres  0 et  — —j  on 

finira  bientôt  par  trouver  des  valeurs  de  z auxquelles  répon- 
dent des  valeurs  entières  de  t,  et  des  valeurs  positives  de#  et  y. 
Pour  le  prouver,  il  suffit  de  montrer  que  l’on  arrivera  à des  va- 
leurs de  z telles  qu’entre  les  deux  limites  de  t (7)  il  y aura  au 
moins  un  nombre  entier.  Pour  cela  il  suffit  que  ces  deux  limites 
diffèrent  d’une  unité.  Posons  donc 


mdr-\-mc‘z  — nc'z — nd 


>1 


d’où  d+c 'z^>  ab,  et  z 


ab — d 


Ainsi , au  plus  tard  quand  z sera  plus  grand  que — , il  y 

aura  des  valeurs  entières  de  t auxquelles  répondront  des  valeurs 
entières  positives  de  x et  y,  et  à partir  de  là  z pourra  aller  jus- 
qu’à l'infini. 

Enfin  si  a et  b sont  de  signes  contraires , supposons  b négatif 
et  égal  à — b'.  Les  formules  (4)  deviennent 

x — md—mcz-+-b‘t , y — nd — ncz-\-at. 

On  donnera  ici  à z une  valeur  entière  positive  arbitraire;  les 
valeurs  de  x et  y prendront  la  forme 


x = k-\-b't , y — l-\-at , 

« 

et  on  pourra  donner  à t une  infinité  de  valeurs.  Ainsi  à chaque 
valeur  arbitraire,  entière  et  positive  de  z,  répondront  des  valeurs 
entières  positives  de  x et  en  nombre  infini. 

En  résumé  si  a,  b,  c sont  de  même  signe,  les  solutions  entières 
positives  de  l’équation  sont  en  nombre  limité,  sinon,  elles  sont 
en  nombre  illimité. 
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Supposons  maintenant  que  les  coefficients  a,  b ,c , aient  deux  - 
à deux  des  facteurs  communs  ; soient  h le  facteur  commun  à a et 
b;  faisons  a — a'h,  b = b'h;  l’équation  (1)  devient 

(8)  a ‘hx-\-b  'hy-\-cz  ~ d 

d’où  alx-\-b'y  — — - — 

Or  , il  faudra  que  - ■ ? °Z-  soit  un  nombre  entier  t;  on  a donc 
les  deux  équations 

(9)  a‘x-\-b‘y  — t,  d — cz  — ht 

Puisque  a,  b,  c sont  premiers  entre  eux,  c et  h qui  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  a et  I»,  le  sont  aussi;  ainsi  la 
dernière  équation  donnera  des  valeurs  de  la  forme 

(10)  z — a— ht1,  t = ft+ct' 
avec  la  condition  (11)  ca-\-h(i  — d. 

Quant  aux  valeurs  de  x et  y tirées  de  l’équation  a‘x-\-b‘y  — t 
comme  si  t était  connu , on  aura 

x =mt-+-b‘t“,y—nt—alt  “ 
avec  (12)  a'm-j-b'n  — 1. 

Remplaçant  ici  t par  sa  valeur  (10)  on  aura 

[ x — mjS+mct  '+&  ' t " 

(13)  | y — nfî-{-nct ‘ — a‘t“ 

( z — a — ht1 

h étant  nécessairement  positif,  pour  que  z le  soit , il  faut  que 
l’on  ait  t‘  <T? 

h • 

Si  a,  6,  c et  par  suite  a',  b\  c sont  positifs,  l’inspection  de 
l’équation  (1)  ou  (8)  montre  que  x , y,  z sont  limités.  Les  for- 
mules (13)  le  prouvent  aussi;  car  elles  donnent 

(14)  —mfi-mct'  ^np+nct1 
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,,  . nft-\-nctl.  —mft — met • 

,loll  -i ; > 

a'  b 

et  /9(wa'-l-n6')  — ctl(nia'-\~nb'') 

et  à cause  de  (12)  — et1  <^/9  d’où  r)>  — . 

Donc  t‘  a deux  limites;  pour  chaque  valeur  entière  de  t1,  com- 


a 


P 


prise  entre  — et , t“  aura  un  certain  nombre  de  valeurs 

• r h c 


déterminées  par  (14),  et  pour  chaque  système  de  valeurs  de 
t‘,  t“  ainsi  déterminées,  les  formules  (13)  donneront  as, y,  z. 

Si  a , b , c , ne  sont  pas  tous  les  trois  de  même  signe,  on  re- 
connaîtra, à peu  près  comme  plus  haut,  que  les  solutions  en- 
tières positives  sont  en  nombre  illimité. 

2°  Soit  l’équation 

(16)  a,x- \-a,x,-+- ....  H-an.JSm  = b. 


Le  cas  le  plus  général  est  celui  où  dans  eette  équation  il  n’y  a 
pas  deux  coefficients  qui  soient  premiers  entre  eux. 

Nommons  d le  plus  grand  commun  diviseur  de  a,,  a,  , 

et  soit  fait  a,  = a\d,  «,  ==  a\d, . . .,  am_.  = a'„—,d. 

L’équation  (16)  prendra  la  forme 

d(a',x,-^a\x,- 4-  • • . )+«,„*„,  = b. 

Le  facteur  entre  parenthèse  devant  être  entier,  on  posera 
(16)  . . . -f-a'n>_,xm— , = t,  indéterminée  en- 

tière et  l’équation  précédente  devient 
dt-\-amxm  = b. 


d est  nécessairement  premier  avec  am-,  donc  cette  équation  est 
possible  en  nombres  entiers , et  nommant  une  indéterminée 
entière,  on  a pour  cette  équation  des  solutions  telles  que 

xm  = ab-^-dfr 
(17)  t = (îb-amS- 

a,  /?  satisfaisant  à aa„+^d  = 1 

I 2. 
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Soit  d , le  plus  grand  commun  diviseur  de 
a\ a'm—„ela',  =a",d, ,a\  — a‘\d , , ...a'„,_»=a"m--,d,. 
L’équation  (16)  devient 

d,(,an,x, • . -|-a ' m- ,xm- a)-f-a 'm_ , a?m_ , = /. 

(Nous  désignerons  par  -d1,,  .. . des  indétermi- 

nées entières). 

Le  Facteur  de  d,  devant  être  entier , on  fera 

(18)  u;/,a71— f-o  H • • • "4” , — t , . 

L’équation  précédente  deviendra 

d,t, a:m_,  = t. 


et  donnera 


xm—,  = a,/-hd,&, 
t,  = i f?,t— 


avec  <n,a‘m—,-\-fi,d,  — 1. 

Soit  d,  le  plus  grand  commun  diviseur  de 

J/  A!  „êl  ,_//  __///  J .,///  J -J/  _/// 

Æ D Û m—3j Clfl  i j — ^ afljj Û m— 3— û m — 3"** 

L’équation  (18)  donnera 

(20)  a'</,a;1-j-fl///,a;!,+.„-(-«/</m_3a;ia— 3 ==  t, 
et  dl<1-H»/,m_aa?m_1  = L. 

De  cette  dernière  on  tire 

— 2 — • r da^a  * 

^ 

avec  a2aum— 1+/3ad1  = 1. 

En  suivant  les  mêmes  notations,  on  trouvera 


a?m — 3 djt^-j-djS' 3 

^3  = /Î3<J Cl"lm—3'd'  3 

<X3<l" fi  3di  — 1 
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et  l’on  parviendra  à réduire  à 3 le  nombre  des  indéterminées 
x, , xa supposons  que  l’équation  qui  les  contient  soit 

a,x,-{-âtxt-+-a3x  3 = <m_4. 

La  barre  qui  surmonte  les  a,, ...  tenant  lieu  de  m— 3 accents. 
Soit  3 le  plus  grand  commun  diviseur  de  a,,  a,, 

et  n,  — et , dm — 3 ] âi  * — ci  idai — 3 1 

on  aura  àlxl-\-a  ,x,  — tm—3 

et  d„,_3<m_3— (-03X3  tm-i- 

Ces  équations  donneront 

xï  — dm — 3^m — -î  I — 3\)" m — 3 

Cn  — 3 — m — 3^ru — 4 «3^  m — 3 

avec  am-3à3H-/?m_3dm_3  = 1 

-I 

et  dm — iL — J'  | S i^m— j 

X | dm—  i L — 3“S  3 il  g, — g g 

avec  dm_,a  I+dm_1a’,=  l. 


Ainsi  les  solutions  de  la  proposée  sont  données 
mules  suivantes  : 

par  les  for- 

(O* 

xm  — ab-+-d9- , t f}b—am& 

(2)’ 

xm-,  , t,  = /9,f— 

(3)’ 

Xm~~ a — djL—f" da$~  a y t% ^t|— m — 

W 

— d3t,-i-d3'S' 3 , t)  — a"'m— y9" 3 

etc. 

(m — 2)' 

X i — dIU — 3 ^ ni  — J 1 dm — 3 • 3^” m — 3 j tm— 3—“/^m— 3^m 

— 4 — d3$‘m — 3 

(m — 1)' 

f 

•^a  — a^m — ,H  ^ i Vœ — ? j ^ 

(m) 

W, 

*^i  — CCrn — t^a» — 3 ^a  a j 
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avec  les  conditions  aam-f-/9d=  1 

a,a'm- d<  = 1 

«a,— 3«r+-/?m— idm— 3 — 

i®i  “4“CCm— »na  — t 

Deux  cas  se  présentent  par  rapport  à la  discussion  : ou  bien 
tous  les  coefficients  a, , a, ....  am  sont  de  même  signe , ou  cela 
n’est  pas.  Dans  ce  second  cas,  qui  est  le  plus  simple,  supposons 
a,  négatif  et  a\  égal  à — A ; la  formule  (m)1  devient 

Xi  CCaj — — 3 I A# m — i»  * 

Or , dans  (1)'  on  pourra  donner  à S'  une  infinité  de  valeurs 
entières  telles,  que  x,  sera  positif;  chacune  de  ces  valeurs  de  & 
déterminera  une  valeur  entière  de  / ; à chaque  valeur  entière  de 
t répondront  pour  des  valeurs  entières  illimitées  qui  ren- 
dront xm_,  positif,  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  x3  inclusivement. 
Quant  à xt  et  x, , lorsqu’on  aura  calculé  pour  <m_3  une  valeur 
entière,  on  trouvera  pour  une  seule  limite;  car  on  aura 

— 3t|n — ,i  I I xf'm — a ^ ^ 

dm  — dm  — r4"A5’ m_,  0. 

Donc  le  nombre  des  solutions  entières  positives  de  la  proposée 
est  illimité. 

Il  n’en  est  pas  de  même  lorsque  a, , a, ... . am  sont  tous  0. 

En  effet,  si  l’on  raisonne  comme  on  vient  de  le  faire,  en  arri- 
vant à x,  et  x, , on  trouvera  les  conditions 


Ct  ta  — a An— 3 

’ f 

a , 


#™-a  < 


a. 


qui  pourraient  être  contradictoires. 

Dans  ce  cas,  toutes  nos  indéterminées  sont  limitées  dans  les 
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deux  sens,  comme  cela  résulte  de  l’inspection  de  la  proposée,  et 
voici  comment  on  trouve  ces  limites. 

Les  deux  limites  de  S'a,—,  exigent  qu’on  ait  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante 


ou , en  vertu  de  l’avant-dernière  (a) , 0. 

En  continuant,  on  reconnaîtra  d’abord  que  1°  il  faut  et  il 
suffit  que  toutes  les  indéterminées  t,  t,,  t, ...  soient  positives; 
2°  que  chacune  des  indéterminées  S-,  S", , S",  . . . a deux  limites. 
Pour  trouver  les  valeurs  de  x , y,  on  partira  des  limites  de  S~  : 
si  elles  comprennent  des  nombres  entiers,  soit  S-1  un  de  ces  nom- 
bres; on  calculera  la  valeur  correspondante  de  xm  et  de  t.  Au 
moyen  de  / , on  détermine  les  valeurs  des  limites  de  S',  ; si  ces 
limites  comprennent  des  nombres  entiers,  soit  S-1,  un  de  ces 
nombres;  on  le  substituera,  ainsi  que  t,  dans  xm—,  et  t,,  et 
ainsi  de  suite. 


ou  en  vertu  de  la  dernière  relation  (a),  0. 

D’après  cela,  les  formules  (m — 2)'  donnent 


puis  ( 3<f.n— 3)  t, n_4  ]>  0 


1 " Ex.  1 2aH-l  8y-+-l  4a+2 1 u = 98. 

Les  trois  premiers  termes  donnent  d = 2;  on  pose 


(b)  LJjt— t— 9j— (-7  z~t. 
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et  la  proposée  devient 

2<— -{“21  u = 98 . 

En  y appliquant  la  prop.  23 , on  trouve 
t = 49—21$-,  m = 25. 

Dans  l’équation  (b)  on  a d,  = 3 , on  pose 
(c)  2ar+3 y—t, 

et  elle  devient  3<,-+-7z  = < 

d’où  < , = • — 2 < — 7 ■0' , , z = <+35v 
'et  l’équation  (c)  donne  y — t, — 25-,  , x = — <,-4-35-,. 

On  a donc  les  formules  suivantes  : 

u — 25-  , < = 49-215- 

z =<4-35,  , <,  = — 2<— 75. 

y—t,—  25-,, 
x = — /, — | — 35*  j. 

Des  expressions  de  x et  y on  tire 
(d)  5-, 

formules  qui  exigent  que  t,  soit  positif;  z devant  l'être  aussi , on  a 

(O  $.>-3, *.<-7 

ce  qui  exige  que  t 0 ; comme  u est  dans  le  mtkne  cas , on  aura 

\ 49 

^>°et^<-<3. 

Ainsi  on  essayera  5-  = 0 , 1 , 2. 

Pour  5-  = 0,  on  a w = 0,  <=49;  donc  à cause  de  (e) , 

5-,  >-17,  et  5,  S -14. 

Avec  5-  = 0,  on  fera  donc  5-,  = — 14 , — 15,  — 16. 
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Faisant  9 -,  =—14,  on  a <,=0,  z=  7 ; par  suite  ih  = 0 , 
d’où  x = 0,/  = 0. 

7 

9\  = — 15,  donne  z—4 , t,  =7  , 9-a  et 

d’où  9\=3  , /=1 , x=2. 

14  14 

9\=—  16donnez=l,<,=14,9\,>  — et  <^— ...9-,=5,6,7. 

«J  M f 

Continuant  les  calculs,  on  trouve  les  huit  solutions  suivantes  : 


u=  0 , 

z = 7, 

jr  = 0 , 

r=o 

u = 0 , 

z = 4. 

x = 2 , 

r=i 

M = 0 , 

z=l  , 

r=l  , 

r=4 

M = 0 , 

Z = 1 , 

x — 4 , 

7=  2 

u = 0 , 

Z=  1 , 

X—'l  , 

7=° 

m=2  , 

z = 4 , 

# = 0 , 

7=0 

M=  2 , 

Z=1  , 

# = 2 , 

7=1 

«=4  , 

Z = 1 , 

# = 0 , 

7=0. 

2e  Ex. 
on  fait 
d’où 
et 


(«) 


36# — 24++28z — 35«  = 12 
9# — 6j+7  z — t 

4 < — 35m=  12 
« 

t = 3+359- , a = 49\ 

Dans  («)  on  pose 

3x — 2 7=  t, 
elle  donne  3<,+7z  = < 

d’où  <,= — 2< — 75-,  et  z = <+39-, 

L’équation  (/?)  donne  j=<,+39-a  , x = <,+29-,. 
Ainsi  les  formules  sont 

’ u = 4 3' , <=3+359- , 

z = <+39-,  , <,  = — 2<— 79, 

7— <1+39- , > 
a?  = <,+29-,. 
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Substituant  la  valeur  de  t dans  celles  de  z et  t, , puis  celle  de 
f,  ainsi  calculée,  dans  les  expressions  de/  et  a?,  on  a 

«=  49  , z = 3-|-359-f39i  , 

y=  — 6— 709-79,4-39,  , *--6-709—79,4-29,. 

Pour  que  ces  valeurs  soient  positives,  on  a 


9>0 


9,> 


-3-359 


64-7094-79. 


et  9,^> 


6 + 709-+79-, 


On  donnera  à 9-  une  valeur  entière  positive  quelconque  , et 
on  la  substituera  dans  les  inégalités  suivantes. 

La  limite  de  9,  étant  calculée,  on  donnera  à 9",  une  valeur  en- 
tière supérieure  à celte  limite,  et  on  la  substituera  dans  les  iné- 
galités suivantes.  Enfin,  on  donnera  à 9,  une  valeur  entière  quel- 
conque supérieure  à la  plus  grande  de  scs  deux  limites,  et  à cha- 
que système  de  valeurs  ainsi  calculées  pour  9-,  9s  » 9, , on  aura 
un  système  de  valeurs  convenables  de  x , y , z,  u. 

Remarques.  1°  Rien  n’empêche  de  former  les  expressions  géné- 
rales de  xm,  .. ..  *,,  x,,  en  fonction  de  9-, , 9, ... . 9m—*. 

2°  Si  les  coefficients  a,,  a„  ...  am  sont  premiers  2 à 2,  on 
n’a  qu’à  faire 

d,—d,=d3=,  etc., . . . .=  1. 


PROPOSITION  XXVII.  — PROBLÈME. 

Trouve r les  solutions  entières  positives  de  k-+-l  équations 
compatibles  et  distinctes,  renfermant  m-f-k  indéterminées, 
ttz , t x,,  . . . . 

Par  le  moyen  de  l’élimination  on  déduira  des  proposés  un  au- 
tre système  de  k-+- 1 équations,  dont 
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l’une  Am^-i=0,  renferme  ï.,+1  , etc.,  . . . x, 

la  2 , Aro-Hi — , — 0, — ...... .3?,, 

etc., 

lu  A*0  Am—  1 — 0 , ••••*•  • .....  % 

la  dernière  Am=o»  • • • • x,. 

De  cette  dernière  on  tirera  les  expressions  de  xm .r, , en  fonc- 

tion dem — 1 nouvelles  indéterminées  entières  9-,  9', , 9", ,..  i9m—a 
(p.  26);  on  les  substituera  dans  Am+,  = 0,  qui  renfermera  après 
cela  xm— , , 9~,  que  l’on  exprimera  en  fonction  de 

m — 1 nouvelles  indéterminées  entières , A,  A, Am— , , ce  qui 

permettra  d’exprimer 

. ‘Vi,  ra. . . . . r en  A,  A,  • . . . Am—*,. 

En  continuant  ainsi,  on  parviendra  à exprimer  x, , x, . • • -rm_ t 

en  fonction  de  m,— 1 indéterminées  entières  eu,  tu ,. 

On  écrira  que  x, , x, . . . . x„,-t-,  sont  0 , et  choisissant  une 
indéterminée  <m„— ,,  on  prendra  toutes  les  inégalités  qui  con- 
tiennent tUm— ,,  et  on  en  tirera  pour  cu,n— , des  limites;  si 
toutes  ces  limites  sont  de  même  sens , les  quantités  x, , x, , X) . . . . 
qui  renferment  eum— , admettent  une  infinité  de  valeurs  entières 
positives.  Dans  ce  cas,  des  expressions  x, , x,,  etc.,  qui  ne  ren- 
ferment pas  cum_, , on  tirera  des  limites  pour  tum— 3 par  exem- 
ple, et  si  en  continuant  ainsi  successivement  sur  toutes  les  ex- 
pressions x, , x,  . . . . , on  ne  trouve  pour  chacune  des  indéter- 
minées cum— , , cum— 3 , et  c.,  que  l’on  en  a tirées , que  des  limites  de 
même  sens , le  nombre  des  solutions  entières  positives  des  pro- 
posées est  infini. 

Supposons  que  ro,„_ , ait  des  limites  de  sens  contraire;  on 
écrira  que  chaque  limite  supérieure  est  plus  grande  que  chaque 
limite  inférieure,  et  on  aura  de  nouvelles  inégalités  qui  ne  ren- 
ferment plus  et  qu’on  joindra  à celles  des  inégalités 

r,)>0,  etc.,  qui  n’ont  pas  encore  été  employées.  On 
traitera  toutes  ces  inégalités  pour  en  tirer  les  valeurs  d’une  autre 
indéterminée  tum— 3 , et  on  opérera  de  même. 

Pour  donner  un  exemple,  supposons  qu’on  ait  trouvé 
x= — 6 — oj  — ru , 0 , d’où  w.^>6 — 01 

— to,)>  0 (O,  2 — f— (m 

. 2 (if — 3 

21=3-4-7(0, — 2w^>0  (u,  — 7 — 


3 
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Delà  2+to^>6 — a>et2+to^> 


2tu— 3 


d’où 


17 


w>3,  <u>—  -r- 


d)  n’a  donc  que  la  limite  3 ; mais  pour  qu’il  y ait  des  solutions  , 
il  faut  que  les  limites  contraires  de  eu  comprennent  au  moins  un 
nombre  entier , ce  qui  arrivera  si 

2 co— 3 — . 


2+to — (6 — to) ^ l,et2-+-a)- 


— 5 

d’où  a - 


' 1 >1 
_ 16 


W>  5 ' 


Donc,  dès  que  to^>  3,  on  aura  pour  tu,  des  valeurs  entières; 
par  conséquent  x , y , z seront  positifs.  On  fera  donc 


£0  = 3,  4,  etc.,  o© 

Pour  second  exemple , prenons 

ar=2-+-2eoI  — 4co^>0,y-=3— 2to,— 3to^>0 
z — 1 -j-2to, — 4to^>0,«=l4-3to,+6co^>0. 

Ici  en  tirant  les  limites  de  co,  et  les  comparant,  on  trouve 

W‘<T7’  W‘  <18’<Ul  <3»  w->— 

On  ne  peut  donc  faire  que 

to,=0,  d’où  to=0,  æ = 2,y=3,  2 = 1,  « = t 
et  to , = 1 , qui  ne  donne  rien. 

Problème.  D’un  même  point  d’une  courbe  fermée  dont  la  lon- 
gueur est  1 , partant  au  même  instant,  en  se  dirigeant  dans  le 
même  sens  n mobiles  nommés  P,.,  P,....Pn , parcourant  en  une  mi- 
nute des  longueurs  représentées  respectivement  par  a,,  a,...a„, 
quantités  que  nous  supposons  rangées  de  manière  qu  elles  vont 
en  décroissant.  Combien  faudra-t-il  de  minutes  pour  que  ces  mo- 
biles se  rencontrent  2 à 2, 3 « 3.  ...  ; enfin  pour  qu’ils  se  ren- 
contrent tous. 
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Pour  que  P,  rencontre  P,  la  première  fois,  il  faut  que  P,  qui 
prend  l’avance , parcoure  la  courbe  l , plus  le  chemin  que  P,  fera 
pendant  ce  temps;  pour  que  P,  rencontre  P,  pour  la  deuxième, 
troisième.... fois,  il  faut  qu’il  parcoure  deux  fois,  trois  fois,  etc., 
t,  fois  la  courbe  /,  plus  le  chemin  parcouru  par  P,.  Soit#,  le  temps 
nécessaire  jusqu’à  la  rencontre  de  rang  t,  ; pendant  une  minute, 
P,  parcourt  a,  mètres;  donc  en  x,  minutes,  il  en  parcourra 
a,  x, , et  P,  en  parcourra  ; pour  que  le  premier  espace 
surpasse  le  second  de  t , fois  la  longueur  l,  il  faut  que 

„ t,l 

a,x, — a7x,=ztj  doù  J?,  = 

<1, fl, 

De  même  si  x7  est  le  temps  écoulé  jusqu’à  ce  que  P,  ait  ren- 
contré P 3 un  nombre  de  fois  marqué  par  t , , on  aura 


x,  = — , etc. 
«3 


, étant  le  temps  nécessaire  pour  que  P,  rencontre  P„,  , 


fois , on  a 


On  trouvera  de  même  les  rencontres  2 à 2 de  tous  les  mobiles. 

Pour  que  les  trois  premiers  mobiles  se  rencontrent , il  faut  qu’il 
y ait  coïncidence  entre  une  rencontre  du  premier  avec  le  second , 
et  une  rencontre  du  premier  avec  le  troisième;  ainsi  il  faut  cher- 
cher pour  t, , t 7 des  valeurs  entières  positives  qui  rendent  æ,=ï,, 
ce  qui  donne 


m 


— 1 2 — ou  <,(«,—  a3)=t,(a,—  a7) 
a,— a,  a,—a3 

Soit  âi  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a, — a3  et  a, — a,; 
cette  équation  devient 


et  donne 
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v,  étant  une  indéterminée  entière.  Si  l’on  fait  e,  = 1 , 2 , 3....,  01» 
aura  le  temps  écoulé  jusqu’à  la  première , seconde , troisième..;., 
rencontre  des  trois  premiers  mobiles. 

Pour  que  les  n mobiles  se  rencontrent , il  faut  que  les  valeurs 
de  ar, , x2. . . . soient  égales.  Ainsi , il  faut  résoudre  en  nom- 
bres entiers  positifs  des  équations. 

1 1 C tn — 1 

cix—(i2  a. , — tt'i 

Ces  équations  sont  au  nombre  de  n — 2 avec  n_,  indétermi- 
nées. 


a, — a,  a, — a3  , 

La  première  donne  t , = — - — «, , t%— — - — u,  ; donc 
* o,  o, 

«.  _ t} 
d,'  a, — <14 


Soit  d , le  plus  grand  commun  diviseur  de  d,  et  a, — a/(,  «,  une 
indéterminée  entière;  on  aura 


d,  . a,— a, 

u,=—  u„  t3=z — - — 
(7a  Uî 


De  là 


Soit  d3  le  plus  grand  commun  diviseur  de  d,  et  a, — 05 , il 

d,  «,—«5 

vient  u^  = — u3,  i4= — - — . «3. 

o3  03 


De  même  soit  d/(  le  plus  grand  commun  diviseur  de  d3  et  a, — œ 
âs de  d/(  et  a,  — a, 


d„_,  de  d„— 3eta.— a„ 

&x 

on  aura  = — wn—  * 

On“i 

Dans  ces  relations  u3, sont  des  indéter- 
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minées  entières;  et  le  temps  nécessaire  à cette  rencontre  sera 

lu,,— 2 

~ 

Pour  u„—,  = 1 on  aura  la  première  rencontre  des  n mobiles  ; 

l 


Définition  9.  On  entend  par  racine  d’une  équation  à une  in- 
connue toute  expression  qui,  substituée  à la  place  de  cette  in- 
connue, rend  l’équation  identique.  Ainsi  — 3 est  une  racine  de 
•r’ — x — 12zr0;  car  si  l’on  remplace  a;  pqr  — 3,  il  vient 

X — 3)’ — ( — 3) — 12  ou  9+3—12 

qui  est  nul. 

PROPOSITION  XXVIII.  — PROBLÈME. 


le  temps  au  bout  duquel  elle  a lieu 


â 


Résoudre  une  équation  du  second  degré  à une  inconnue. 

Une  équation  du  second  degré  ne  peut  renfermer  que  trois 
espèces  de  termes , savoir  : des  termes  où  l’inconnue  est  à la  se- 
conde puissance,  des  termes  affectés  de  la  première  puissance  de 
l’inconnue , ‘et  des  termes  tout  connus.  Ainsi , en  représentant 
par  a,  b , c trois  quantités  connues , monômes  ou  polynômes , 
numériques  ou  littérales,  on  pourra  mettre  toute  équation  du 
second  degré,  à une  inconnue,  sous  la  forme 

ax*-\-bx-\-c  = 0. 

Divisant  par  a , on  a -■ 

b c 

ic’-q — aH — =0. 
a a 


b c 

Représentant  - par  p , - par  q , on  obtient 


x2-\-px-\-q  — 0. 
Transposant  q , il  vient 

aj’+pæ  — —q. 
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Mais  x’-f -px  devient  un  carré,  si  l’on  y ajoute  - p‘  ; car 


1 


1 


1 


x’-+-u.r-b-  - p’  est  le  carré  de  x-f-  — p ; ajoutons  donc  - p*  de 
\ 2 4 

part  et  d’autre,  et  nous  aurons 

1 1 

x’-hpx-]---  pr  = -p'—q. 

Supposons  pour  un  moment  que  -p1—  1 soit  positif. 

Pour  que  celte  équation  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  que 
x-+-^p,  racine  carrée  du  premier  membre,  soit  égal  à l’une  des 

M * 

racines  carrées  de  \ p‘ — q ; or,  nous  savons  que  tout  nombre  ab- 
4 1 

solu  a deux  racines  carrées  égales  et  de  signes  contraires;  nons 
désignons  celles  de  ^ p‘ — q par 

etPar 


Ainsi , pour  que  l'équation  devienne  identique,  il  suffit  que 

x-|-  ■ 


= ou  que  *+ ; 


d’où 


x=-\p+v\p'-<1  > « x--\p-  | 


L’équation  x'-{-px-\-q=0  devient  donc  identique,  si  l’on  met 
pour  x l’une  quelconque  de  ces  deux  expressions , qui  sont,  par 
conséquent , deux  racines  de  cette  équation.  Pour  abréger,  on  les 
renferme  en  une  seule  formule,  que  voici  : 


*=-\p±\/\p'-q> 


formule  que  l’on  regarde  comme  remplaçant  les  deux  précé- 
dentes. 

Donc,  dans  l’équation  x’-f-px-f-ç  =: 0 , l’expression  de  x se 
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compose  de  la  moitié  du  coefficient  dex,  pris  en  signe  contraire 
plus  ou  moins  la  racine  carrée  du  carré  de  cette  moitié  ajouté 
algébriquement  au  dernier  terme  transposé  dans  le  second  membre. 

Exemples.  1° 

10x’+17x— 63  = 0 

d’où 

17  63  „ 

"’+îïï'-ïô^0’ 

. - 17 
ta  p=îô  ’ 1 

63  ,, 
iïï5  d0nC 

«=_iI+|/lf”V+2 

20  y 4vio/  ' 10  , 

mais 

|/l  289  630  | / 289-+-2520 

1/2809  53 

* 4\io/  io"l 

* 4'  100^100  400 

20  20 

Donc 

— 1 7±53  * 
x~  20  • 

Ainsi 

_ — 17+53  36  9 

20  ~ 20“  6 

et  x : 

_ —17—53  _ 70  7 

20  20  2' 

2e  Ex. 

x1  — -7  ^^-12  nr  0 

d’où 


7 1/49 

x—\±\  T-12 

=ur + i 

2 ^ 4 2 2 


3e  Ex. 


d’où 
x 1 


æ—  4 et  a;=  3. 


— , 2 à 5,r  X 6a 

— +1 = —H — — — . 

ab  a b a b 


Le  dénominateur  commun  le  plus  simple  est  ab ; chassant 

i3 
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donc  les  dénominateurs,  on  a 

x'-j-ab—Sb'  — 5 ax-\-bx — 6a’ 
ou  x ’ — a:(5a+6)  = — 6a’ — ai— (-26’ 

5a+6 


d’où 


«=- 


|/  (5a-+-6)’~~ 


6a’ — a6=26’. 


a’+6a6-t-96’ 

Ce  qui  est  sous  le  radical  se  réduit  à , expression 

a+36  , 

dont  la  racine  carree  est  — s donc 


x — 


6 a+6±  (<i-|-36) 


Ainsi 


et 


x = 5«+6+a+36  __  3fl+26 

j£ 

5a+6 — a — 36  _ , 

x = — - — ^ = 2a— 6. 


Remarque  1.  Les  équations  du  second  degré  qui  ne  contien- 
nent pas  la  première  puissance  de  l’inconnue  sont  dites  incom- 
plètes. Elles  sont  de  la  forme  aæ’+c  = 0 , d’où 

x'—  — - et  #=-+-[/  — -. 
a r a 

L’équation  ax’+6as+c  = 0 est  dite  complète. 


Remarque  2.  Les  expressions  xz=  — ^p±y  ^ p’— q satisfont 


. 1 


certainement  à l’équation  ir’+par+ç — 0,  si  —p* — q n est  pas 

négatif.  Si  on  les  substitue  dans  cette  équation,  on  trouve,  pour 
le  premier  membre,  ' 

x'+px+q= 
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=\p'+p\/ \p'-<l+\ï>*-q-  |p’rtp|// \l>'-q-hq.  (2) 
On  reconnaît  ici  que  1°,  ^pM-  ^P'  et  — ^ p’  se  détruisent; 


et  rtp 


p' — 7,  où  les  signes 


supérieurs  se 


correspondent  de  même  que  les  signes  inférieurs  se  détruisent; 
3°,  —q  et-+-ÿ  sc  détruisent.  Ainsi  l’équation  est  satisfaite,  quel- 
que valeur  qu’on  suppose  à p et  à q.  Il  y a plus  : il  est  évident 
que  le  polynôme  (2)  sera  nul,  quand  même  on  supposerait  que 


V- 


^P' — q n’est  pas  un  nombre  calculable,  mais  un  symbole  al- 


gébrique quelconque,  par  exemple,  une  expression  imaginaire 
(1. 1,  p.  ôt),  pourvu  qu’on  traite  ce  symbole  comme  un  nombre. 

Ainsi  le  polynôme  (1)  sera  aussi  nul,  pourvu  que  l’on  ap- 
plique toujours  les  mêmes  règles.  Donc  si  a,  a',  etc.,  désignent 
des  quantités  ou  symboles  qui,  traités  comme  des  nombres, 

donneraient  pour  carré  ^p’—q,  il  est  certain  que  l’équation 

x'-\-px-+-q—  0 sera  satisfaite  par 

1 1 

a'=  — 2 P+«  > x=~2 p t-a'-etc. 


De  là  nous  conclurons  1°  que , autant  on  peut  assigner  d’ex- 

, I 

pressions  qui  ont  pour  carre  - p'—q>  autant  l’équation  du  se- 
cond degré  a de  racines;  2°  que  quand  même  ip’ — q est  néga- 
tif, les  expressions  .r  = — ^p+a,  x=-^p+a‘,  etc.,  où  a,  a‘, 
désignent  toujours  des  symboles  qui , traités  comme  des  nom- 
bres, auraient  pour  carré  -p' — q , n’en  satisfont  pas  moins  à 
l’équation. 

i3. 
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Nous  avons  nommé  imaginaires  (i.  1,  p.  ôl)  les  racines  carrées 
des  nombres  négatifs.  Un  nombre  positif  ne  saurait  avoir  plus 
d’une  racine  carrée  positive,  ni  plus  d’une  racine  carrée  néga- 
tive. Nous  ne  savons  pas  encore  si,  outre  ces  deux-là,  il  n’en 
existe  pas  d’autres  qui,  n’étant  ni  positives  ni  négatives,  seraient 
aussi  appelées  imaginaires.  Pour  reconnaître  la  vérité  sous  ce 
rapport,  nous  poserons  quelques  conventions  fondées  sur  le  fait 
rappelé  tout  à l’heure , c’est-à-dire  sur  ce  que  les  expressions 


x 


satisfont  dans  tous  les  cas  à l’équation 


x’H-par-f-ç  = 0 , pourvu  qu’on  assujettisse  les  imaginaires  aux 
mêmes  règles  que  les  nombres  réels.  Ces  conventions  sont  : 

1°  Nous  n’admettrons  dans  le  calcul  que  des  imaginaires  de  la 


forme  a-\-iV — c’;  a,  b , c étant  des  nombres  positifs  ou  néga- 
tifs, et  nous  dirons  que  tout  radical  tel  que  ^ — c1  a au  moins 
deux  valeurs  ou  plutôt  deux  déterminations , savoir 

-+VZc>  et 

Nous  prouverons  plus  loin  qu’il  n’en  a que  deux. 

2°  L’addition  sera  une  combinaison  de  signes  et  de  symboles 
analogue  à l’addition  des  quantités  réelles.  Ainsi  on  écrira , par 
exemple, 

= a+a‘+^/~\- hp'^-ï 
= a -t-ay-+-(/9-h/S') 

De  môme  la  soustraction 

3°  La  multiplication  des  polynômes  imaginaires  se  fera  comme 
si  les  polynômes  étaient  réels.  D’ailleurs  on  supposera  les  propo- 
sitions 5 et  6 du  livre  1. 

4“  Par  conséquent,  les  puissances  des  imaginaires  se  feront 
comme  celles  des  quantités  réelles  : par  exemple,  si  x est  imagi- 
naire, on  aura  xmxxn  =zac"H-“. 

6°  Tout  imaginaire  multiplié  par  zéro  donnera  pour  produit 
zéro. 

6°  Zéro  divisé  par  un  imaginaire  donne  pour  quotient  zéro. 
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7"  Deux  imaginaires  égaux  pourront  être  multipliés  ou  divisés 
par  des  expressions  égales , sans  cesser  d’être  égaux. 

8°  On  pourra  multiplier  ou  diviser  les  deux  termes  d’une  frac- 
tion par  une  même  expression. 

9°  Si  dans  un  polynôme  quelconque  on  remplace  les  lettres , 
en  partie  ou  en  totalité,  par  dos  imaginaires,  qu’on  effectue  les 
opérations  d’après  ces  règles , le  résultat  s’appellera  la  valeur  du 
polynôme.  On  n’applique  donc  aux  imaginaires  que  des  prin- 
cipes évidents  pour  le  cas  des  quantités  réelles  : aussi  toutes  les 
fois  que  l’imaginaire  disparaît  du  calcul , les  résultats  seront 
d’une  certitude  absolue  et  complète. 

PROPOSITION  XXIX.  — THÉORÈME. 

L’équation  du  second  degré  n’a  pas  plus  de  deux  racines  dif- 
férentes. 

Soit  l’équation  x*-\-px-\-q  = 0.  Nommons  a,  b deux  racines 
différentes  de  cette  équation , on  aura 

a*— |— pa— j— q — 0 
ô’H-pô+q  - 0 

retranchan  t a’  — — b — 0 

ou  («— ô)  (a-\-b-\-p)  — 0. 

Puisque  a n’est  pas  égal  à b,  a — b n’est  pas  nul  ; on  peut  donc 
diviser  de  part  et  d’autre  par  a — b,  et  l’on  aura 

a-\-b-{-p  — 0. 

Si  c est  une  troisième  racine  différente  de  a,  on  aura  de  même 
a-\-c-\-p  — 0. 

Retranchant  cette  égalité  de  la  précédente,  ou  a 
b — c rr  0 ou  b — c. 

Donc  si  la  troisième  racine  n’est  pas  égale  à a,  elle  l’est  à b. 
Donc,  etc. 

Corollaire  1.  Une  expression  n’a  pas  plus  de  deux  racines  car- 
rées. Car  soit  •<-'  une  racine  carrée  de  a , il  faut  et  il  suffit  qu’011 
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ait  x’—a  ou  x J — a — 0,  équation  qui  n’a  pas  plus  de  deux 
racines. 

Il  suit  de  là  que  •±V/  — n’  est  identique  avec  ±aS/ — T.  Car 
le  carré  de  — à1  est  — a’j  celui  de  ±a\^ — 1 est  a’( — 1)  ou 
— a\  Donc  ■±aV' — 1 sont  deux  racines  carrées  de  — de  même 

que  ±V'  — a%  et  •+-V'  — a1  — ±nl//  — 1. 

Remarque.  Nous  sommes  convenus  de  ne  considérer  que  des 
imaginaires  de  la  forme  — e’ , expression  qui  peut  être  ra- 

menée à la  forme  a+bcV  — 1 ou  a +(iV' — 1.  Si  /9  est  nul , cela 
se  réduit  à la  partie  réelle  «.  Donc  les  grandeurs  et  symboles 

dont  s’occupe  l'algèbre  sont  de  la  forme  ccd-fi^ — 1. 

Corollaire  2.  Si  deux  polynômes  du  second  degré 

Ar’+Bx+C  , A'x’+B'x+C' 

sont  égaux,  quel  quesoitx,  on  a A —A.1,  B=B',  C = C'.  Car 
de  Ax’-j-Bx- |-C = A 'x’-j-B 'x+C ' on  lire 

(A— A^x’-f-^B— B')aH-C— C'=0  , 

or  si  A — A', B — B'  C—C' n’étaient  pas  nuis,  tous  les  trois, celte 
équation  admettrait  au  plus  2 racines,  c’est-à-dire  qu’elle  n’aurait 
lieu  que  pour  2 valeurs  de  a\  Mais  par  hypothèse  elle  doit  avoir 
lieu  quel  que  soit  x.  Donc  A — A',  B — B',  C — C sont  nuis,  et 
A=A',B=B',C=C'. 

PROPOSITION  XXX.  — THÉORÈME. 

Pour  qu’un  binôme  tel  que  x —a  divise  le  trinôme  x’+px+q  , 
et  conduise  à un  quotient  entier  par  rapport  à x , il  faut  que  a 
soit  racine  de  l’équation  x’H-px+q  = 0. 

En  effet,  divisons  x‘-\-px-\-q  par  x — a. 

x’H-px-f-g  x — a 

premier  reste  -f -x(p+«)+7  x-j-p-H/ 

deuxième  reste  -+-  a’  -j- ap q 
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On  voit  que  le  reste  est  a'-\-ap-{-q,  et  pour  que  la  division  ait 
lieu  sans  reste,  il  faut  que  «’-f-a/H-g  soit  nul,  c’est-à-dire  que 
a satisfasse  à l’équation  x'-^px-i-q  — 0 , ou  soit  une  racine  de 
cette  équation. 

Comme  l’équation  a;’-f-p.r-4-g  = 0 n’a  pas  plus  de  deux  ra- 
cines, le  trinôme  n’est  divisible  au  plus  que  par  deux  facteurs 
du  premier  degré. 

PROPOSITION  XXXI.  — THÉORÈME. 


Tout  trinôme  du  second  degré , de  la  forme  x*-)-px+q,  est 
décomposable  en  deux  facteurs  du  premier  degré  en  x,  ayant 
tous  les  deux  pour  premier  terme  x , et  pour  seconds  termes  les 
racines  de  l’équation  x’-+-px-f-q=0,pmei  en  signe  contraire. 

En  effet , on  a identiquement 

1 1 

x'-hpx-+-q  — x’-j-px-^  -p1—  £ P’-hq 


ou 


= (*+b) 


Mais  ^p’ — q est  le  carré  de 


V {p-v 


donc 


a ;’H-px-H=  (*+  \p)  ~ (j/ j/»*— î)* 

D’ailleurs  la  différence  de  deux  carrés  est  égale  à la  somme 
des  racines  multipliée  par  leur  différence  (I.  1 , p.  11);  donc 


x’-i-px-+-q  = Qc-\~lp-h\/ \p%—^ 

Ainsi  x*-\-px-\-q  est  en  effet  le  produit  de  deux  facteurs  qui 
ont  tous  les  deux  pour  premier  terme  x.  Dans  le  premier  de  ces 

facteurs,  le  second  terme  est  ^p-f- j/  ^p’ — q;  mais  une  des  ra- 
de l’équation  x‘-\-px~\~q  — 0 est  — — — j/ ^p’ — q,  ex- 


clues 


Digitized  by  Google 


200 


ALGÈBRE. 


pression  qui , prise  en  signe  contraire,  donne  ce  second  terme. 

1 | /ï 

Dans  le  second  facteur  x-±--p — y -p* — q,  le  second  terme 
— |/  ip1 — <7  est  de  même  la  seconde  racine  — — q. 


changée  de  signe. 

1er  Ex.  Décomposer 
On  résout  l’équation 

Qui  donne 


x’ — 5x-f-4  en  facteurs  du  premier  degré. 
oc 1 — 5 a: -t- 4=0 


d’où  x = 4 et  a?=  1. 

Ainsi  les  facteurs  cherchés  sont  (oc — 4)(*  — 1)  de  sorte  que 
x 7 — 5a:-f-4=  (oc — 4)  (x — 1). 


2e  Ex.  Décomposer  de  même  x’ — 2ax-|-a’ — 5’. 

On  pose  x ’ — 2ax-f-a'“ — 5a=0 

d’où  xr=za±V/'b* , c’est-à-dire,  x — a-+- b et  x—a — b . 
Par  suite 

x"1 — 2ux— (--o1— 6a  zz  jx — (u-^— 5)|  |x — (o, — 5)} 


PROPOSITION  XXXII.  — THÉORÈME. 

Dans  toute  équation  du  second  degré  ramenée  à la  forme 
x'-\-px-\-q—{j,  le  coefficient  du  second  terme  est  égal  à la 
somme  des  racines  prises  en  signe  contraire,  et  le  dernier  terme 
est  égal  au  produit  des  racines. 

Nommons  oc‘  et  x“  les  deux  racines;  on  a (p.  28) 
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x'+x"=  — p 

“ »'»"=(-  y+ÿ'ir-i')  Ç-ir-v' V- 0= 

îP-  (î  />•-?)=?• 

Donc  en  effet  />= — x'—x",  et  q — x‘x“. 

Corollaire.  Pour  former  une  équation  du  second  degré  dont 
les  racines  sont  connues , on  peut  faire  la  somme  et  le  produit  de 
ces  racines.  La  somme  prise  en  signe  contraire  donne  le  coeffi- 
cient de  x,  et  le  produit  donne  le  dernier  terme. 

1*'  Ex.  Les  racines  sont  x'=7,  x"— — 11  ; 
on  a — p=x+x"=7  — 11  =—  4 

d’où  p— 4;  d’ailleurs  x'x"= — 11x7  = — 77  =q. 

L’équation  est  donc  xa+4r — 77  =0. 

On  trouve  le  même  résultat  en  faisant  le  produit  des  facteurs 
(a? — 7)  (,r-|-ll)  (p.  31). 

Ex.  On  a x'  = 5+l/3,  x"  = Ô — VU. 

Delà  p — — x‘— x“——  S— 1/3— 5+1/3  = — 10, 

et  7 =(5+1/3)  (5— l/3)  = 2o— 3 = 22. 

L’équation  est  donc  x1— 10#-+- 22  = 0. 

ou  (x— 5— 1/3)  (x— 5+I/3)  = 0. 

3*  Ex.  x'  = 2rt  + 35,  x"  — a — b ; 

p——  (2«+35)  — (a — 5)  = — 3<i—25 
et  ç = (2«  + 35)  (a — 5)  = 2(t*+  ab — 35* 

et  l’équation  est  x*— (3a+26)x  + 2a’  + a6— 3&a  = 0. 


PROPOSITION  XXXIII.  — PROBLÈME. 

Discuter  la  nature  des  racines  de  l’équation  x1+p.r+ç  = 0. 
Si  nous  désignons  par  p et  q deux  nombres  absolus,  l’équa- 
tion du  second  degré  présente  les  quatre  cas  suivants  : 
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(1)  X1  -f-p.r  + <7  = 0 

(2)  x'—px-\~q=.  0 

(3)  x'~\-px  — <7  = 0 i 

(4)  x* — px  — q—  0. 

1°  Appelant  x',  x" , les  deux  racines  de  l’équation  (1),  on  a 

Pour  que  ces  racines  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
quantité  qui  est  sous  le  radical  soit  positive  ou  nulle.  Si^p’  est  )>  q, 

les  deux  racines  seront  réelles  et  négatives  : car  x"  se  compose 

, , . . , 1 . 1 
deux  parties  négatives,  et  quant  a x',  on  a - p ' — q , 

d’où  \p>+y\p'-q>  et  enfin 

® ^ g ? |/ ^P' — ?•  Donc  x'  est  négatif. 


Du  reste,  l’inspection  de  l’équation  (1)  montre  qu’aucun  nom- 
bre positif  ne  peut  y satisfaire.  Car  si  x est  positif  x’ -f-px-f-q 
l'est  aussi,  et  ne  saurait  par  conséquent  être  nul. 

Les  relations  x‘-\-x“— — p , x‘x"—q  (p.  32)  conduisent  à 
la  même  conclusion.  Car,  de  ce  que  le  produit  x'x"  est  positif, 
on  conclut  que,  si  x'  et  x“  sont  réels,  ils  sont  de  même  signe; 
mais  leur  somme  — p est  négative;  donc  ils  sont  négatifs. 

1 t 1 

Supposons  -p’  — <7=0,  ou  q — ^p\  On  aura  x'—  — - p, 

x“=.  — - p.  L’équation  n’a  plus  qu’une  racine  — - p ; mais 

J*  M 

pour  éviter  des  distinctions  multipliées,  on  est  convenu  de  dire 
que  les  deux  racines  sont  égales,  ce  qui  est  analogue  à ce  qui  a 
lieu  pour  les  deux  facteurs  du  trinôme  xa  -j-px-f-ÿ;  dans  ce 

1 1 

cas  ce  trinôme  se  réduit  à x*+p.r-f--p*  ou  (x-(-  - 71)* , de 

4 2 
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sorte  qu’il  est  un  carré  et  ses  deux  facteurs  du  premier  degré 
sont  égaux. 

Enfin  supposons  <^<7,  ce  qui  rend  négative  la  quan- 
tité ^ p‘  — q , et  les  valeurs  de  x deviennent  imaginaires.  Dans  ce 


cas  soit  k ' la  différence  positive  entre  q et  - p' , de  sorte  que 

q = \ p'  on  aura 

4 


x'' 


-it-px-if-q  — x'-ï-px  +k'=^x-Jri-p)  -+-k\ 


Or,  quelque  valeur  réelle  qu’on  mette  pour  x,  jamais^x-|--p^ 

11e  sera  négatif;  donc  jamais  la  somme  arithmétique  ^ar— — pj 
ne  deviendra  nulle;  donc  aucun  nombre,  positif  ou  négatif,  ne 


/ 

-f -k‘ 


peut  satisfaire  à l’équation  x*-\-px-\-q  = 0 si  <£>  -p1,  et  c’est 


ce  que  l’algèbre  indique  en  donnant  pour  x des  valeurs  imagi- 
naires. 

2°)  Si  dans  l’équation  (t)  on  remplace  x par  — x , elle  devient 
( — j-)’-) -p  ( — x) -\-q  — 0 ou  x’ — pv-\-q  z=0,  qui  a par  con- 
séquent les  mêmes  racines  que  (1)  aux  signes  près. 

C’est  le  cas  de  l’équation  (2)  ; donc  si  - p’  q celle-ci  aura 


ses  racines  réelles  et  positives;  si  -p,  — q,  elles  seront  égales  , 


et  si  7 P%<Zq  elles  sont  imaginaires. 
4 


On  a d’ailleurs  = x‘x"  — q;  si  x\  x“  sont 

réels,  leur  produit  étant  positif,  il  est  évident  qu’ils  sont  de 
même  signe;  d’ailleurs  leur  somme  étant  aussi  positive,  ils  sont 
nécessairement  positifs. 
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3°)  Les  racines  de  l’équation  a.1  — q — 0 sont 

Æ'  = - \p  + \/\p'  + <1>X‘‘  = - \p  - ]/\  P'  •+■?• 

La  quantité  - p’  + q étant  essentiellement  positive,  les  va- 
4 


leurs  de  x sont  réelles. 

D’ailleurs  i p*-\-q  est  \ p % 
4 4 


V\p'+*>\p 


et  — - p-+-  y + ? 0.  Ainsi  x‘  est  positif,  et  a;"  négatif. 

C’est  ce  qu’on  reconnaît  aussi  parce  que  x‘  -f-  x"  — — p 
et  x‘x“—  — q;  cette  dernière  relation  montre  que  x’ , x"  sont 
de  signes  contraires;  ainsi  leur  somme  algébrique  aura  le  signe 
de  celle  des  racines  qui  a la  plus  grande  valeur  absolue;  or,  la 
somme  est  négative;  donc  la  racine  qui  a la  plus  grande  valeur 
absolue  est  négative. 

4°  L’équation  (4)  a les  mêmes  racines  que  (3) , aux  signes  près  ; 
car  si  dans  (3)  on  remplace  x par  — x,  on  trouve  (4);  ainsi  les 
racines  de  (4)  sont  réelles,  et  celle  qui  a la  plus  grande  valeur 
absolue  est  positive. 

Remarque  1.  Dans  le  cas  où  le  dernier  terme  q est  nul,  l’équa- 
tion se  réduit  à x'±px  = 0,  ou  x(x-±p)=z0.  Ce  produit  de- 
vient nul,  soit  qu’on  pose  xzzO,  soit  qu’on  fasse  x±p=0, 
ou  x — -*-p;  donc  les  racines  sont  x = 0,  x — ±p. 

Problème  i.  On  distribue  60  francs  à un  certain  nombre  de 
pauvres  ; s’il  y avait  3 pauvres  de  plus,  chacun  recevrait  1 franc 
de  moins.  Combien  y a-t-il  de  pauvres P 

Soit  x le  nombre  des  pauvres;  puisqu’on  leur  distribue  60f, 
60 

chacun  recevra  — ; s’il  y avait  3 pauvres  de  plus,  c’est-à-dire 

x-f-3  pauvres,  chacun  recevrait  . ; or,  dans  ce  second  cas  , 

x-f-3 

chacun  aurait  reçu  I franc  de  moins.  Donc 
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Chassant  les  dénominateurs 

60(x-f-3)  = x(x4-3)4-60x 
ou  60x4-180  z=xa4-3x-|-60x; 

transposant  et  ordonnant  x’-+-3x  — 180 

d’où  x = — |±|//|4-  180  = —^±|^729 

_ — 3±27 
_ - 


Ainsi  x — 12 , et  x = — 15. 

La  première  valeur  de  x résout  la  question.  Quant  à la  seconde, 
pour  savoir  si  elle  répond  à quelque  problème  analogue  au  pro- 
blème proposé,  on  changera  x en  — x dans  l’équation  (1) 
(p.  19)  et  elle  devient 


60 

— x4-3 


ou 


60 

x — 3 


x 


Celle-ci  peut  être  regardée  comme  répondant  à ce  problème  : 
on  a distribué  60^  à plusieurs  personnes  ; s’il  y avait  eu  trois 
personnes  de  moins,  chacune  aurait  reçu  lf  de  plus;  et  le  nom- 
bre des  personnes  est  15. 

Problème  u.  Combien  faut-il  prendre  de  lettres  pour  que  le 
nombre  de  leurs  produits  4 à 4 soit  égal  à k fois  le  nombre  des 
produits  2 à 2? 

Soit  x le  nombre  des  lettres;  le  nombre  des  produits  4 à 4 

x(x — 1)  (x — 2)  (x — 3) 

sera  (1. 1,  p.  24) , — , et  le  nombre  des  pro- 

M * O • "t 


duits  2 à 2 , 


x(x — 1) 


. Donc  l’équation  du  problème  est 


x(x — 1)  (x — 2)  (x — 3)  x(x — 1) 

2.3.4  “ ' ~2 


Divisant  de  part  et  d’autre  par 


x(x — 1) 


, on  a 
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(x — 2)  (ae — 3)  = 12/r 
ou  2c* — 5x+6  = 12/r 

d’où  x — — ± 1/  — — 6— (— 12A' 

Z r 4 

_ 5 ±1/1+48/- 
“ 2 

La  valeur  de  x doit  être  un  nombre  entier  positif,  plus  grand 
que  4,  puisque  x représente  un  certain  nombre  de  lettres  qui 
doivent  être  multipliées  4 à 4.  Comme  k est  positif,  la  première 
valeur  de  x est  positive;  pour  qu’elle  soit  ^>4,  il  faut  que 

6+1/ 1+484-  > 8 

d’où  1+48/ ^>9  et /-^> -^5  ou  ^ 

4o  b 

Quant  à la  seconde  valeur  de  x , elle  sera  toujours  moindre 
que  4 et  ne  donnera  jamais  de  solution.  Si  l’on  fait  k ~ 6 , on  a 

5+1/289  . . 


Problème  ni. 

—I 1 — : 1 1 t- 

C"  A C B C' 

Deux  lumières  d’intensités  différentes  sont  placées  en  k et  b; 
quel  est  le  point  de  la  droite  indéjinie  AB,  qu’elles  éclairent 
également. 

Soit  AB  = d;  nommons  a,  b les  intensités  respectives  des  lu- 
mières A et  B à l’unité  de  distance.  A des  distances  différentes 
les  intensités  d’une  même  lumière  sont  en  raison  inverse  des 
carrés  des  distances. 

Soit  C le  point  inconnu  , également  éclairé;  posons  kC  — x, 
nous  aurons  BC  = d — x. 

L’intensité  de  la  lumière  A à la  distance  x sera  donnée  par  la 
proportion  : 1 a : un  quatrième  terme  qui  est  •+  de  même 
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l’intensité  de  B à la  distance  d — x est  -7-= t-*  Ainsi  l’équation 

( d—x y 1 

du  problème  est  (l-)  — — - . ^ 

v w x’  ( d—x)1 

Soient  m , n , les  valeurs  aritbméthiqucs  des  racines  carrées  de 
a et  b,  cette  équation  devient 

m’(d — x)1  — rCx* 

Extrayant  les  racines  m(d — x)  z=  ±jtx. 

On  n’a  mis  le  double  signe  que  dans  un  membre;  si  l’on 
écrivait  zbm(d — x)  — ±nx 

c’est  comme  si  l’on  posait  les  quatre  équations 

-f-m(d — x)  —-{-nx 
— m(d — x)  — — nx 
-\-m(d — x)  — — nx 
— m(d — x)  = -{-nx. 

Mais  les  deux  premières  n’en  font  qu’une;  car  si  l’on  multiplie 
la  première  par  — 1 , on  trouve  la  seconde;  de  même  les  deux 
dernières  n’en  font  qu’une.  Il  suffit  donc  d’avoir  égard  à la  pre- 
mière et  à la  troisième,  ce  qui  donne 

m(d — x)  — ±nx,  comme  ci-dessus 
de  là  md  — mx  +nx 


Il  y a ici  différentes  hypothèses  à faire. 

1°,  b par  suite  n.  Les  solutions  sont 

md  , , md 


x ' — , x' 

m- t-n 


x'  détermine  en  effet  un  point  situé  entre  A et  B; 

m . . md  ^ . 

car  <T  1 et <^a. 

m+n  m-f-n 

De  plus  ce  point  est  plus  près  de  B que  de  A.  Car  de 
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n il  suit  2 my>  m-+-n  et 1 

m-\-n 

„ , m . 1 md  . 1 , , - 1 . 

d’où  — — >5et — >ôd;  donca;'>5d. 
w+n  2 m-f-n  ^ 2 2 

Quant  àx",  il  est  d,  puisque  m — n <^m , d’où  1 <C~ 

Donc  x"  détermine  un  point  C'  situé  sur  le  prolongement  de 
AB , de  sorte  qu’il  y a deux  points  également  éclairés.  Et  en  effet 
si  l’on  pose  AC'  = x,  on  aBC'= x — d;les  intensités  des  lumières 

d b 

A , B,  aux  distances  x , x — d,  seront  — , -7-,  et  la  distance 

x ( x — a) 

a b A 

AC'  se  déterminera  par  l’équation  — = - t—  qui  est  la  meme 

que  (1). 

2°,  a<^b  ou  m <^n.  Ici  x1  est  d;  carde  m <^n  on  déduit 
ni  1 

2 m < m-f -n  et <T  x-  Ainsi  le  point  C doit  être,  ce  qui  est 

m-\-n  2 

évident,  plus  près  de  A que  de  B.  Quant  à x'\  il  est  négatif. 
Pour  expliquer  ce  résultat,  on  changera  dans  l’équation  (1),  x 
en  — x ; elle  devient 

a b 

x a (d-f-*)’ 

Or  si  x et  d-\-x  doivent  encore  ici  désigner  les  distances  des 
points  A et  B à un  même  point  de  la  droite  AB,  il  faut  que  ce 
point  soit  sur  le  prolongement  de  AB  vers  C" , car  la  distance 
d-\-x  qui  le  sépare  de  B,  doit  se  composer  de  la  distance  x qui 
le  sépare  de  A,  plus  AB.  Ainsi  le  second  point  également  éclairé 
est  situé  vers  C",  et  la  distance  AC"  sera  la  valeur  de  — x",  c’est- 

à-dire-^-. 
n — m 

Ces  résultats  sont  d’accord  avec  le  premier  cas  <x^>  b;  car  on 
y a vu  que,  outre  le  point  C situé  entre  A et  B , il  y a un  second 
point  également  éclairé  situé  au  delà  de  la  plus  faible  des  deux 
lumières  par  rapport  à l’autre. 
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3%  a = b,  ou  m = n;x‘ se  réduit  à et  <r"  à On  conçoit 

en  effet  que,  les  deux  lumières  ayant  la  même  intensité,  il  doit 
y avoir  au  milieu  de  AB  un  point  également  éclairé.  Tout  autre 
point  de  AB  prolongé,  étant  plus  près  de  l’un  des  deux  points 
A , B,  que  de  l’autre,  ne  saurait  être  également  éclairé;  cepen- 
dant en  un  point  C'  la  différence  "des  intensités  des  lumières  est 

® « mi  a(d* — 2 dx) a f d1  n \ 

x'  (x—S)'  0U  X'(x—d)'  ~~  x(x—d)'  \ i~~d) 

quantité  d’autant  plus  petite  que  x ou  AC  est  plus  grand,  et  qui 
devient  nulle  si  x — s©  . C’est  pour  cela  que  x " est  oo  . 


4°  d — 0,  et  a — b.  Ici  x • devient  nul  et 


x' 


devient  -.  Dans 


ce  cas  les  deux  lumières  sont  de  même  intensité  et  se  trouvent 
au  même  point.Ainsi  tout  pointde  l’espace  sera  également  éclairé 
par  les  deux  lumières;  il  y a donc  en  effet  indétermination. 

5°  d = 0 et  b.  Ici  x‘  et  x“  sont  nuis.  En  effet,  d’après  le 

principe  de  physique  sur  lequel  la  solution  repose,  au  point 
même  où  une  lumière  est  placée,  son  intensité  est  infinie. 

6°  A = 0 ou  re=0.  Lel  deux  valeurs  de  a:  deviennent  égales 
entre  elles  et  à d.  Cependant  il  est  bien  évident  que  le  point  B ne 
saurait  être  également  éclairé  par  les  deux  lumières.  Mais  c’est 


que  l’équation  du  problème  n’est  plus  ~ = ; puisque 

l’intensité  de  la  lumière  B est  nulle,  l’équation  du  problème  est 
a 

— = 0 ; or , en  transformant  l’équation  (1)  en  a(d—x')  — bx\ 


on  a raisonné  comme  si  x devait  être  fini  : au  contraire,  l’équa- 
tion  ^ = 0 montre  que  ar  ne  peut  être  qu’infini.  Ainsi  cette 


transformation  a fait  disparaître  la  bonne  solution  pour  la  rem  - 
placer  par  une  mauvaise.  A ce  propos  nous  ferons  observer  que 
cette  solution  at  = «se  présente  quelquefois  dans  des  équations 

>4 
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où  x entre  en  dénominateur.  Telle  est  l’équation  - _ , 

qui,  après  la  disparution  des  dénominateurs,  donne  æ=3,  et 
qui , sous  sa  forme  actuelle , est  aussi  satisfaite  par  x = °o  , ce 
qui  ne  contredit  aucun  des  résultats  démontrés  précédemment. 

PROPOSITION  XXXIV.  — PROBLÈME. 


Discuter  les  particularités  qu’offrent  les  racines  de  l’équation 
ax’+bx+c  — 0. 

Au  lieu  de  déduire  les  racines  de  cette  équation  de  celles  de 
x’-^-px-^q  — 0,  on  peut  aussi  les  trouver  directement.  En  effet, 
on  a ax%-{-bx  — — c. 

Extrayant  la  racine  carrée  de  ax’-+-bx , on  trouve  (1. 1,  p.  51) 

-b  û’ 

x'/  a—\—  i avec  un  reste  égal  à — — ; donc  pour  faire  de 

b * 

ax’-\-bx  un  carré,  il  suffit  de  lui  ajouter  ; l’équation  pré- 
cédente étant  donc  mise  sous  la  forme 

b%  b * A1  — 4ac 

ax,  + bX ^ 

on  extraira  la  racine  carrée , et  il  vient 

b \/  b*  — 4ac 


xl^a- 


d’où 


Enfin 


ïV'a 

—b 


2l/« 

b*  — 4ac 


x — 


2 \Z~aVa  tyaVa 

— b+y^  b’  — 4ac 
2 a 


Comme  pour  trouver  ces  valeurs , on  a dû  diviser  une  équation 
par  V a , il  s’ensuit  que , à priori,  leur  exactitude  est  subordonnée 
à l’hypothèse  que  a n’est  pas  nul.  Si  l’on  y fait  a=rO,  elles  pren- 
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, , . ...  . ..  — b+y^b' — 4ac  . 

nent  des  formes  particulières.  La  première de- 

_b-+-V'b'  0 , , — b-Vï'  —U  _ 

vient ou  la  seconde ou  — Quant  à 

celle-là  on  peut  la  préparer  de  façon  qu’elle  satisfasse  à l’équation 
proposée,  qui,  par  l’hypothèse  «=0  se  réduit  k bx-{-c—  0. 

En  effet,  on  a 



— b-\-  V'  b* — 4 ac ( — b-\-^  b ’ — 4ac)(b~ f-l/  b1 — 4ac) 


2 a 


2 a(b-\-V'  b% — 4ac) 


— à’-f-à’ — 4ac 


—2c 


2«(&  b'—4ac)  b _|_  I /ft’ — 4ac 

faisant  ici  a— 0 , on  trouve-^- ou  — -,  valeur  qui  est  aussi  celle 

que  fournit  l’équation  àx-|-c=0. 

—2* 

La  valeur  — — peut  aussi  être  regardée  comme  satisfaisant  à 

■t»b . amvifeimAl  do  a^ui&tq  d , . 

l’équation.  En  effet,  supposons  d’abord  a infiniment  petit.  Si  dans 

l’équation  proposée  on  fait  x — - elle  devient 

y ■ - i0v  . m 

ey’  -f-  by  -f-  a.  =0. 


'Ml 1;  F' 


Or,-  est  le  produit  des  deux  racines,  et  comme  cette  quantité 
est  infiniment  petite,  l’une  des  racines  au  moins  l’est  aussi., Car 
si  les  deux  racines  étaient  finies , leur  produit  - serait  fini.  Donc 
a étant  infiniment  petit,  et  c ne  l’étant  pas,  l’équation  en  y a au 
moins  une  racine  infiniment  petite , et  comme  a;  , l’équation 

en  x a au  moins  une  racine  infinie. 

Ainsi  les  formules  trouvées  dans  le  cas  où  a n’est  pas  nul , con- 
viennent encore  si  a=0. 

On  reconnaîtra , dans  quelques  questions  de  géométrie,  que 
les  valeurs  infinies  de  certaines  inconnues  peuvent  fournir  de 
bonnes  solutions. 

>4- 
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PROPOSITION  XXXV.  — PROBLÈME. 


Trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  ax’  -f-bx-f-c  soit 
le  carré  d’un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rapport  à\,à  coef- 
ficients quelconques. 

Le  polynôme  dont  a-r’-f-ôx+c est  le  carré,  ne  saurait  être 
d’un  degré  supérieur  au  premier  par  rapport  à x.  Car  le  carré 
d’un  polynôme  est  d’un  degré  double  de  celui  de  ce  polynôme. 

Donc  si  «x’-t-ôxrf-c  est  un  carré,  sa  racine  et  de  la  forme 
ax et  ce  trinôme  lui-même  doit  être  identique  avec  (ax-+-(iy. 
On  a donc  identiquement 

flx1-+-6x-|-c=a,x’  + 2a(ix-{-(3’; 
donc  (pr.  29 , c.  2)  on  aura 

a— a',  l>—2a(i,  c=/9\ 

Pour  que  le  trinôme  proposé  soit  un  carré , il  faudra  que  ces 
trois  équations  s’accordent.  Or  la  première  et  la  troisième  don- 
nent a —±a  , fthV'c 

Mais  on  doit  avoir  b =.2afi; 


substituant  pour  a et  (i  leurs  valeurs,  on  aura  la  condition 
b—± iV' ac  ou  b*  — 4ac 


Ainsi,  il  faut  que  le  carré  du  coefficient  moyen  b soit  égal  au 
quadruple  produit  des  coefficients  extrêmes  a et  c . 

On  peut  vérifier  à posteriori  qu’en  effet  ax’-l-ôx-f-c  est  un 
carré  si  cette  condition  est  remplie,  car  si  b'  — 4ac , c’est  que 
. 

c — —,  et  le  trinôme  peut  se  mettre  sous  la  forme 
4a 

L b ' * 

ox’-f-ôx-f-  — , 

4a 


Ce  qui  est  le  carré  de  x 


comme  on  peut  s’en  as- 


surer. 
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Définition  10.  Supposer  qu’on  remplace  une  lettre  x successi- 
vement par  tous  les  nombres  compris  entre  deux  limites  données 
m et  n;  c’est  ce  qu’on  appelle  faire  varier  x depuis  m jusqu’à  n. 
Quelquefois  on  suppose  que  x varie  de  manière  que  chacune  des 
valeurs  qu’il  prend  diffère  infiniment  peu  de  la  précédente,  c’est- 
à-dire  qu’on  suppose  que  x varie  par  degrés  insensibles.  C’est  de 
cette  manière  que  varie  la  longueur  d’une  ligne  pendant  qu’on  la 
trace;  dans  ce  cas  on  dit  que  x varie  d’une  manière  continue. 


PROPOSITION  XXXVI.  — PROBLÈME. 

Examiner  ce  que  devient  le  trinôme  ax’-f-bx+c  si  l’on  fait 
varier  x de  — oo  à -f-  oo  . 

Il  y a trois  cas. 

1°  Les  racines  de  l’équation  «r,-|-6.r-|-c=0  sont  réelles  et 
inégales.  Soient  x‘,  x"  ces  deux  racines.  On  a (p.  31) 
b c 

a:’-) — x-+- -=(x  — x')  (x  — x") , 
a a 

donc  ax*  -\-bx-\-c-=a(x — x')(x — x")  (1). 

Supposons  x'<^x",  quels  que  soient  d’ailleurs  les  signes  de 
x‘  et  x". 

Tant  que  x sera  x',  il  sera  aussi  x";  donc  on  a 
x — x'<^0,  x — x"<^0,  le  produit  de  ces  facteurs  sera  positif, 
et  le  produit  (1)  sera  de  même  signe  que  a. 

De  plus,  depuis  x = — oo  jusqu’à  x = x',  le  module*  de  cha- 
que facteur  diminue;  il  en  sera  donc  de  même  de  celui  du  pro- 
duit. Si  l’on  faitx=x',  ce  produit  devient  nul.  Si  x devient^>  x', 
tout  en  restant  <fx",  le  facteur  x — x‘  sera  0 et  x — x"  <^0; 

donc  (x — x')  ( x — x")  est  négatif,  et  le  produit  (1)  sera  de  signe 
contraire  à a,  jusqu’à  ce  qu’on  fasse  x — x",  où  ce  produit  re- 
devient nul.  Or  je  dis  que,  à partir  de  X=x‘ , où  le  trinôme  est 
nul,  la  valeur  absolue  augmente  jusqu’à  une  certaine  limite,  à 
partir  de  laquelle  elle  diminue  jusqu’à  zéro , valeur  quelle  atteint 
pour  x = x".  En  effet,  on  a 

a(x—xr)  (x — x")  — — «(x — x')  ( x " — x). 

^Module  a ici  la  mèaïc  signification  que  valeur  absolue. 
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Mais  la  somme  des  deux  facteurs  x — x“ — xestx" — x'> 
quantité  indépendante  de  x,  et  par  conséquent  invariable  si  x 

varie.  Représentons-la  par  2 s,  de  sorte  que 

• • *• 

(x— x')  + x)  — 2 s. 

Nommons  2 z la  différence  de  ces  mêmes  facteurs,  en  posant 
(x— x')  — (x" — x)  = 2s  (1) 

Il  s’ensuit  (p.  21)  que  x — x'  — s-\-z 
et  x" — x — s — z 

et  le  produit  (x— *0  (x"— x)  sera  (*+*)  (s-s)  ou  s1— z’.  Or 
ce  produit  sera  toujours  moindre  que  s excepté  dans  le  cas  où 
l’on  supposera  à x une  valeur  telle  que  z soit  nul. 

Ainsi  pour  que  le  produit  s’— z1  ait  sa  plus  grande  valeur , il 
faut  que  z soit  nul , ce  qui  exige , vu  la  valeur  de  z,  que 

x'-|-x" 

x— x'  = x"— x d’où  x = ^ — - 

D’ailleurs  l’équation  (1)  donne 

2x_ x'— x"  x'+x" 

*= — r~=x — r~- 

oc  ^ | y ^ ^ 

Donc  si  l’on  fait  croître  x,  depuis  x*  jusqu’à  — ^ — , z dimi- 

_ x'+x"  . , 

nue  de  valeur  absolue  depuis  z — x' — ÿ jusqu  a zéro, 

x'+x" 

par  suite  y*  — z’  crolL  jusqu’à  s\  Si  ensuite  x varie  de  — - — 

oc  J | oc  ^ * 

à x",  z augmente  de  valeur  absolue  jusqu’à  z — x" ^ — , 

et  y’ — z’  décroîtra  de  nouveau. 

Supposons  maintenant  que  x soit  x";  dans  ce  cas  x — x‘, 

x x"  seront  positifs  et  iront  en  croissant  sans  aucune  limite. 

Donc  il  en  sera  de  même  de  (x— x')  (x_x");  le  trinôme 
ox+Ax+c  aura  donc  le  signe  de  a et  croîtra  indéfiniment  en 
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valeur  absolue.  Ainsi  dans  ce  premier  cas,  depuis  x — — oo  à 
a*  = x',  le  trinôme  est  de  même  signe  que  a et  diminue  en  va- 
leur absolue;  il  est  infini  lorsque  x = — oo  , et  nul  lorsque 
x =z  x‘.  Depuis  x ~ x'  jusqu’à  x — x",  le  trinôme  est  de  signe 
contraire  à a : son  module  augmente  depuis  0 jusqu’à  une  cer- 


taine limite  qui  est  le  module  de  as1  = a 


( 


et  diminue 


à partir  de  là  jusqu’à  zéro.  Enfin  de  x = x“  à x — -h oo  , le 
trinôme  reprend  le  signe  de  a et  son  module  augmente  jusqu’à 
l’infini. 

On  voit  donc  que  si  l’on  met  pour  x successivement  deux 
nombres  qui  comprennent  x',  ou  x“,  le  trinôme  prend  des  signes 
contraires,  tandis  que  si  l’on  met  pour  a successivement  deux 
nombres  qui  sont  compris  entre  x‘  et  x“,  ou  qui  comprennent 
a'  et  x",  les  résultats  sont  de  même  signe. 

2°  Les  racines  de  l’équation  ax*-}-bx-\-c  — 0 sont  égales. 


b c 

Dans  ce  cas  xM — x-\ — est  un  carré  (p.  3â)  ainsi  queax’-|-6x-|-c, 
a a 

/ b 

qui  par  conséquent  (p.  35)  se  réduit  à af  x ] ^ J .Or,  quelque 


valeur  qu’on  mette  pour  x,  celle  expression  est  toujours  du  signe 


de  a.  Si  x varie  de  — œ à — ~ , la  valeur  absolue  du  trinôme 

2a 

diminue,  depuis  l’infini  jusqu’à  zéro,  et  six  varie  de  — — à -f-oo  , 

elle  augmente  de  nouveau  jusqu’à  oc  . 

3°  Les  racines  de  ax’-|-Ax-|-c  = 0 sont  imaginaires. 


. — b+V  b% — Ane  , 

Puisque  ces  racines  sonlx  r= — , (,p. 


pour  qu’elles  soient  imaginaires,  il  faut  que  A’ — Acte  soit  <^0 

c . b* 
a ^ 4a’ 


c b 3 

ou  4ae'>  A’  ; divisant  par  4a’,  on  a - *>  - — . 

^ 1 rt  ^ Art"1 


c b*  C b * 

Soit  â*  la  différence  entre  - et-^ , de  façon  que  - = - h d*; 

a 4a  v 1 a 4a’ 
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on  a a^-\-bx-\-c  — a ( xM — x-\ — ^ 
v a a / 

ou  = a(x-+ix+£- _nr)  =«  [(*+L)  -H»1  j 

Les  parties  ^x+^-)  > étant  positives  quel  que  soit  x, 

on  voit  que  le  trinôme  sera  toujours  du  signe  de  a;  si  x varie 

de  — oo  à — — , le  module  de  ce  trinôme  diminue  depuis  oo 
2 a 

b 

jusqu’au  module  de  ad'  ; x variant  ensuite  de  — — à +oo  , ce 

module  augmentera  depuis  celui  de  ad ' jusqu’à  oo  . Le  plus  petit 

b 

module  est  donc  celui  de  ad ' et  répond  à x = — — • 


Remarque  1.  Si  x varie  d’une  manière  continue  de  — oo  à 
+oo  , lé  trinôme  ax’+ôx+c  variera  aussi  d’une  manière  con- 
tinue. En  effet  supposons  qu’on  ait  donné  à x une  valeur  a,  et 
qu’on  lui  donne  une  seconde  valeur  a+ft,  où  h est  infiniment 
petit.  La  variation  du  trinôme,  c’est-à-dire  la  différence  des  va- 
leurs qu’il  prendra , est 

a(«+/i)’+ô(et+A)+e — aa' — ba — c = 2 aaA+6/i+a/i’. 

Or,  chacun  des  termes  de  celte  variation  est  infiniment  petit. 
Donc  leur  somme  est  aussi  infiniment  petite.  Donc  si  x varie  par 
degrés  infiniment  petits,  il  en  est  de  même  du  trinôme. 

Remarque  2.  On  a démontré  ci -dessus  que  le  produit  de  deux 
facteurs  variables  (x— x')(x" — x)  dont  la  somme  est  invariable, 
a une  limite  qu’il  ne  peut  pas  dépasser.  La  plus  grande  valeur 
ou,  comme  on  dit,  le  maximum  de  ce  produit,  répond  au  cas  où 
la  différence  des  facteurs  est  nulle,  c’est-à-dire  où  ces  facteurs  sont 
égaux.  Par  conséquent  s’il  s’agit  de  diviser  un  nombre  en  deux 
parties  dont  le  produit  soit  un  maximum , il  faudra  que  ces  deux 
parties  soient  égales , et  le  produit  maximum , résultant  de  la  mul  • 
tiplication  de  ces  deux  facteurs  dont  chacun  est  égal  à la  moitié 
du  nombre  donné,  sera  égal  au  carré  de  la  moitié  de  ce  nombre. 
C’est  ce  qu’on  peut  encore  reconnaître  de  la  manière  suivante  : 
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Soit  2 s le  nombre  à partager , x l’une  des  parties  ; 2$ — x sera 
l’autre.  Représentons  par  q le  produit  de  ces  deux  parties  ; on 
aura  l’équation  x(2s — x)  = q 

d’où  x1 — 2îx  = — q 
et  xx  s-±V' s* — q 

On  voit  que  q , produit  des  deux  parties , ne  saurait  être  sup- 
posé plus  grand  que  sans  quoi  x serait  imaginaire.  Donc  le 
maximum  de  q est  1%  et  la  valeur  correspondante  de  x est  s , de 
même  que  celle  de  2* — x : il  est  donc  vrai  que  les  deux  parties 
doivent  être  égales. 


PROPOSITION  XXXVII.  — PROBLÈME. 


. ax’  -|-2bx  -H? 

Reconnaître  si -r— est  susceptible  a un  maximum 

a'x’-+-2b  'x+c  ‘ 

ou  d’un  minimum*  x variant  de  — oo  à -(-oo  ; de  même 


ax-j-b-f-l/  a'x’-f-2b'x+c'. 


1°  On  pose 


ax%  -f-26x  — f— c ■ 

a'x’-f-2A'x--+-c'  ^ 


d’où  ax’  — |— 26jt  -f-c  = y(a/x*-j-2ô/x-|-e'); 
ordonnant  par  rapport  à x , 

x’(a— a'y)-f-2x(6 — b 'y)+c — c'y  — 0 

delà  r - b'r~b±v/ (b'r -by-’ri.ç'r-ç) 

a—a'y 

Le  polynôme  sous  le  radical  est  de  la  forme  gy'-\-hy-\-i , et 
offre  plusieurs  cas. 

1°  Il  se  décompose  en  facteurs  réels  du  premier  degré,  comme 
g(y — y')  (y— y")î  supposons  y'  <^y”.  Si  g est  ^>0,  on  peut 
donner  à y toute» les  valeurs  de  — a©  à y', et  dey”  à-f-  ao  , sans 


3 Un  minimum  est  une  valeur  plus  petite  que  celtes  qui  précèdent  et 
qui  suivent. 
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que  x cesse  d’être  réel  ; niais  x n’est  plus  réel  si  / est  entre  y' 
et  y"  (p.  36).  Il  s’ensuit  que  y'  est  un  maximum  des  valeurs  de 
y depuis  — 00  jusqu’à  y',  et  que  y"  est  un  minimum  des  valeurs 
de /depuis /"jusqu’à  4-00  . Pour/=/',  qui  anule  le  radical , 

b‘y‘ — b b “y" — b 

on  a x — — et  pour  y — y , onai  = — . 

a — a y'  v JJ’  a— d'y" 

Si  g est  <^0 , représentons-le  par  — g1;  le  polynôme  sous  le  ra- 
dical prend  la  forme  — g‘(y — y1) (y —y")  ou g‘(y — y')  (/"— y). 
On  ne  peut  donner  ici  à y que  des  valeurs  comprises  entre  y et 
y ",  sans  quoi  x est  imaginaire;  ainsi  y'  est  le  minimum  et  y" 
le  maximum  de  y. 

2°  Les  racines  de  gy%-\-hy-{-i=iO  ne  sauraient  être  égales  que 
si  g est  positif  ou  si  y*  est  indépendant  de#.  Car  si  g était  négatif 
et  égal  à — g' , le  radical  de  la  valeur  de  x serait  de  la  forme 

l/  —g '(/—/')’  ou  (y— y •y/  —g  et  x ne  serait  réel  que  pour 
y — y'.  Ainsi,  réciproquement,  x variant  de  — 00  à -j-œ  , y ne 
pourrait  prendre  que  la  seule  valeur  réelle/'.  Or,  pour  chaque 
valeur  réelle  de  a»,  / est  réel  ; et  si  / ne  pouvait  prendre  que  la 
valeur/',  il  faudra  donc  que  toutes  les  valeurs  de  / fussent 
égales  entre  elles,  ce  qui  revient  à dire  que /serait  indépendant 
de  x , c’est-à-dire  que  ax‘-\J2bx-\-c  serait  divisible  par 

a 'af ’-f-2  b ‘x-\-c  '. 


Supposons  donc  g positif;  on  aura  sous  le  radical  de  x la 
quantité  g (y — /')'  et  cette  valeur  devient 

by-b±{y-y‘)\/g 

• jC ' > 

a — -a' y 

On  peut  donner  à / toutes  les  valeurs  réelles  imaginables,  x 
ne  cesse  pas  d’être  réel.  Ainsi  / n’a  ni  maximum  ni  minimum. 

3°  Les  racines  de  gy'l-+hy-\-i  sont  imaginaires,  et  par  suite  ce 


trinôme  prend  la  forme  g jjf/  I ^ J-  Donc  g étant  po- 


sitif, / peut  varier  depuis  — a©  à -f-  » , x sera  toujours  réel , 
et  / n’a  ni  maximum  ni  minimum.  Dans  ce  cas, 'g  ne  saurait 
pas  non  plus  être  négatif. 
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4“  Le  radical  se  réduit  à Ÿ hy-y-i.  Pour  que  x soit  réel,  il  faut 
que  hy-\-i 0 ; si  h est  positif,  on  aura  doncy^> — j-,  ainsi 

— - est  un  minimum;  si  h est  négatif  et  égal  à — h1,  on  aura 

— h'y-\-i  0 , d’où  y<-,  qui  sera  un  maximum. 


Passons  à la  seconde  expression 

y — ax-yb-\-  V'  a 'x'-y'ib  'x-\-c 

On  en  tire  (y — ax — 6)J  zz  a‘x>-\-'2b ‘x-\-c‘ 

d’où  a?’(a’ — a1)- \-2x( — ay-\-ba — b1)  -f-  (y — 6)’ — c'=:0. 

De  là,  on  tirera  la  valeur  de  x,  qu’on  discutera  comme  ci- 
dessus. 

Problème.  De  tous  les  rectangles  inscrits  dans  un  même  cercle, 
quel  est  celui  qui  a le  plus  grand  périmètre  ? 

Soit  r le  rayon  du  cercle,  %x  la  basedu  rectangle;  le  rayon  est 
l’hypothénuse  d’un  triangle  rectangle  dont  la  demi-base  et  la 
demi-bauteur  sont  les  deux  autres  côtés;  ainsi  la  demi-hauteur 

sera  P/ r’ — x‘,  et  le  périmètre  4ar-f-4P/ r’ — x',  que  je  pose  zz4y 
d’où  (y — #)*  = /•’ — x 1 

et  x = -y±-y-2r'-y\ 


On  voit  que  y ne  saurait  surpasser  P7 2r’  ou  rV 2 ; ainsi  le 
maximum  dey  est  rP^;  ce  qui  donne  x—  xy  — x rV ' 2 et  la 

Jt  - 

base  <2x=.rV/ 2 , côté  du  carré  inscrit.  Le  rectangle  cherché  est 
donc  le  carré  inscrit. 


PROPOSITION  XXXVIII.  — PROBLÈME. 


Résoudre  et  discuter  l'équation  bicarrée  x'-ypx'-yq  — Q. 
On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

(1)  (,r^+K^)-H  = 0. 
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En  regardant  x * comme  l’inconnue  de  cette  équation , on  en 
tire 


=-\p±V-Ap'-^ 


d’où 


-±V  p±Ÿ\p'-q. 


Pour  discuter  les  racines,  soient  p et  q deux  nombres  absolus  ; 
l’équation  présente  quatre  cas  : 

1"  xi-f-px’-t-ÿ  =0  , 2®  a.'4 — px'-\-q  —0  , 

3°  — q~0  , 4°  x:>  — px% — q — 0. 

L’équation  (1)  ne  saurait  admettre  aucune  racine  réelle.  Car 
un  nombre  quelconque,  positif  ou  négatif,  mis  à la  place  de  a:, 
rendra  x*  et  px‘  positifs;  donc  x^-\-px'-\-q  ne  saurait  devenir 

nul.  En  effet,  les  valeurs  de  a-’  qui  sont  — ^ p±  p’ — q sont 

imaginaires  si  ^ p’  q , et  par  suite  celles  de  x ne  sauraient 
être  réelles,  puisque  le  carré  d’une  quantité  réelle  est  réel  ; ces 
valeurs  de  .r*  sont  négatives  si  ^ p’  '/  » donc  a*  est  encore  ima- 
ginaire. 

Pour  l’équation  (2)  on  a x®  ==  ^ p±  ^ p ’ — q.  Si  ^ p’  q, 

les  valeurs  de  x*,  et  par  suite  celles  de  r,  sont  imaginaires.  Si 
^ p7  = q les  valeurs  de  x sont  réelles  : il  y en  a deux  qui  sont 

égales  à -f-  |/ ' p,  les  deux  autres  à — |/ -p.  Si  - p*  q , les 

valeurs  de  x’  sont  positives  : donc  les  quatre  valeurs  de  x sont 
réelles. 

Dans  l’équation  (3)  on  a x’  = — -^p±|/ - p'+7-  L’une  de 
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ces  valeurs  est  positive , l’autre  négative.  Ainsi  il  y a deux  valeurs 
de  x réelles  et  deux  valeurs  imaginaires. 


Pour  l’équation  (4),  x’ 


=y-V\p' 


-hq  > valeur  dont  l’une 


est  positive,  l’autre  négative.  Donc  x a deux  valeurs  réelles  et 
deux  valeurs  imaginaires. 

En  résumé , l’équation  bicarrée  peut  avoir  : 1°  quatre  racines 
réelles , 2°  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires,  3“  quatre  ra- 
cines imaginaires.  Jamais  elle  n’a  plus  de  quatre  racines.  Car 
l’équation  (1)  n’admet  pour  x 1 que  deux  valeurs  (p.  29),  et 
chaque  valeur  de  x’  n’a  que  deux  racines  carrées. 

1er  Ex.  x 4 — 45x’-l-324=:0 


d’où 


x,  = ~±l^7i29=: 


45±27 

2 


donc  a:1  = 36  et  x'  = 9 
puis  x = ±6  et  x = ±3. 

2"  Ex.  x*— 2x,(aM-6’)H-«4-+-64---2a,fc,:=0 

delà  x,—a‘-j-b[‘±l'/  4 a’ô’  =a’H-6’±2«A 

donc  x’=a’-+-6*-(-2aÂ  = (a-|-6)*  et  x=rh(a-f-é) 
puis  x*=a*-+-é* — 2ab  = (a — b )*  et  x=±(a — b). 

Corollaire.  La  résolution  de  l’équation  x*-\-px'-+-q  — 0 four- 
nit les  moyens  de  décomposer  le  trinôme  x^-+-px*-+-q  en  facteurs 
du  premier  degré  en  x.  Dans  le  premier  exemple  ci-dessus,  on  a 

(**)M = (** — 36)(«*  -9)  , (p.  3 1 ) 

ou  x4-+-px3-}-  q = (x-f-6)  (x — 6)  (x-+-3)  (x — 3) . 

De  même  x4 — 2x’(a’-|-6’)-f-£i4-j-ô4 — 2a’A,= 

= (x — fl — b)  (x-+-a-(-ô)  (x — a-j-b)  (x-f-a  —b). 


Décomposer,  si  faire  se  peut 
second  degré. 


PROPOSITION  XXXIX.  — PROBLÈME. 

, ]/  a-t-P^b  en  deux  radicaux  du 
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Soient  x et  y deux  nombres  commensurables  : ia  question  est 
de  savoir  si  i’on  peut  les  déterminer  de  façon  que 


\/  a-f- V b — Ÿ x-^-V' y. 

Elevons  cette  équation  au  carré 

a-\-  V'  b — x-\-y- 1-2  V'  xy. 

Or,  si  V^b  est  incommensurable,  je  dis  que  \S xy  l’est,  sans 
quoi  cette  équation  donnerait 

V'I)  — x-\-y—  «+2  Ÿ xy, 

valeur  qui  serait  commcnsurable  si  xy  l’était. 

Cela  posé , on  aura 

V'  b—‘2\^xÿ  = x-hy — a.  (1) 

Mais  si  V' b et  V xy  sont  incommensurables,  I / b — 2 Ÿ xy 
sera  nul  ou  incommensurable.  Car  s’il  était  égal  à un  nombre 
commensurable  c , différent  de  zéro , on  aurait 

V' b — 2 V' xy~c  d’où  V b=c-\- ’ïV' xy 


élevant  au  carré 
d’où  Ÿ xy— 


b-c*  -\-%xy-lr'2c\//  xy 

b — c’— 4Xy 
2c 


de  sorte  que  V' xy  serait  commensurable,  ce  qui  n’est  pas. 

D’un  autre  côté  le  second  membre  de  l’équation  (1)  est  com- 
mensurable ou  nul.  Donc  chacun  de  ces  deux  membres  est  nul , 
ce  qui  donne  les  deux  équations  : 


V' b — 2 V^xy  d’où  .rj=-,etx+j — a =0  d’où  x-^-y—a. 

4 

Il  s’ensuit  (p.  32  c.)  que  x et  y sont  les  deux  racines  de  l’équa- 
tion du  second  degré 

x’ — <z.r+-— 0 d’où  a1 — b. 

4i  i Z 2 

, ■ . , • » < 

L’une  de  ces  valeurs  sera  celle  de  x,  l’autre  celle  de  y;  pour 
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qu’elles  soient  rationnelles,  il  faut  et  il  suffit  que  a’ — 6 soit  un 
carré. 

Ex.  1".  V 6+41/2 ou  V 6+I/3Ü  On  a ici  «=  6,6=32.... 
d’où  a’ — 6 = 4 qui  est  un  carré. 

Les  valeurs  dexsont3±l;  ainsi  #=4;  ^=2,  et 

V 6 +4 1/2  = 1/4  +1/2  = 2 + /2 

quantité  bien  plus  facile  à calculer  qu’elle  ne  l’est  sous  la  forme 
donnée. 

Ex.  2.  V* 13+2&/ 42  ou  ^13  + 1/168;»=  13,  6 = 168, 
a’ — 6 = 1 qui  est  un  carré. 

1 . , 13  !.. 

Les  valeurs  de  x sont  — ± - ainsi  x = 7 et  y = 6. 


Donc  V/13+2 1/42  = 1/7  + 1/6. 

Cette  transformation  sert  à simplifier , dans  certains  cas,  le 
calcul  des  racines  de  l’équation  x''+px1+^  = 0,  lesquelles  sont 

de  la  forme  V a+17  6. 

Remarque.  1 . Il  est  évident  à priori  qu’il  y a des  cas  où  la  trans- 
formation actuelle  est  possible.  Car  si  l’on  élève  au  carré  les  ex- 
pressions m + 1/ n,  l/ m'+  V' n\  on  trouve 


(m  +»/«)’  — j—  2t71  71  y 

{y  m'+V'  n'Y  ; 

Donc  réciproquement  Vm’+n  + 2m|/ra=m+l/n 

et  ^^m/+-n/-+2/re'/ n‘~\^  m‘  — |—  l/ n ‘ . 


Remarque  2.  Le  radical  V a + |/6  présente  proprement  qua- 
tre déterminations,  et  si  l’on  nomme  a,  (i  les  valeurs  de  x et  y, 
l’expression  ^x-\-V/ytn  présente  quatre  également.  Soit  m^>n; 

on  a pour  V a+V 6 les  quatre  déterminations  + V* a+l/ b , 
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-f-  V a — b , — V «-(-P7 b,  — a — l ^ b. 

Supposons  P7 b ; ces  quatre  expressions  sont  réelles;  les 

deux  premières  sont  positives , et  la  première  est  plus  grande  que 
la  seconde;  les  deux  dernières  sont  négatives,  et  égales  respec- 
tivement aux  deux  premières , au  signe  près.  Prenant  donc  aussi 

les  quatre  déterminations  de  P7 m-f-P7 n,  qui  sont  -f-P7 m- f-P7 n, 

-+V  ni — P /n,  — P7 ni  — P7 n,  — P^m+P7 »,  on  reconnaîtra  que 

-\-V'  m n — V a -+-  P7 6 , H- a — P76  = P7m  — P7  », 

— Va+P7  b—  — P7  m.  — P7  n,  — V a — \Z~b  — — P7  m+P7  n. 

PROPOSITION  XL.  — THÉORÈME. 

Les  puissances  entières  positives  de- f-P7” — 1 , sont  toutes  égales 

à ■±y'  — 1 , ou  à ± t . 

D’après  la  définition  on  a (+P7  — l)  — — 1.  Donc 

(4_P/ri)3  ou  (+P7-l)’x(+P/^ï)=-lx(l/IT)=-P7IÏÏ; 

(+j/Zî)4= (+p/Zi)1  (+P/-i)a = (-l)*= 1 . 

Actuellement  remarquons  que  si  l’on  divise  un  nombre  entier 
positif  par  quatre,  le  reste,  supposé  positif,  ne  peut  être  qu’un 
des  quatre  nombres  0 , 1 , 2 , 3;  représentant  par  n le  quotient, 
qui  est  entier  positif,  on  reconnaîtra  que  le  dividende  est  com- 
pris dans  l’une  des  quatre  formes  4»,  4»-f- 1,  4» H- 2,  4re-(-3, 
lesquelles  comprennent  par  conséquent  tous  les  nombres  entiers 
positifs.  Prenons  donc  successivement  ces  quatre  expressions  pour 

exposants  de  P7 — 1,  et  nous  aurons  toutes  les  puissances  entières 

del/^T. 

Or  (+P7ZÏ)4’’=((_h4/ZÎ)^)”==(+i)"=-H 

=(+i/-i)4nx(+P/=T)  = -+VZT. 

( +p/_i)4"-*-’  = (+P7  _i)4°  x (+^-1  )’  = - 1 
; (+P7  3 = (+i/^I)4“x(+»/-i)3=-  p7^! 
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Dans  toutes  les  puissances  de  -\-V/ — 1 se  réduisent  à ±V~Z{ 

et  à + 1.  Celles  de  — V'  — 1 seront  de  même  ±4 / 1 , il. 

S il  s’agit  de  l)  on  divise  31  par  4:  le  reste  étant  3, 

on  en  conclut  que  31  est  compris  dans  4n+3  et  que 

(+l/ZT)3'=_l/IT. 

De  .même  54  est  de  la  forme  4re+2  et  (-h^ l)54= 1. 


PROPOSITION  XLI.  — THÉORÈME. 


La  somme,  la  différence , le  produit,  le  quotient  de  deux  ima- 
ginaires, les  puissances  à exposants  entiers  positifs , les  racines 

carrées  des  imaginaires,  sont  de  la  forme  —\. 

Soient  les  expressions  « '-+-/? 4/ Z? ; leur  somme 

est  (a-f  ï ; leur  différence  est 

(a  î;  leur  produit 

(«^ '/-0(cc'+Piy~l=  aa'—ffî+ia/l'+aV) 

toutes  ces  expressions  sont  de  la  forme 

r\  , .Cl  -+-$  ^ — 1 

t^uant  au  quotient , multiplions  les  deux  termes 

a'-t-/9'K  -1 

par  a' — (i‘ — 1 , il  vient 
[a  -f -fi 

{a'+fiV^j^-ftVZÂ)  a''-h(r 

-w 


OU 


aa 


an- bfi‘: 

résultat  qui  est  aussi  de  cette  forme. 

Une  puissance  telle  que  celles  dont  il  s’agit  n’étant  qu’un 
produit,  il  est  évident  qu’il  en  est  de  même  de  ces  puissances. 

1 5 
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Passons  aux  racines  carrées  : je  dis  qu’il  existe  pour  x et  y des 

valeurs  réelles  telles  qne  l’on  aura  x-\-y\/ — 1 —\/  «-f — 1 , 
ou  ce  qui  revient  au  même 

(x-fyl/ — 1)’=  a+^VrH 1. 

Car  de  là  on  lire  x’ — ÿ1- \-'2xyV' — 1 =a+/?P/ — 1 

ou  x’— j1 — a — (/9— 2xj)|/_l. 

Or  si  ces  deux  membres  n’étaient  pas  nuis , on  aurait  une  quan- 
tité réelle  égale  à un  imaginaire;  mais  comme  on  a deux  indéter- 
minées, on  peut  en  disposer  de  manière  que  l’on  ait 

— y'  — a 2xy  — (: 3 d’où/  = •— 

Puis  x* (L-  — a 

\x ' 

ft' 

OU  x4 «J!’ — — 0. 

4 

Cette  équation  donne 

Parmi  ces  quatre  racines  il  y en  a deux  qui  sont  réelles 

x = ±i /ifà+X/a'+p)  : car  ^ a' -h  (}'  est  — a,  et  par 

suite  0.  Les  deux  autres  valeurs  de  x sont  ima- 

ginaires.  Or,  pour  chaque  valeur  réelle  de  x,  l’équation  y — g— 

M J? 

donne  une  valeur  réelle  de  y.  Donc  x-\-jV'  — 1 est  de  la  forme 

a , et  a même  deux  déterminations  de  cette  forme. 

Remarque.  Pour  qu’un  produit 

(a-f-/?^ — 1 )(ct;+/9'P/ — l)(a"  + /9',P/ — l)  etc. 
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«oit  nul , il  suffit  et  il  faut  qu’un  des  facteurs  le  soit.  Cela  suffit  : 

car  si  a+f}V — 1 est  nul , le  produit  de  tous  les  autres  facteurs 

étantde  la  forme — 1,  le  produit  total  sera  Ox(k+iVZi) 
qui  est  nul.  En  second  lieu  il  le  faut , et  c’est  ce  qu’on  reconnaîtra 
comme  à la  prop.  29  sur  le  produit  (a — b)  ( a-\-b-\-p ). 


PROPOSITION  XLII.  — THÉORÈME. 

Les  règles  démontrées  pour  la  multiplication , la  division , re- 
lativement aux  radicaux , conviennent  à toutes  les  détermina- 
tions des  radicaux  du  second  degré. 

1“  Multiplication.  La  règle  est  Va . I / b — V^b.  Cette  règle 

donne  toutes  les  déterminations  du  produit  Va . V b.  En  effet 
ce  produit  offre  les  quatre  formes 

+l/ax(+l/6) , — V ax  (-^) 

-+-Vax(—Vl>),  — Vax(-+-Vb ). 

Or,  les  deux  premières  formes  ne  donnent  qu’une  valeur;  les 
deux  dernières  en  donnent  aussi  une  seule.  D’ailleurs  chacune 

de  ces  deux  valeurs +1 VaxVb,  — V~axVÏ,  élevée  au  carré 
donne  ab ; donc  ce  sont  les  deux  racines  carrées  de  ab , c’est-à- 
dire  les  deux  valeurs  de  Va  b. 

On  raisonnera  de  même  de  V axV —b  elV axV b.  La 

première  expression  offre  deux  déterminations  dont  le  carré  est 

— ab ; donc  Va  . V — b — V — ab.  La  seconde  en  a aussi  deux*' 

dont  le  carré  est  ab;  donc  V —axV— b — V ab. 

On  doit  remarquer  ici  quel/  axV  a , n’est  pas  identique  avec 

(Va)  . Car  Vax  Va  offre  les  deux  valeurs  -\-V  ax(-j-Va)  et 

— Vax(-\ -Va),  tandis  que  (±Vây  n’en  a qu’une;  ici  c’est 

-\-V  a multiplié  par  lui-même,  ou  — V a multiplié  par  lui-même» 

il). 
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tandis  que  là  c’est  -+-V' a ou  — l ^ a multiplié  par  -\-V' a.  Ainsi 

le  produit  1/ ax^a  a deux  valeurs  ±;a,  tandis  que  (y a ) n’a 
que  la  valeur  unique  a. 

De  même  V'  — lx  V' — 1 = ± 1 , tandis  que  ( Y — l)*  = — 1. 

■ Que  si  l’on  demande  le  produit  de  — a par  +1^  — b , il 

faudra  que  ce  produit  se  change  en  — a,  si  l’on  remplace  b par  a; 

ce  produit  n’est  donc  pas  ab , mais  — \/  ab. 

2e  Division.  Les  raisonnements  sont  les  mêmes.  Ainsi  en  général 


Chaque  radical  étant  censé  précédé  du  double  signe.  . 
Remarque  1.  Dans  l’élévation  aux  puissances,  il  y a deux  cas. 
Si  l’exposant  est  pair  et  égal  à 2 ni,  on  a t 

(i/«)im=((i^)Om=«,n. 

ce  qui  ne  fait  qu’une  valeur. 

Si  l’exposant  est  impair,  chacune  des  deux  déterminations 
-\-V~a  et  — V^a  donne  une  puissance  de  même  signe  qu’elle,  et 

l’on  a (+l/â)^'  =±1^^ 

Ce  résultat  convient  aussi  au  cas  où  a est  négatif. 

Remarque  2.  La  règle  de  l’addition  des  radicaux  carrés  sem- 
blables ne  donne  pas  toutes  les  déterminations  de  la  somme.  Car 

s’il  s’agit  d’ajouter  avec  &\/a,  cette  règle  ne  donne  que 

+ 8 ^ a , tandis  que  la  somme  doit  offrir  les  quatre  combinaisons 

a, 

^3  V' a — ôy'a,  — 3 S 
c’est-à-dire  a,  — SV'  a, 

-8  Vh,  +2V/â. 

ou  encore  ±:&^a,  ■+;  2b/n. 
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Donc  s’il  s’agit  de  combiner  par  addition  ou  soustraction  des 
radicaux  carrés  semblables,  il  faudra,  pour  ne  perdre  aucune 
valeur,  considérer  successivement  les  deux  valeurs  du  radical. 

S’il  s’agit  de  n radicaux,  le  nombre  des  valeurs  de  leur  somme 
est  2”. 

Remarque  3.  L’extraction  des  racines  des  radicaux  carrés  ne 
saurait  être  traitée  ici  : on  se  contentera  de  faire  observer  que 


m 

|/n  _ mn 
la  règle  y V' a = 


fournit  dans  tous  les  cas  une  détermina- 


tion de 


m m 

a : car  )/v~a  élevé  à la 


puissance  mn  donne  n,  et 


est  par  conséquent  une  détermination  de  la  racine  mn  de  a, 

mn 

c’est-à-dire  une  valeur  de  V' a. 

2" _ 

De  là  on  peut  conclure  que,V^ a-h/i^  — I , où  n est,  bien 
entendu,  entier  positif,  a au  moins  une  détermination  de  la 

forme  a-h/S^ — 1.  Car  2“  = 2"— '.2;  donc  l’expression  donnée 

2°— 1 

a au  moins  une  détermination  égale  à \/  V a + — 1;  mais 

(p.  41)  V a -H^-l  a au  moins  une  valeur  ‘V — ,1; 

T~'_ 

donc  une  des  valeurs  de  notre  expression  est  V a'- 1. 
On  prouve  de  même  que  celle-ci  se  réduit  à un  autre  de  la  forme 


2“—^ 

V a"+pv~\  et  ainsi  de  suite. 

Définition  11.  On  appelle  module  de  a +/?L/  — 1 la  valeur  ab- 
solue de  Ÿ d'-'rft'.  Par  conséquent,  si  (3  est  nul , le  module  est 
la  valeur  absolue  de  ou  de  a.  Ainsi  le  module  de  l-f-l/ — 3 
ou  de  l-fj/ i.y'  — 1 est  1-1-3  ou  2;  celui  de  — 7 est  7. 
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PROPOSITION  XIII!.  — THÉORÈME. 

Le  module  d’un  produit  est  égal  au  produit  des  modules  des 
facteurs. 

Soient 

— 1 1 a.+zS.l/ —1 , aÆffV' — 1 , . . . . + -î 

les  facteurs.  Supposons  la  proposition  démontrée  pour  le  pro- 
duit des  n derniers  facteurs  : ce  produit  est  de  la  forme 

le  carré  de  son  module,  ou  A’-f-B1,  est  donc,  en  vertu  de  l’hy- 
pothèse, égal  à 

(et (a,H-/V) (an’-b/V). 

Le  produit  total  sera 

(A-i-B  ^~\)  — Aa— B/9  -f-  (A/9 -f-Bct)  \/ 
expression  dont  le  module  carré  est 

(Aa — B$  *-f-  (A|9-i-Ba)  * = A’aHB'^+A’/î’-fB’ft1 
ou  (A’H-B’)  (aa-f-/9“) , 

mettant  pour  A’+B’  sa  valeur  hypothétique,  on  a pour  le  carré 
du  module  du  produit  des  n-f-1  facteurs 

(a’+/î*)  (a,N-0.*)  • • • (O.M-/J.*)  , 

donc  si  la  propriété  est  vraie  pour  n facteurs , elle  l’est  pour 
n-f-1.  Or,  elle  est  vraie  pour  un  facteur;  donc  elle  l’est  pour 
deux , etc. 


PROPOSITION  XUV.  — THÉORÈME. 

Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  a-\- 1 , 

a'-bflr  — 1 , n’est  ni  plus  grand  que  la  somme  de  leurs  mo- 
dules, ni  plus  petit  que  la  différence  de  ces  mêmes  modules. 
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La  somme  des  modules  est  , la 

différence  Ÿ a'+ff1— ^ a'+ft1' , en  supposant  le  premier  mo- 
dule plus  grand  que  le  second. 

La  somme  des  deux  expressions  est  o + a'+(/9  + /î')l^ — 1» 

et  le  module  de  celte  somme  est  ^ (a-bct')’1 {—  -h /?') % quan- 
tité dont  le  carré  est 

(1) .  aM-a'H-/r  + /?'M-2(aa'-+/?/S')- 

Le  carré  de  la  somme  et  de  la  différence  des  modules  est 

(2)  a’+/9’  + a/’+/9,’±2l/ (et’-b/S’)  (a'’-b/9'’)- 

Ces  deux  quantités  (I)  et  (2)  ont  quatre  termes  communs,  et 
je  dis  que  aa'-+-/9/9'  n’est  jamais,  en  valeur  absolue,  plus  grand 

que  («"-b/J'’),  ou,  que  (aa‘  4- /9/î')’  ne  surpasse 

jamais  (cc’-b/9J)  (a'- -b/?'1)»  Car 

(aa'+fflT  = aV’+/S’/?'*+2«« 

et  = a'al'+a'PH-H*nf+ai'{l\ 

Ces  deux  expressions  ont  encore  deux  termes  communs,  et 
il  faudra  prouver  que 

a‘(t,'+anfy'2aa'(ip' 

ou  que  (a(i‘ — 0 
ce  qui  est  évident. 

Si  donc  je  représente  la  valeur  absolue  de  aa'  + ftft1  par  /r% 

celle  de  V'  (a* 4-/?')  (a'*-b/2'a)  pourra  être  représentée  par 
de  plus,  les  quatre  termes  communs  à (1)  et  (2)  sont 
représentés  par  M%  le  carré  du  module  de  la  somme  sera 

M’±K  ; le  carré  de 

la  somme  des  modules  sera  M’-bK’-bd”  ; celui  de 

la  différence  M’< — K’ — .$’• 
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Or,  la  première  de  ces  trois  expressions  n’est  jamais  moindre 
que  la  troisième,  ni  plus  grande  que  la  seconde.  Si  d’ est  nul,  la 
première  est  égale  à l’une  des  deux  dernières. 

Corollaire.  Le  module  de  la  somme  de  tant  d’expressions  qu’on 
veut  est  égal  ou  inférieur  à la  somme  de  leurs  modules. 

Soient  m,  les  modules  respectifs  de 

— 1 > cci-\- (ii  V' — 1 , etc.,  aB+/9nL/ — 1 ; 
soit  s la  somme  des  n dernières  de  ces  expressions,  M son  mo- 
dule , et  supposons  qu’il  soit  prouvé  que 


M 


< 


fii.+m,- 


-+-17»  « 


Il  est  prouvé  que  le  module  de  a 4-/91/  — l-4-sest  ^ m-4-M  ; 


donc  ce  module  est  aussi  ^ ‘ -+-»»„. 

Cette  propriété  est  vraie  pour  deux  expressions;  donc  elle  l’est 
pour  trois,  quatre , etc. 

Remarque  générale  sur  les  symboles  négatifs. 

Nous  avons  rencontré  pour  la  première  fois  les  symboles  ou 
nombres  négatifs  dans  la  théorie  des  exposants;  là , nous  avons 
été  conduits  à adopter  un  certain  langage  que  voici , et  qui  con- 
stitue proprement  des  définitions. 

Ajouter  des  nombres  précédés  de  signes,  c’est  les  écrire  à la 
suite  les  uns  des  autres  avec  leurs  signes  respectifs,  en  supposant 
le  signe  -+  à ceux  qui  n’en  ont  pas  du  tout. 

Retrancher  un  nombre  positif  ou  négatif  d’un  autre,  c’est 
changer  le  signe  du  premier  et  l’écrire  à la  suite  du  second. 

Au  moyen  de  ces  définitions,  qui  comprennent,  comme  cas 
particulier,  les  significations  ordinaires  ou  arithmétiques,  des 
mots  addition  et  soustraction,  nous  avons  pu  renfermer  dans  un 
énoncé  concis  et  simple  toutes  les  propriétés  des  exposants,  po- 
sitifs ou  négatifs , en  tant  que  ces  propriétés  se  rapportent  à la 
multiplication  ; de  même  pour  la  division. 

A ces  deux  définitions  nous  avons  ajouté  la  définition  de  la 
multiplication  des  nombres  précédés  de  signes;  après  quoi  nous 
avons  examiné  et  établi  les  conséquences  de  ces  mêmes  débni- 
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lions,  quanta  leur  application  au  calcul  des  polynômes.  Ainsi , 
nous  sommes  partis  des  résultats  suivants  : 

— (— 4— f-( — 5)  = 4— 5=  — 1 ; 7+(— 3)  = 7— 3 = 4 ; 

+6— (—7)  =6+7  = 13;  —5— (+6)  = — 5— 6 = — 1 1 ; etc. 

— }— 4x — 2= — 8 ; — 5x — 3 — — f- 1 o , etc. 

puis,  appelant  nombres  égaux  deux  nombres  de  môme  signe 
dont  les  modules  sont  égaux , nous  avons  prouvé 

1°  Que  si  à une  quantité  quelconque,  positive  ou  négative, 
on  veut  ajouter  une  expression  complexe,  telle  que  7+5  — 15 — 
il  suffit  d’opérer  comme  dans  l’addition  des  polynômes  qui  repré- 
sentent des  nombres  absolus. 

2°  Qu’il  en  est  de  même  pour  la  soustraction. 

3°  Que  de  même,  pour  la  multiplication,  il  faut  admettre 
comme  conséquence  des  définitions  ci-dessus,  que,  par  exemple , 

(7+3)  (6 — 9)  = 7 .5+3.5— 9.7 — 3.9  etc. 

Ces  propriétés  sont  établies  à la  prop.  16;  on  a prouvé  à la 
prop.  17  qu’elles  sont  vraies  encore  s’il  s’agit  de  polynômes  et 
que  l’on  donne  aux  lettres  qui  y entrent  des  valeurs  positives  ou 
négatives. 

On  a donc  pu  traiter  la  division  , les  puissances  et  les  racines 
(sauf  les  radieaux  de  degré  pair  affectant  des  symboles  négatifs) , 
puis  la  résolution  des  équations  des  deux  premiers  degrés,  en 
général,  et  conclure  que  les  valeurs  positives  ou  négatives, 
trouvées  pour  les  inconnues,  satisfont  à ces  équations. 

Restait  à comparer  les  quantiés  négatives  avec  les  positives 
dans  les  inégalités,  et  ici  on  a reconnu  que  pour  cela  il  faut  trai- 
ter les  quantités  négatives  comme  si  elles  étaient  moindres  que# 
zéro , et  qu’en  général  celle  qui  est  la  plus  rapprochée  de  — <* 
doit  être  traitée  comme  la  plus  petite.  Ainsi,  de  même  qu’on  l’a 
déjà  fait  remarquer  dans  la  théorie  des  exposants  négatifs,  on  a 
été  conduit  à donner  aux  expressions  plus  grand,  plus  petit  un 
sens  conventionnel,  comprenant,  comme  cas  particulier,  leur 
signification  ordinaire,  n’exprimant  plus,  en  général,  une  vraie 
relation  de  grandeur,  mais  la  manière  dont  les  nombres  précédés 
de  signes  doivent  être  traités  pour  conduire  dans  tous  les  cas  à 
des  résultats  qui  soient  ou  absolument  vrais,  ou  d’accord  avec 
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ces  conventions  mêmes,  résultats  que  dans  le  premier  cas  on 
pourrait  toujours  obtenir  en  ne  raisonnant  que  sur  des  nombres 
absolus. 

Enfin , nous  avons  fait  observer  les  différences  que. les  symboles 
négatifs  présentent,  par  rapport  aux  nombres  absolus,  dans  cer- 
taines propriétés  dépendantes  de  la  multiplication  et  de  la  divi- 
sion, différences  qui  font  une  partie  essentielle  des  règles  de  cal- 
cul relatives  à ces  diverses  espèces  de  nombres. 

Cet  ensemble  de  conventions  et  de  règles  constitue  la  théorie 
des  symboles  négatifs,  nommés  aussi,  quoique  improprement, 
nombres  négatifs , quantités  négatives. 

Remarque  générale  sur  les  imaginaires . 

Celte  nouvelle  espèce  de  combinaisons  de  signes  et  de  nom- 
bres se  présente  pour  la  première  fois  dans  l’extraction  des  ra- 
cines; mais  là  on  ne  l’a  remarquée  que  comme  indice  d’une  im-  - 
possibilité.  Ensuite,  dans  la  résolution  de  l’équation  du  second 
degré,  on  a reconnu  que  ces  symboles  jouissent  de  quelques-unes 
des  propriétés  des  nombres  positifs  et  négatifs,  et  d’abord  , que 
si  on  les  traite,  quant  aux  règles  de  calcul,  comme  des  nombres, 
les  racines  de  l’équation  du  second  degré  satisfont  à cette  équa- 
tion. Ce  fait  suffit  pour  légitimer  l'emploi  de  ces  symboles  dans 
le  calcul  : d’ailleurs  il  faut  de  toute  nécessité  que  les  règles  de  ce 
calcul  soient  celles  des  quantités  réelles,  afin  que  l’on  puisse,  ce 
qui  est  nécessaire  dans  une  foule  de  cas , opérer  sur  les  quantités 
littérales,  sans  être  obligé  de  faire  des  distinctions. 

On  remarquera  une  différence  essentielle  entre  les  imaginaires 
et  les  symboles  négatifs  : pour  ces  derniers , nous  sommes  partis 
de  la  définition  des  opérations  sur  les  monômes  négatifs,  et  nous 
^avons  prouvé  les  règles  relatives  au  calcul  des  polynômes.  Dans 
les  imaginaires  on  a reconnu  de  suite,  à propos  de  l’équation  du 
second  degré,  que  la  condition  nécessaire  pour  leur  admission 
dans  le  calcul  est  de  les  assujettir  à ces  règles.  Du  reste,  on  peut 
reconnaître  A posteriori  qu’il  y a accord  entre  ces  mêmes  règles  : 
il  suffit  pour  cela  de  revenir  à l’addition  et  à la  multiplication 
des  polynômes,  parce  que  de  ces  deux  opérations  dérivent  les 
autres.  On  peut  vérifier,  en  général , que  si  S est  la  somme  algé- 
brique de  deux  polynômes  P,  P',  à coefficients  réels,  Q leur  pro- 
duit, les  identités  S = P-f-P ',  Q=P.P'  seront  vraies  , même  si 
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l’on  donne  aux  lettres  qui  y entrent  des  valeurs  de  la  forme 

a 4-/9  V — 1 , ce  qui  comprend  aussi  le  cas  des  coefficients  ima- 
ginaires. 


LITRE  III. 


. THÉORIES  ARITHMÉTIQUES. 


Définition  1.  La  numération  a pour  but  de  former,  de  nommer 
et  d’écrire  tous  les  nombres. 

L’ensemble  des  conventions  adoptées  à cct  effet  se  nomme  un 
système  de  numération.  Le  nombre  des  caractères  ou  chiffres 
que  l’on  emploie  dans  un  système  de  numération  est  appelé  la 
base. 

PROPOSITION  I.  — PROBLÈME. 

Exposer  la  théorie  générale  de  la  numération,  quant  aux  nom 
bres  entiers. 

Soit  b la  base  d’un  système.  En  ajoutant  successivement  l’unité 
à elle-même,  on  formera  d’abord  6 — 1 nombres  entiers  consé- 
cutifs, 1,2,3, 6 — 1 , et  qu’on  nomme  unités  du  premier 

ordre  ou  unités  simples.  Le  nombre  b — 1 augmenté  d’une  unité, 
donne  b , qu’on  appelle  unité  du  second  ordre  : on  compte  par 
unités  du  second  ordre  comme  par  unités  du  premier,  ce  qui 
donne  1 unité  du  second  ordre  ou  b , 2 unités  du  second  ordre 
ou  26,  de  même  36,  46 ....,  jusqu’à  6 — 1 unités  du  second 
ordre  ou  (6 — 1)6.  Mais  si  l’on  considère  cette  série  de  nombres 
6,  26,  36  ... . (6 — 1)6,  on  voit  que  la  différence  de  chacun  au 
suivant  est  b;  pour  combler  cette  lacune,  à chacun  de  ces  nom- 
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bres  on  ajoute  successivement  6 — t unités  du  premier  ordre,  ce 
qui  donne 

b j 6+*l,6—}—2,.. ,6+6 — 1, 26, 26— {—  l,ctc.  6(6 — 1) , 6^6 — 1)— f— t , 
jusqu’à  6(6 — 1)+6 — 1 ou  (6+1)  (6 — 1)  = 6’ — 1. 

On  obtient  ainsi  une  série  de  nombres  qui  vont  en  croissant 
d’une  unité  du  premier  ordre,  depuis  1 jusqu’à  6’ — 1,  qui  se 
compose  de  6 — 1 unités  du  second  ordre,  et  6 — 1 du  premier. 
Ajoutant  encore  une  unité  simple  à ce  nombre,  on  a le  nombre  6’, 
que  l’on  regarde  comme  une  uni  té  du  troisième  ordre.  On  compte 
depuis  une  unité  de  cet  ordre  jusqu’à  6 — 1 unités  de  ce  même 
ordre  , ce  qui  donne  les  nombres  6’,  26’, . . . , (b — 1)6’,  et  pour 
combler  chacun  des  intervalles  entre  ces  nombres , on  ajoute  à 
chacun  les  nombres  1 , 2,  . . .,  6’— 1.  On  arriver^ainsi  jusqu’à 
6’(6 — 1)+6’ — 1 , qui  contient  6 — 1 unités  du  premier,  6 — 1 du 
second  et  6 — 1 du  troisième  ordre , et  se  réduit  à 63 — 1. 

En  général  6n— ' représente  l’unité  de  l’ordre  n : on  compte 
par  unités  de. cet  ordre  comme  par  unités  du  premier,  et  l’on  a 
les  nombres. 

6"  26°-',  36"-', (6  - 1)6"-'. 

A chaque  terme  de  cette  série  on  ajoute  les  6“— ' — 1 premiers 
nombres  et  l’on  a une  série  de  nombres  croissants  par  unités 
simples  jusqu’à  (6—1)6"—'  +6"—' — 1 —b" — 1 ; celui-ci  augmenté 
d’une  unité  simple  donne  b",  qui  est  l’unité  de  l’ordre  n + 1. 

Les  nombres  étant  ainsi  formés  et  nommés,  pour  les  écrire, 
on  remarquera  qu’un  nombre  quelconque  pourra  être  considéré 
comme  décomposé  en  unités  de  divers  ordres,  de  façon  qu’il  ren- 
ferme tout  au  plus  6—1 , unités  de  chaque  ordre.  Il  suffit  donc 
d’adopter  6—1  caractères  ou  chiffres  pour  représenter  le  nombre 
des  unités  de  quelque  ordre  que  ce  soit,  et  d’indiquer  par  une 
convention  quelconque  l’ordre  des  unités  que  chaque  chiffre  re- 
présente. Or,  la  convention  qu’on  a adoptée  est  d’indiquer  cet 
ordre  par  le  rang  du  chiffre,  de  telle  sorte  que  les  chiffres  étant 
écrits  à côté  les  uns  des  autres , purement  et  simplement,  le  pre- 
mier chiffre  à droite  représente  des  unités  du  premier  ordre  , le 
deuxième  des  unités  du  second  ordre,  etc.,  le  n°  des  unités  de  l’or- 
dre n. 
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Mais  si  un  nombre  renferme  des  unités  de  l’ordre  n sans  en 
contenir  de  l’ordre  n — 1 , n — 2, etc.,  il  faut  une  nouvelle  conven- 
tion, sans  quoi  il  y aurait  confusion;  pour  lever  cette  difficulté, 
on  emploie  le  zéro  qui  n’a  aucune  valeur , mais  sert  à tenir  lieu 
des  chiffres  des  unités  qui  peuvent  manquer  au-dessous  de  l’ordre 
le  plus  élevé.  Ainsi  b s’écrira  10,  6*  sera  100,  b3  = 1000;  6°  sera 
1 unité  suivie  de  n zéros;  c’est  le  plus  petit  nombre  de  n-l-1 
chiffres. 

Remarque  1.  La  base  d’un  système  est,  comme  on  voit,  égale 
au  rapport  qui  existe  entre  l’unité  d’un  ordre  et  celle  de  l’ordre 
immédiatement  inférieur.  Si  c„  est  le  chiffre  des  unités  du  premier 
ordre  c,  celui  des  unités  du  deuxième  ordre,  etc.,  cD  celui  des 
unités  de  l’ordre  n-+- 1 , la  valeur  du  nombre  sera 

Ç«H-c.6+c,6J-f-c363-|- -f-  cn6D. 

Car  chaque  unité  de  l’ordre  re-f-1  valant  6”,  les  cB  unités  de  cet 
ordre  vaudront  cj>°. 

Si  l’on  suppose  que  la  base  b est  un  nombre  fractionnaire , et 
que  par  suite  le  nombre  des  chiffres  ne  surpasse  pas  la  partie  en- 
tière de  6-f- 1 , il  n’est  plus  possible  de  représenter  tous  les  nom- 
bres entiers  avec  des  chiffres  entiers.  En  effet,  supposons  que  k 
soit  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  la  base;  on  a 
toujours  6=10;  le  nombre  1 1 vaudra  6— (— 1 ; or  comme  b~^>k,  6-f-l 
sera  k-\- 1 ; donc  le  nombre  k-\- 1 ne  pourra  pas  s’écrire  dans 
ce  système  sous  forme  entière,  c’est-à-dire  au  moyen  des  chiffres 
1 , 2 , . . . k,  0 , mis  à la  suite  l’un  de  l’autre. 

Remarque  2.  Dans  un  système  dont  la  base  est  b,  les  opérations 
se  font  comme  dans  le  système  décimal. 

1“  Addition.  Dans  le  système  dont  la  base  est  8 , faire 
la  somme  de.  756 

La  somme  des  unités  simples  est  23  ; mais  8 unités  307 
simples  font  une  unité  du  second  ordre;  ainsi  les  23  2456 

unités  simples  font  2 unités  du  second  ordre  qu’on  re-  24 
tient,  et  7 unités  du  premier  ordre  qu’on  pose.  Les  3767 

unités  du  second  ordre,  y compris  les  2 qu’on  a retenues , font 
14,  contenant  une  unité  du  troisième  ordre  qu’on  retient,  et 
6 du  deuxième  qu’on  pose.  Cette  unité  retenue  avec  la  troisième 
colonne  donne  16  unités  du  troisième  ordre,  ou  une  unité  du 
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quatrième  à retenir  et  7 du  troisième  à poser.  Cette  unité  retenue 
et  les  2 unités  du  troisième  ordre  font  3 à placer. 

2 ° Soustraction.  Dans  le  système  dont  la  base  est  12  nous  repré- 
senterons le  nombre  10  par  d,  le  nombre  1 1 par  tu. 

Du  nombre  7tu0023  1 

ôter  245da>5 

666 12d  i 


On  commence  par  la  droite  : 6 de  3 ne  se  peut;  au  3 j’ajoute 
une  douzaine,  ce  qui  fait  15,  qui  diminué  de  6 donne  10  ( â ) 
qu’on  écrit. 

TJn  de  retenu  et  11  (tu)  font  12  qu’on  ne  peut  ôter  de  2 : à 
ce  2 on  ajoute  12 , et  il  restera  2 , et  ainsi  de  suite. 

3°  Multiplication.  Dans  le  système  dont  la  base  est  6,  multi- 


plier 4532 

par  543 

3 fois  2 font  6 , c’est-à-dire  une  unité  du  deuxième  22440 

ordre;  je  pose  0 et  retiens  1.  31412 

3x3  = 9 et  1 font  10,  je  pose  4 et  retiens  1.  40344  - 


3x5  = 15  et  1 font  16;  je  pose  4 et  retiens  2 , etc.  4415400 


4°  Division.  Dans  le  système  dont  la  base  est  6 , diviser  4415400 
par  4532 

4416400  4532 

40344  543 

34100 
31412 
22440 
22440 


PROPOSITION  II.  — PROBLÈME. 

Un  nombre  étant  écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  b 
l’écrire  dans  celui  dont  la  base  est  b'. 

lre  Solution.  Soit  N le  nombre,  x„,  x, , x, ....  ses  chiffres  * 
inconnus  dans  le  système  dont  la  base  est  b\  On  aura 
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N=x.-(-4'x,  -\-b''x,-hb‘3X3-\-  • • • • 

Ou  encore  N=ar„+é'(ir‘--t-&'x>-i~6',xH-  • • •) 

Comme  x„  est  entier  positif  et  <^6',  que  toutes  les  lettres  re- 
présentent ici  des  nombres  entiers  positifs , le  quotient  de  la  di- 
vision de  N par  b'  est  x,  -H&'Xj-f- . . . , et  le  reste  x„»  Divisons 
donc  N par  b1;  soit  N,  le  quotient,  r0  le  reste;  de  sorte  que 
N on  aura  x0  = r0, 

et  N.=x, 

On  reconnaît  de  même  que  x,  est  le  reste  de  la  division  de  N, 
par  b‘,  division  dont  lequotientserax,-(-&'x3  + 6/X3-l-etc.Soit 
r,  le  reste,  N,  le  quotient.  On  aura 

x,  = r,  et  Ni  = xi-4-6/x3H-6',x4  , . . . 

Supposons  que  cette  série  d’opérations  étant  continuée , on 
arrive  à une  relation  telle  que 

^tt—xCL-\-b,x^_i-\-b,'xaÆt 

On  divisera  encore  Na  par  b';  soit  r*  le  reste,  N(M_1  lequotient 
que  je  suppose  <^ô'. 

On  aura  x*=r»,  N*-*-,  = Xx+,-\-b 

Or,  N*+.,  étant  b\  il  faut  que  xx-h,  = x*-+-3  = etc.  =0;  et 
x*-t-,  = N<m-i  1 pour  le  chiffre  de  l’ordre  le  plus  élevé. 

Par  conséquent , on  divisera  le  nombre  donné  N par  la  nou- 
velle base  b',  le  quotient  encore  par  6',  et  on  continuera  à diviser 
chaque  quotient  par  b',  jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à un  quotient 
moindre  que  b‘.  Les  restes  successifs  seront  les  chiffres  cherchés, 
pris  à partir  de  la  droite,  et  le  dernier  quotient  sera  le  dernier 
chiffre. 

Toutes  ces  opérations  se  feront  dans  le  système  où  le  nombre 
N est  écrit,  et  dont  la  base  est  b. 

Exemple.  Le  nombre  45745  étant  écrit  dans  le  système  déci- 
mal , on  demande  de  l’écrire  dans  le  système  dont  la  base  est  8. 
Ici  &'  = 8,N=45745 
45745 
57 
14 
65 
r„  = 1 
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On  divise  donc  45645  |>ar  8 ; le  reste  1 est  le  chiffre  des  uni- 
tés du  premier  ordre;  le  quotient  est  67 1 8 , qu’on  divise  encore 
par  8 ; le  reste  6 est  le  chiffre  des  unités  du  deuxième  ordre , etc. 

Dans  le  système  dont  la  base  est  8 , le  nombre  donné  est  donc 
représenté  par  131261. 

Deuxième  solution.  Soient  c„,  c,,  c,  . ....  cn  les  chiffres  du 

nombre  dans  le  svstème  dont  la  base  est  b:  on  a 
«/  * 

N ....  | cDbn. 

Or,  si  l’on  écrit  les  nombres  c„,  c,  . . . . c„ , 6 . . . ..  6°  dans  le 
système  dont  la  base  est  6',  et  qu’on  effectue  les  opérations  in- 
diquées sur  ces  quantités,  on  aura  l’expression  de  N dans  ce 
même  système. 

1er  Ex.  Etant  donné  dans  le  système  dont  la  base  est  12  , le 
nombre  d8w5 , l’écrire  dans  celui  dont  la  base  est  10  ? 

Ce  nombre  est  égal  à 10.123— f— 8.12*— |— 1 1.12-4-5 , tout  étant 
écrit  dans  le  système  décimal. 

Le  calcul  se  fait  ainsi  qu’il  suit  : 

10.12-1-8  = 128 
multipliant  par  12  et  ajoutant  11 , 

10.12*— }— 8.12— f-1 1 = 1547 
multipliant  par  12  et  ajoutant  5, 

1 0.123— f-8.12*— f-1 1 .1 2— f- 6 = 18569. 

2e  Ex.  Dans  le  système  dont  la  base  est  douze,  on  a le  nom- 
bre 79(o4;  on  demande  de  l’écrire  dans  celui  dont  la  base  est  8. 

Dans  ce  dernier  système  la  base  douze  est  représentée  par  1 4 ; 
le  chiffre  neuf  l’est  par  11 , le  chiffre  dix  par  13;  ainsi  dans  ce 
même  système  le  nombre  donné  est  exprimé  par 

(7.143-+-1 1.1 4*— p- 13.14— 1—4)  base  8 ; 

tous  les  nombres  qui  suivent  sont  écrits  dans  ce  même  système 
dont  la  base  est  8. 

Or,  (7.14+11  = 135)  b. 8 
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multipliant  par  14  (douze)  et  ajoutant  13 
7.14M-1 1.14+13  = 2147)8 
multipliant  par  14  et  ajoutant  4, 

7 .1 43+l  1.14-+1 3.14+4  = 32330).g 

On  peu*  aussi  faire  toutes  les  opérations  dans  le  système  dé- 
cimal. Dans  ce  dernier  exemple,  on  a 

(79104),,  = 7.123+9.12’+11.12+4 

. , °U  13528,  nombre  qu’on  traduit  dans 

e système  dont  la  base  est  8,  d’apres  la  marche  tracée  dans  la 
première  solution  : on  trouve 


13528 

8 

55 

70 

1691 

8 

/ Z 
8 

9 

211 

” 8 

ro  = 0 

11 

51 

26 

8 

r,  = 3 

r-3 

r3=2 

3 =r4 

et  l’expression  cherchée  est  32330)g,  comme  plus  haut. 


PROPOSITION  III.  _ PROBLÈME. 

Connaissant  la  valeur  d’un  nombre  et  ses  chiffres  dans  un  cer- 
tain système  de  numération,  trouver  la  base  de  ce  système. 

Soient  e„ , c, , c, . . . . ca  les  chiffres,  N la  valeur  du  nombre, 
x la  base  inconnue , on  aura  l’équation 

<Vn+eD— ,x°— '+  ....  +c,a?’+c,x+c0=N. 

Cette  équation  déterminera  x ; mais  pour  que  le  problème 
soit  possible,  il  faut  que  x ait  une  valeur  entière  positive  supé 
rieure  au  plus  grand  des  chiffres  c„,..c0.  Du  reste,  le  problème 
n admettra  jamais  plus  d’une  solution  : car  si  un  nombre  absolu 
mis  pour  x rend  le  polynôme  c„x”+ . . . . +c„  égal  à N,  tout 
autre  nombre  absolu  , plus  grand  ou  plus  petit  que  le  premier 
rendra  ce  polynôme  plus  grand  ou  plus  petit  que  N,  puisque 

iG 
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chaque  terme  cnx",  etc.,  augmentant  ou  diminuant  avec  x,  il  en 
est  de  même  de  leur  somme. 

Exemple.  Quelle  est  la  base  du  système  de  numération  dans 
lequel  le  nombre  957  est  représenté  par  les  chiffres  (679)? 

L’équation  est  ici  6xJ-f-7x-|-9  = 957 

„ , — 7±K 49+948x24 

dou  X—  - — 

— 7±151 
- 12 
79 

ainsi  x — — — et  x— 12.  La  base  est  12. 
o 


PROPOSITION  IV.  — PROBLÈME. 

Connaissant  les  chiffres  d’un  nombre  écrit  dans  deux  systèmes 
de  numération , trouver  les  bases  de  ces  systèmes  et  la  valeur  du 
nombre. 

Soient  ca,  c, , c, . . . ca  les  chiffres  du  nombre  dans  le  premier 
système;  e„,  e, , e, .. . em  les  chiffres  du  même  nombre  dans  le 
second  ; x,  y les  bases  respectives;  la  valeur  du  nombre  sera  re- 
présentée par  les  expressions 

c„a:0+  . . . -t-c,x-K„  et  eu,y”-f-  . . . -f -e,y-\-ea 

et  pour  déterminer  x et  y,  on  aura  l’équation  unique 

. . . -4 -e,y-\-e0. 

Mais  pour  que  x et  y conviennent  à la  question,  il  faut  qu’ils 
soient  entiers  positifs;  il  faut  de  plus  que  x surpasse  le  plus  grand 
des  chiffres  c„ . . . c„ , et  y le  plus  des  chiffres  em  . . . e0. 

Ex.  Dans  le  premier  système , les  chiffres  sont  c,  — 5,  ca  — 7 , 
dans  le  second  e,=3 , e„=)1. 

Ainsi  on  a l’équation  5x+7  =:  3y-+-l  1 
d’où  5x — 3y=4. 

Appliquant  la  prop.  23,  livre  2,  on  trouve 
x—~4-y3t,  y=—  8+5/. 
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Il  faut  que  x ou  —4+3 t ^>7  et  y ou  — 8+5f  11 

d’où  t > 3 t > 3. 

Posant  t — 4 , nous  aurons  x'  — 8 , j=12. 

Outre  celte  solution,  il  y en  a une  infinité  d’autres.  D’ailleurs 
l’expression  du  nombre  cherché  est 

6( — 4+3t)+7  ou  15t — 13. 

Pour  ( = 4 on  a 47. 


PROPOSITION  V.  — PROBLÈME. 

Etablir  les  caractères  de  divisibilité  d’un  nombre  N par  un  di- 
viseur d. 

Soient  e„,  c„— , ...  cQ  les  chiffres  du  nombre,  b la  base,  on  a 
N = c0+c,  6+0,6’+  . . . +c„6". 

Soit  d la  différence  b — d ...;  on  aura  d = b — â;  or  on  peut 
mettre  N sous  la  forme 

N = c , (6 — d)+c.(6’ — d’)+  . . . +c„(6" — â") 

— i — — f c Ld — f— c 1 d f— . . . — (— Cuô 

La  première  ligne  se  compose  de  multiples  de  6 — â ou  d 
(I.  1 , p.  22)  ; donc  pour  que  N soit  divisible  par  d,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  seconde  ligne,  c0+c,d+c,d’+. ..  +c„d"  le  soit. 

Ex.  1.  Reconnaître  si  N est  divisible  par  6 — 1. 

Puisque  d=6,— 1 , on  a d=  1.  Ainsi  pour  que  N soit  divi- 
sible par  6 — 1 , il  faut  et  il  suffit  que  c„+c,+c,+  ...  +c„, 
somme  des  chiffres  de  N , le  soit.  En  ajoutant  les  chiffres 
c„ , c, , . . . c„,  on  aura  soin  de  rejeter  tous  ceux  qui  sont  égaux  à 
b — I;  de  plus,  à mesure  qu’on  obtient  une  somme  égale  ou  supé- 
rieure à 6 — 1 , on  la  diminue  de  6 — 1 , de  sorte,  que  finalement, 
on  trouvera  zéro,  si  N est  divisible  par  6 — 1.  Ce  caractère  s’applique 
évidemment  aussi  aux  facteurs  de  6 — 1.  Si / est  un  pareil  facteur, 
on  pourra  parmi  les  chiffres  c0. ...  ca  négliger  tous  les  multiples 
de/,  diminuer  chaque  chiffre  de  /,  autant  de  fois  que  faire  se 

ifi. 
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peut , et  enfin  dans  la  somme  supprimer  encore/ à mesure  qu’elle 
est  égale  ou  supérieure  à f. 

Dans  le  système  décimal,  b — 1 est  9. 

Ex.  2.  Reconnaître  si  N est  divisible  par  6+1. 

Ici  â = — 1.  Ainsi  le  polynôme  c0+c,(î+  . . . +cnd°,  devient 
c„—  c,+ca  — c3+c4  — , etc. 

ce  qui  forme  la  somme  des  chiffres  de  rang  impair  diminuée  de 
celle  des  chiffres  de  rang  pair.  En  faisant  ces  deux  sommes,  on  y 
supprimera  encore  6+1 , à mesure  que  l’on  aura  un  résultat 
égal  ou  supérieur  à ce  nombre.  La  règle  s’applique  aussi  aux  fac- 
teurs de  6+1. 

Dans  le  système  décimal  6+1  est  11  : donc,  pour  que,  dans  ce 
système,  un  nombre  soit  divisible  par  11 , il  faut  et  il  suffit  que 
la  somme  des  chiffres  de  rang  impair,  diminuée  de  la  somme  des 
chiffres  de  rang  pair,  soit  0,  1 1 , ou  un  multiple  de  11. 

Soit  le  nombre  274954856367.  Ajoutons  les  chiffres  de  rang 
impair:  d’abord  7+3+5  font  15  qui  diminué  de  11  donne  4; 
4+4+9  donne  17,  diminué  de  11..,.,  6;  6+7  = 13,  ôtez  11 
reste  2.  Traitant  de  même  les  chiffres  de  rang  pair,  on  trouve 
aussi  2.  Donc  le  nombre  proposé  est  divisible  par  11. 

Ex.  3.  Dans  le  système  décimal,  reconnaître  si  5887045679 
est  divisible  par  7. 

Ici  ô = 3.  Il  faut  donc  multiplier  les  chiffres  successifs,  à partir 
de  la  droite , par  3°,  3',  3%  etc.,  et  si  la  somme,  diminuée  de  tous 
les  multiples  de  13  qu’elle  renferme,  donne  0,  le  nombre  est 
divisible  par  13.  A cet  effet  on  opère  comme  à la  prop.  2;  c’est- 
à-dire  que  pour  calculer  cndn+c„_,d'1— ‘+cn_1(î"’— ’+ . .. +, 
on  calcule  d’abord  Cod+c,,—,  ; on  multiplie  par  â et  on  ajoute 
c„_ , , ce  qui  donne  Cnd’+o,,—  ,d+c„_,;  on  multiplie  par  â et 
on  ajoute  cu— 3,  etc.,  ayant  soin  d’ailleurs  de  retrancher  7, chaque 
fois  qu’on  le  peut. 

Ici  5x3+8 , se  remplace  par  5x3+1 , en  retranchant  7 ; cette 
somme  est  16;  "elle  se  réduit  à 2,  par  la  soustraction  des  7 ; 
2x3+8  ou  2x3+1 , donne  7 qu’on  supprime;  le  chiffre  suivant 
étant  7 , on  le  supprime  aussi.  Le  4x3+6  = 17  , qui  donne  3 ; 
3x3+6=15,  ou  1,  1x3+7  donne  3;  3x3+9 , donne  4.  L,e 
nombre  n’est  pas  divisible  par  7. 
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Ex.  4.  Reconnaître  si  dans  le  système  décimal  8798667 18  est 
divisible  par  13. 

On  a â — — 3,  et  on  ôtera  ±13,  chaque  fois  que  faire  se 
pourra. 

Ainsi  8x( — 3)— |— 7 donne  — 17  , ou  — 4;  qui  X — 3 donne  12 
et  9 font  21  ou  8;  multipliant  par  — 3 et  ajoutant  8,  on  a — 16  , 
ou  — 3 ; multipliant  par  — 3 et  ajoutant  5,...  1 4 ou  1 ; multipliant 
par  — 3 et  ajoutant  6,  on  a 3;  3x — 3+7  =:  — 2 ; — 2x — 3+1 
donne  7;  +7x( — 3)+8  donne  — 13.  Le  nombre  est  divisible 
par  1 3. 

Remarque.  Si  le  diviseur  d est  premier  avec  la  base  b,  il  y aura 
nécessairement  une  certaine  puissance  de  la  base  qui  divisée 
par  d,  donnera  le  reste  1 , et  cette  puissance  est  autre  que  b°. 
En  effet  de  b"  à bd—',  il  y aura  d restes  tous  moindres  que  d. 
Aucun  de  ces  restes  ne  saurait  ctre  nul  : car  d étant  premier  avec 
b,  l’est  avec  toutes  les  puissances  de  b.  Donc  parmi  ces  restes 
tous  positifs , moindres  que  d,  et  au  nombre  de  d,  il  y en  a au 
moins  deux  qui  sont  égaux.  Soient  A1,  b™~ l~1'  les  deux  puissances 
de  6,  moindres  que  Ad,  qui  donnent  le  même  reste  r,  soient  q,  q‘ 
les  quotients.  On  aura 

Ak  ~ qd-\~r,  6,n-+-1  “ q 'd+r 

/ 

retranchant,  on  a Al(Ara — 1)  = ( q ‘ — q)d. 

Celte  égalité  prouve  que  d divise  le  premier  membre;  mais  d 
est  premier  avec  Ak;  donc  il  divise  Ara — 1.  Soit  q“  le  quotient, 
on  aura  bm — 1 —q“d,  ou  A,n  =q“d-\-\.  Donc  m étant  <^d , 
bm  divisé  par  d donnera  le  reste  1. 

Cela  posé  soit  un  nombre  N : on  déterminera  6“  et  on  par- 
tagera N en  tranches  de  m chiffres  à partir  de  la  droite  ; A„,  AlfcAa 
étant  les  tranches,  ce  nombre  sc  mettra  sous  la  forme 

N = A0+A,6m+A,6,n,+A363”+ . . . Kbim 
ou  N = A,  (Am  _ 1 )+A,(6,m — 1 )+A3(63m — 1 )+ . . . +A i(6,,n — 1 ) 
+A<+A,+Aa+Ar4-  etc.  +A,. 

Or  bm  — 1 est  par  hypothèse  divisible  par  d;  en  général  b"" — 1 
ou  (A™)' — (1)'  est  divisible  par  b"'  — 1 (I.  I , p.  22) , et  par  con- 
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séquenl  par  d;  donc  des  deux  parties  dont  se  compose  N,  la 
première  k,(Jbm — 1)— |— A ,(6”° — l)+...+Aj(&'“ — 1)  est  divisible 
par  d,  et  si  la  seconde  A„+A,+  ...+Aj,qui  contientla  somme 
des  tranches  ajoutées  en  valeurs  absolues , est  divisible , le  nom- 
bre N le  sera. 

Ex.  Reconnaître  si  55987689375786  est  divisible  par  7. 

On  trouve  que  10*’  divisé  par  7 donne  le  reste  1.  On  partage 
donc  le  nombre  en  tranches  de  6 chiffres,  tranches  qu’on  ajoute, 
en  supprimant  7 à mesure  qu’il  se  présente.  On  peut  même  sur 
le  champ  diminuer  de  7 tous  les  chüFres  plus  grands  que  7 , et 
305016  sera  réduit  à reconnaître  si  515501  est  divisible 
210612  par  7 . A cet  effet  on  applique  le  moyen  ci-dessus,  c’est-à- 
55  dire  qu’on  calcule  c0-f-c,<J-H;2dJ  ...,  on  trouve  pour 
515606  résultat  0.  Ainsi  le  nombre  est  divisible  par  7. 

S’il  existe  une  puissance  de  b qui  divisée  par  d donne  le  reste 
— 1 , soit  b'"'  celte  puissance.  On  mettra  N sous  la  forme 

N = A0— p- A ,6m  J— A36a“'/— H A363nl/— f-  ... 

ou  N = A.^'+^+A,^1”'— 1 )-+- A3(63,m 1)-|-  ... 

+A„ — A.+A, — A 3+ . . . 

Et  pour  que  N soit  divisible  par  d,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  des  tranches  de  rang  impair , diminuée  de  celle  des  tran- 
ches de  rang  pair  soit  divisible  parti.  L’analogie  de  ces  caractères 
avec  ceux  qui  ont  été  donnés  pour  b — 1 et  6+1 , est  manifeste. 

Corollaire.  E<‘S  calculs  précédents  peuvent  servir  aussi  à trou- 
ver le  reste  de  la  division  de  N par  d. 

PROPOSITION  VI.  — PROBLÈME. 

Déterminer  le  nombre  des  diviseurs  d’un  nombre  N. 

Soit  a,  le  plus  petit  nombre  premier  qui  divise  N;  on  divisera 
N par  a,;  soit  q le  quotient,  de  sorte  que  N — a.q;  si  q est 
encore  divisible  par  a, , soit  q — a,q‘,  de  même  q‘  — a,q"  , . . 
ce  qui  donne  N = a.’t/'  = a,3q“ . . . Supposons  qu’on  trouve 
ainsi  Nrra^'N, , N,  n’étant  pas  divisible  par  a,.  Soit  a,  le  plus 
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petit  nombre  premier  qui  divise  N,,  et  soit  N,  N, 

11’étant  pas  divisible  par  a7;  on  aura  N = a1*,aI“’N,.  En  conti- 
nuant ainsi,  on  décomposera  N sous  la  forme 


N 


— a^'a^a*3  ...aa 


a,, a,,  a3 . ..aB,  étant  premiers,  cela  posé  pour  qu’un  nombre 
divise  N,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  nombre  soit  de  la  forme 
a*'aXia?3 ...  anXn,  xlt  xr ...  xa  étant  des  nombres  entiers 
positifs  qui  ne  surpassent  pas  a> , a, , a3 .. . cca,  respectivement. 
Car  pour  qu’un  nombre  N'  divise  N,  il  faut  que  chaque  facteur 
premier  de  N'  divise  N;  or  soit  b un  pareil  facteur;  b devra  divi- 
ser un  des  facteurs  ...  an“° , ce  qui  exige  qu’il  divise 

a,  ou  etc.,  ou  <i„;  supposons  qu’il  divise  a,  ; comme  a,  et  ôsont 
premiers  absolus  , il  faut  que  b=.  a,.  Ainsi  N'  ne  saurait  renfer- 
merd’autres facteurs  premiers  que  a,, a,...  Mais  si  N'  renfer- 
mait a,  avec  un  exposant  a.-f-L  plus  grand  que  a,,  il  faudrait  que 
a."-*-1  divisât  N;  mais  a,a+'  étant  premier  avec  chacun  des  fac- 
teurs devrait  diviser  a*' , ce  qui  ne  se  peut.  Donc 

N'  ne  saurait  renfermer  aucun  des  facteurs  premiers  de  N à une 
puissance  plus  élevée  que  N ne  les  renferme*. 

D’un  autre  côté  si  x,,  x, ...  x„  satisfont  aux  conditions  pres- 
crites, a.x‘  divisera  «,“■  et  par  suite  N;  a?‘  divisera  et  N 
etc.;  donc,  a,1’,  a,1*,  ...  a„y",  étant  premiers  deux  à deux,  leur 
produit  divisera  N. 

Pour  former  tous  les  diviseurs  de  N , il  n’y  a qu’à  faire  le  pro- 
duit des  polynômes  suivants 


«.“H-a.H-a.M-  • • • • -H*,*1 
|-  etc. . . -l-a*  ’ 


H*o'+ -|— a„  " 

Tous  les  termes  de  ce  produit  sont  compris  dans 
a,x,aS* <?„*", 

* Ce  qui  peut  aussi  sc  conclure  de  ce  qu'un  nombre  n’adinel  qu’un  sys- 
tème de  facteurs  premiers. 
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et  sont  par  suite  des  diviseurs  de  N.  D’ailleurs  un  diviseur  quel- 
conque de  N étant  compris  dans  cette  même  expression , son  fac- 
teur a,1'  se  trouve  dans  le  premier  polynôme,  a,1’  se  trouve 
dans  le  second;  donc  a,' 'a**  est  un  terme  du  produit  des  deux 
premiers  polynômes.  De  même  a se  trouvant  dans  le  troisième, 
a*'a*'a*3  fera  partie  du  produit  des  trois  premiers,  et  ainsi  de 
suite.  Il  est  donc  évident  que  tous  les  diviseurs  de  N se  trouvent 
au  produit  final.  D’ailleurs  le  premier  et  le  second  polynômes 
n’ayant  aucune  lettre  commune,  deux  termes  quelconques  de 
leurs  produits  partiels  diffèrent  au  moins  par  l’exposant  de  l’un 
des  facteurs  a, , a1;  par  suite  le  produit  de  ces  deux  premiers 
polynômes  n’aura  offert  aucune  réduction.  On  reconnaîtra  de 
même  que  ce  produit  multiplié  par  le  troisième  polynôme  ne 
fournira  point  de  termes  semblables,  et  qu’il  en  est  de  même  du 
produit  de  tous  ces  polynômes.  Par  suite , le  premier  polynôme 
contenant  aH-l  termes  et  le  second  a,-j-l , leur  produit  en 
renfermera  (a,+l)  (a,-+-t)  ; le  produit  des  trois  premiers  en 
contiendra  (a.-f-l)  (a,-f-l)  (ce 3— |— 1 ) et  le  produit  des  n poly- 
nômes en  contiendra 

(et , — j — 1)  («a-f-l)  (03-t-l) (ttn+1)* 

Tel  est  donc  le  nombre  des  diviseurs  de  N : c’est  le  produit 
des  exposants  de  tous  les  facteurs  premiers  exposants  augmen- 
tés chacun  d’une  unité. 

Corollaire.  S’il  s’agit  de  trouver  un  nombre  N qui  admette  k 
diviseurs,  on  supposera  ce  nombre  décomposé  sous  la  forme 
a*' a*' . . . les  facteurs  premiers  a, , a, ,. . aa  restant  indé- 

terminés , il  faudra  que 

k ~ (et , — | — 1 ) (et,— |— 1) (etn  I — 1 ) 

Pour  remplir  cette  condition  on  décomposera  k en  facteurs 
premiers  ; s’il  était  lui-même  un  nombre  premier , il  faudrait  faire 
— k,  = 0 , ai  =r.  0,  etc,,  «„  = 0 et  N serait  de  la 
forme  a,1-'. 

Si  k n’a  pas  plus  de  deux  fadeurs  k \ , k2 , on  fera  c,  + l = A , . 
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a,-\- 1 = h\ , a3  = a4  = etc.  = aa  = 0 , ou  bien  a.  -H  1 =4-, 
a,  = etc.  = a„  = 0. 

Si  A-  admet  au  plus  trois  facteurs  k, , k,,  k3 , on  aura  les  solu- 
tions suivantes  : 

a,+l  = k,  a,=,  a3  = ...  = «n  = 0 
«,-f-l  = A, , cc.-j-l  = W3,  a3  = . . . = a„  = 0 
ce , — | — 1 — k,,  et,— t~l  — A',A'3 , tt3  • • . — cta  — 0 
a,+l  = k3,  a,- f-1  — k,k ,,  a3  = ...  = an  = 0 
ce , — 1 — 1 — k, , a,— |— 1 —ki,  «3+1  — k3,  <x$— ...  — aB  — 0. 
Si  parmi  les  facteurs  k, , k, , k3 , il  y en  a qui  font  égaux , il  y 
a réduction  dans  le  nombre  des  solutions. 


PROPOSITION  VII.  — PROBLÈME. 


Déterminer  combien  de  fois  un  nombre  premier  a est  facteur 
dans  le  produit  des  N premiers  nombres  entiers  1.2.3. 4.5.6. 7. 8.9. 


etc. ...  N. 

Soit  d’abord  a =z  2.  De  deux  nombres  consécutifs  de  cette 
série,  il  y en  a un  seul  qui  est  divisible  p^r  2;  ainsi  la  partie 
N . 

entière  du  quotient  — exprime  combien  il  y a de  facteurs  divi- 

« -, 

sibles  par  2.  Mais  de  4 en  4 il  y en  a un  seul  qui  est  une  seconde 

N 

fois  divisible  par  2;  la  partie  entière  de  - exprime  donc  combien 

il  y a de  facteurs  qui  sont  une  seconde  fois  divisibles  par  2.  De 

N 

même  la  partie  entière  de  — exprime  combien  il  y a de  facteurs 

O 

qui  sont  une  troisième  fois  divisibles  par  2 ; ainsi  la  somme  des 
parties  entières  des  quotients 


N N N N 

2 ’ 2*  ’ 2*  ’ ¥<  ’ 


est  égale  au  nombre  de  fois  que  le  facteur  2 entre  dans  notre 
produit,  et  si  N est  compris  entre  2'  et  2i-+-1,  le  dernier  de  ces 
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quotients  est  — . Nommons  e, , e,,  e} . .. . e,  ces  parties  entières, 

notre  produit  sera  divisible  par  2e,-H!»-t-  • ■ ■ ’+■*'> , et  le  quotient  ne 
sera  plus  divisible  par  2. 

On  reconnaît  de  même  que  le  facteur  3 entre  dans  le  produit 
autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  la  somme  des  parties  en- 
N N N 

tières  des  quotients  — , — , etc. , et  que  le  facteur  pre- 

O O O 

inier  a y entre  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  la  somme 

. , N N N N 

des  parties  entières  des  quotients  — , — , — j , etc. , — , si 

N a*  et  a*+'. 

Corollaire.  Il  suit  de  là  que  le  produit  de  n nombres  entiers 

consécutifs  quelconques  (p-f-1)  (p+2)  . . . (p-(-n)  est  divisible 

par  le  produit  1.2.3  . . . ( n — l)n.  Car  dans  le  premier  de  ces 

produits,  de  2 en  2,  il  y a un  facteur  divisible  par  2;  de  4 en  4, 

il  y en  a un  qui  l’est  une  seconde  fois , etc.;  ainsi  la  somme  des 

. ...  . n n n . . 

parties  entières  des  quotients  - , — , — 3,  etc.,  qui  exprime 

exactement  combien  de  fois  le  facteur  2 entre  dans  le  second 
produit,  exprime  combien  de  fois  au  moins  ce  facteur  entre  dans 
le  premier.  Je  dis  au  moins  : car  le  produit  1.2.3  ...  n ne  peut 
pas  contenir  de  puissance  de  2 qui  soit  plus  grande  que  n,  tan- 
dis que  (/H-l)  (p+2)  ....  (p+n)  peut  en  contenir.  C’est  ainsi 
que  le  produit  32.33. 34. 35  contient  le  facteur  2 plus  de  fois 
que  le  produit  des  quatre  premiers  nombres  1.2. 3.4.  Comme  le 
même  raisonnement  s’applique  à tous  les  facteurs  premiers , on 
conclura  que  si  2k,  2k/,  5k"  ....  sont  les  plus  hautes  puissances 
de  2 , 3,  5 ... . qui  divisent  1.2.3  . . . . n,  ces  puissances  divisent 
aussi  (p— 1— 1)  x ....  (p+n).  Si  donc  on  suppose  le  produit 
1.2 ....  n décomposé  dans  ses  facteurs  simples  2k. 3k'. 5k  ".7k"'....; 
tous  ces  facteurs  divisant  (p+1) .. . . (p+n) , et  étant  premiers 
2 à 2,  leur  produit,  c’est-à-dire  1.2....  n,  divisera  aussi  (p+1)... 

(p+«). 

De  même,  si  n, , «,....  n,  sont  des  nombres  entiers,  tels, 
que  n,+n,+ ....  , le  produit  1.2....  m ou  lm|‘  est  di- 

visible par  1 11 1 1 1 . 1 “al* . ln3l'.  , . , 1 »> il ■ . 


Digitized  by  Google 


LIVhE  111. 


SOI 


Car 

j ml'—.  li2...n,x(iï|— (—  l)...(n,— (— w,)x(wi— |— re,— (— 7ij)x... 

X (nr j— n,— (— n-, — |— |—  1)  X ...m. 
Les  produits  séparés  par  le  signe  X sont  divisibles,  d’après  ce 
qu’on  vient  de  voir,  le  premier  par  l"*!' , le  second  par  ln*l',  etc., 
le  dernier  par  l"!1'.  Donc  l“l'  l’est  par  le  produit  ln‘l'.ln=l,...lnil‘. 

Ces  résultats  sont  déjà  connus  par  la  théorie  des  combinai- 
sons (1. 1). 

Définition  2.  Soit  b la  base  d’un  système  de  numération  ; si  à 
la  droite  du  chiffre  des  unités  du  premier  ordre  on  place  une 
virgule,  on  est  convenu  qu’un  chiffre  c placé  à droité  de  la  vir- 
gule vaudrait  des  unités  dont  chacune  est  égale  à ^ ou  b~\  et 

que  nous  nommerons  unités  de  l’ordre  — 1 ; et,  en  général,  si  à 
la  droite  de  la  virgule  on  place  plusieurs  chiffres  successifs,  celui 
qui  occupe  Ienc  rang,  à compter  de  la  virgule  vers  la  droite,  est 
supposé  représenter  des  unités  de  l’ordre  — n , dont  chacune  vaut 
A 

— ou  b~ ".  Ainsi  c, , c,  ...ca  étant  des  chiffres,  on  a 


c. 

' b' 


c, 

> 


0 , CiC%c$ ...  cn 

c,bn—'-\-c'‘b"~*-+-  . . . .-(-c,,— 

_ 

système  dont  la  base  est  6 , 


fi 

b 3 


fl  ■ 
b"  ' 


, ou , en  écrivant  dans  le 


C yC^C  3 • • • • Ca 

ï(F 


de  sorte  que  le  dénominateur  est  l’unité  suivie  de  n zéros. 


î PROPOSITION  VIII.  — THÉORÈME. 

Toute  fraction  irréductible  dont  le  dénominateur  ne  renferme 
aucun  facteur  premier  avec  b , peut  se  transformer  exactement 
en  unités  d’ordres  négatifs  ; dans  le  cas  contraire , on  peut  assi- 
gner une  fvaction  — qui  diffère  de  la  proposée  de  moins  que  — . 
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1°  Soit  g la  fraction  irréductible  donnée;  soient  r,  s,  etc.,  les 

facteurs  premiers  de  la  base  b , et  soit  b — r*s&  ...  ; le  dénomi- 
nateur B ne  devant  contenir  aucun  facteur  premier  avec  b , ne 
contiendra  que  r,  s,  etc.;  soit  B = rsj'...  Je  dis  qu’on  pourra  dé- 
terminer pour  k et  x des  valeurs  entières  positives  telles  que 

A_  k 
B ~ b'’ 


En  effet , de  cette  équation  on  tire 


À 6 * A (r*Jâ....)‘  , , a . 

k=-=-  = r—L  = Ar*,-\  r®’-' . . . 

B r s' 


Or,  pour  que  k soit  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  x soit  un 
nombre  entier  positif  qui  rende  entiers  positifs  les  binômes 
ax — h,  fix — i,  etc. , c’est-à-dire  que  x soit  entier  et  plus  grand 

que  chacune  des  fractions  — , -,  etc.  On  peut  donc  choisir  x 

a p 

d’une  infinité  de  manières,  de  sorte  que  la  transformation  est 
possible.  La  plus  petite  valeur  qu’on  puisse  attribuer  à x sera  le 
nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à la  plus  grande 
fl  i t 

des  quantités  - , — , etc.  Tout  nombre  inférieur  à l’une  de  ces 

a ( i 

quantités  rendra  négatif  l’un  des  exposants  ax—h,(}x  — i , etc. 
et  donnera  pour  k un  nombre  fractionnaire.  Si  l’on  remarque 
maintenant  que  la  valeur  entière  de  x est  le  nombre  des  zéros 
que  renferme  b ",  et  par  suite  le  nombre  des  chiffres  qui  se  trou- 


vent à la  droite  de  la  virgule  dans  la  fraction  — transformée  en 


unités  d’ordres  négatifs,  on  reconnaît  que,  sous  sa  forme  la  plus 
simple , la  fraction  ainsi  transformée  aura , à droite  de  la  virgule , 
autant  de  chiffres  qu’il  y a d’unités  dans  le  plus  petitjtiombre 

entier  qui  n’est  inférieur  à aucune  des  quantités  -,  - , etc.,  et 

a /9 

le  dernier  de  ces  chiffres  vers  la  droite  sera  différent  de  zéro , 
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sans  quoi  on  pourrait  ie  supprimer  et,  par  conséquent,  prendre 
pour  x un  nombre  moindre  que  la  plus  petite  valeur  de  cette 
inconnue. 

2°  Si  B renferme  un  facteur  premier  d qui  ne  divise  pas  b; 
dans  l’équation 

A _ £ 

B b' 


x ne  sera  plus  entier;  car  sans  cela  on  aurait  A5‘=:BA.  Or,  â 

qui  divise  B , devrait  diviser  A6‘;  mais  g étant  irréductible,  â , 

facteur  premier  de  B , ne  saurait  diviser  A;  d ne  divise  pas  non 
plus  b;  donc  il  ne  divise  pas  A6*. 


m • A d d+l 

Mais  on  pourra  poser  — et  ; — . 


Car  de  là  on  déduit  d<C  -;r-  et  ^ 1 , 

B B 

de  sorte  que  d est,  à une  unité  près , le  quotient  de  A bn  par  B,  en 
moins. 

La  valeur  de  h était  aussi  le  quotient  de  A bx  par  B.  Ainsi  dans 
tous  les  cas,  pour  réduire  la  fraction  donnée  en  unités  d’ordres 
négatifs,  soit  exactement,  soit  par  approximation,  on  multipliera 
le  numérateur  par  une  puissance  de  la  base,  c’est-à-dire  on  met- 
tra des  zéros  à sa  droite,  et  on  divisera  par  le  dénominateur.  Si 
l’on  a ainsi  placé , successivement  ou  à la  fois,  n zéros  à droite 
du  numérateur,  on  séparera  sur  la  droite  du  quotient  n chiffres 

A i 

par  la  virgule , et  l’on  aura  — à moins  de  7-  près  ; si  la  division 

B on 

A 

qui  a donné  ce  quotient  ne  laisse  pas  de  reste,  on  aura  ^ exacte- 
ment. 

PROPOSITION  IX.  — THÉORÈME. 

Si  le  dénominateur  de  Infraction  irréductible  B renferme  des 
facteurs  premiers  avec  la  base  b , le  quotient  de  À par  B sera  pé- 
riodique et  la  période  aura  au  plus  B — 1 chiffres. 
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En  effet , après  avoir  extrait  de  jj  la  partie  entière  qui  peut 

être  zéro,  on  a un  reste  A,,  qu’on  multiplie  par  b;  la  division 
donnera  un  chiffre  c,  à droite  de  la  virgule  et  un  reste  A, , qui , 
multiplié  par  b,  donnera  un  second  chiffre  c,  et  un  reste  A3 . . . ; 
or,  les  restes  A,,  A,,  A3 . . . sont  positifs,  moindres  que  B,  et 
aucun  d’eux  ne  saurait  être  nul  ; donc  ils  ne  sauraient  être  que 
quelques-uns  des  nombres  1, 2, 3 . . .B  — l,et  le  reste  ÂBau  plus 
tard  sera  égal  à l’un  des  B — 1 premiers  restes;  or,  ce  reste  pro- 
vient du  chiffre  c8_,  mis  au  quotient;  donc  après  avoir  trouvé 
au  plus  B — 1 chiffres  à droite  de  la  virgule,  on  retrouvera  un 
reste  déjà  obtenu  ; ce  reste  reproduira  le  quotient  qu’il  a donné 
la  première  fois , etc.  Donc  le  quotient  sera  périodique  et  la  pé- 
riode aura  au  plus  B — 1 chiffres. 

PROPOSITION  X.  — THÉORÈME. 

Toute  fraction  périodique  simple  est  égale  à une  fraction  or- 
dinaire irréductible  dont  le  dénominateur  est  premier  avec  la 
base. 

Soit  P la  période,  p le  nombre  de  ces  chiffres  : représentons 
la  fraction  par  0,PPP,  etc. 

Soit  æ la  valeur  de  la  fraction  ordinaire  d’où  elle  provient. 
Si  l’on  arrête  la  fraction  périodique  à un  chiffre  de  rang  quel- 
conque , la  partie  supprimée  est  moindre  que  l’unité  de  l’ordre 
qui  répond  au  dernier  chiffre  conservé.  On  peut  donc  prendre 
assez  de  périodes  pour  que  la  partie  restante  soit  aussi  petite 
qu’on  veut,  de  sorte  que  u étant  le  nombre  des  chiffres  conservés 
si  u est  très-grand,  on  aura  en  toute  rigueur 

x=0,PPP. . . . PP+y  , y étant  • 

Si  dans  le  second  membre  on  recule  la  virgule  vers  la  droite, 
pour  la  placer  entre  les  deux  premières  périodes,  c’est  qu’on 
l’aura  reculée  de  p rangs , puisque  la  période  a p chiffres.  On  aura 
donc  multiplié  par  6p;  ainsi 

(1)  a-.6p  = P,PP. ...  PP  -f -ybr 
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Dans  la  valeur  de  x le  dernier  chiffre  conservé  à droite  étant 

p 

de  rang  u,  la  valeur  de  la  dernière  période  à droite  est  — ; on 
peut  donc,  en  supprimant  cette  période,  écrire 

(2)  x=0,PP P + L+y. 

Ou 

Il  y a maintenant  ici  à droite  delà  virgule  autant  de  périodes 
que  dans  xbv ; si  donc  on  retranche  l’équation  (2)  de  (1) , il  vient 

— l)  = P+y(ôp — 1) — “ * 

Or  y étant  infiniment  petit  et  bv — 1 fini,  y(bf — 1)  est  infini- 
P 

ment  petit;  de  même  que  — dont  le  dénominateur  6U  peut  être 
supposé  aussi  grand  qu’on  veut.  Donc  on  a en  toute  rigueur 
.r(&r— l)=Pet*  = ^— ^ 

Le  dénominateur  bv — 1 est  premier  avec  bf , parce  que  deux 
nombres  entiers  dont  la  différence  est  1 , sont  toujours  premiers 

.P 

entre  eux.  Par  conséquent  si  l’on  simplifie  la  fraction  — — j- , le 

dénominateur  necessera  pas  d’être  premier  avec  6P  ou  avec  la  base  b. 

ftp 1 

On  voit  que  la  fraction  ordinaire  — p — , équivalente  à la 

fraction  périodique,  a pour  numérateur  la  période,  et  pour  dé- 
nominateur bv — 1 ; or  bv  est  l’unité  suivie  de  p zéros,  et  si  de  ce 
nombre  on  retranche  1 , chaque  zéro  se  change  en  b — 1 , et  l’u- 
nité qui  est  devant  ces  zéros  disparaît,  de  façon  que  le  dénomi- 
nateur sera  composé  de  p chiffres  consécutifs  égaux  à b — 1,  c’est- 
à-dire  d’autant  de  chiffres  égaux  à b — 1 qu’il  y a de  chiffres 
dans  la  période  P. 

PROPOSITION  XI.  — THÉORÈME. 

Toute  fraction  périodique  mixte  provient  d’ une  fraction  ordi- 
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nuire  irréductible  dont  le  dénominateur  renferme  au  moins  un 
des  facteurs  premiers  de  la  base , et  s’il  y a m chiffres  entre  la 
virgule  et  la  première  période , parmi  les  facteurs  ra,  , etc. , 
de  cette  base  b,  il  y en  a au  moins  un  qui  se  trouve  au  dénomina- 
teur à une  puissance  dont  l’exposant  est  plus  grand  que  m — 1, 
sans  surpasser  m. 

En  effet , soit  M la  partie  non  périodique  ayant  m chiffres  , P la 
période  qui  qui  en  ap , et  soit  la  fraction 

x=z  0 , MPP.  ...  PP  4-  y y infiniment  petit. 

Supposons  qu’à  droite  de  la  virgule  il  y ait  m -+-  u chiffres. 
Puisque  M a m chiffres , que  Penap, ,MP  en  a m-f-p;  si  donc 
on  recule  la  virgule  de  m-(-p  rangs , on  a 

(i)  x.&m-H,=MP,PP pp^_y6”+p. 

On  a de  même  (2)  xbm  — M,  PP.  ...  PP  +y6"' 

Ici  à la  suite  de  M il  y a « chiffres , de  sorte  que  la  dernière 

P ■ 

période  qui  est  en  excès  par  rapport  à l’équation  (1),  vaut  — . Re- 
tranchons (2)  de  (1) , il  viendra 

P 

=MP  — M+y(r+P-  5“)  — — 
ou , négligeant  les  infiniment  petits 

_ MP-M 

Le  numérateur  de  x est  la  différence  des  nombres  qu’on  ob- 
tient en  plaçant  la  virgule  successivement  à droite  et  à gauche 
de  la  première  période;  le  dénominateur  est  le  nombre  bv — 1 , 
suivi  de  m zéros;  ainsi  ce  dénominateur  se  compose  d’autant  de 
chiffres  successifs  égaux  à b — 1 , qu’il  y a de  chiffres  dans  la  pé- 
riode , suivis  d’autant  de  zéros  qu’il  y a de  chiffres  entre  la  vir- 
gule'et  la  première  période. 

Le  dernier  chiffre  à droite  de  P n’est  pas  le  même  que  le  der- 
nier chiffre  à droite  de  N , sans  quoi  celui-ci  commencerait  la 
première  période,  et  la  partie  non  périodique  n’aurait  que  m — 1 
chiffres , ce  qui  est  contraire  à l’hypothèse.  Donc  MP — M n’est 
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pas  terminé  par  un  zéro,  et  n’est  pas  divisible  par  b.  11  s’ensuit 
qu’en  simplifiant  x,  on  ne  pourra  pas  diviser  les  deux  termes  par 
b,  ou  r * s3....  Si  donc  on  peut  diviser  par  s&  ou  •s3_,-,,.s3~,~’’elde 
même  pour  les  facteurs  suivants  de  la  base,  on  pourra  tout  au  plus 
diviser  par  r“— ' ; mais  le  dénominateur  contient  b —r  •f3™..,., 

et  si  on  le  divise  par  r“~ il  y reste  ram~x+'  ou  ,"(m— Ce 
dénominateur,  simplifié  autant  que  possible,  renfermera  donc 
le  facteur  r*  à une  puissance  plus  élevée  que  la  m — 1®,  sans  qu’il 
puisse  y être  à une  puissance  plus  grande  que  la  m®.  Si  on  avait 
pu  diviser  par  r •*,  on  conclurait  de  même  que  parmi  les  autres 
facteurs  s 3,  etc.,  delà  base  il  y en  a au  moins  un  qui  restera,  dans 
le  dénominateur,  à une  puissance  plus  élevée  que  la  m — Ie. 

Corollaire , La  valeur  de  x simplifiée  autant  que  possible,  se  ré- 


duira donc  à la  forme 


A 

B '.r*1 


-B'  étant  premier  avec  la  base,  et  h. 


i. . . étant  égaux  ou  inférieurs,  respectivement  à ma,  mfl. , . . 
D’un  autre  côté , dans  ths'  . . . l’un  des  facteurs  rx,s& ....  doit  se 
trouver  à une  puissance  plus  grande  que  la  m — 1e.  Ainsi  il  est 
certain  que  l’une  au  moins  des  inégalités  suivantes  à lieu,  savoir 

(m — !)«, i^>(m  — 1)/9,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 


^ h . ^ i . 

m \ — Mi»*  

a p 


Donc  m est  plus  petit  que  la  plus  grande  de  ces  quantités.  Soit 


- le  plus  grand  des  rapports  on  a donc  m < j-  1 , 

a a p a 


. = h 

mais  aussi  m — • 

>« 


Par  conséquent  si  le  plus  grand  des  rapports  — — 

oc’/? 


. . est  en- 


tier , il  est  égal  au  nombre  des  chiffres  de  la  partie  non  périodi- 
que; s’il  n’est  pas  entier,  c’est  le  nombre  entier  immédiatement 
supérieur  qui  désigne  le  nombre  de  ces  chiffres. 
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Remarque  1.  La  réduction  d’une  fraction  ordinaire  irréduc- 
tible en  unités  d’ordres  négatifs  présente  donc  trois  cas  : 

1°  Le  dénominateur  ne  contient  pas  de  facteur  premier  avec 
la  base;  dans  ce  cas  la  réduction  se  fait  exactement  ( p.  8). 

2°  Le  dénominateur  est  premier  avec  la  base  : la  réduction  ne 
se  fait  pas  exactement  (p.  9) , et  le  quotient  est  périodique  sim- 
ple; car  il  est  périodique  (p.  9),  et  s’il  était  mixte,  le  dénomina- 
teur ne  serait  pas  premier  avec  la  base  (p.  1 1). 

3°  Le  dénominateur  renferme  des  facteurs  de  la  base , et  des 
facteurs  premiers  avec  la  base;  le  quotient  ne  se  termine  pas 
(p.  9),  il  est  périodique  (p.  9),  mais  périodique  mixte , sans  quoi 
le  dénominateur  serait  premier  avec  la  base  (p.  10). 

Remarque’!.  Soit—  la  fraction  proposée:  dans  le  cas  du  quo- 
tient périodique,  le  nombre  des  chiffres  qui  précèdent  la  se- 
conde période  est  au  plus  B — 1 ; s’il  y a une  partie  non  périodi- 
que ayant  m chiffres,  la  période  sera  donc  au  plus  de  B — 1 — m 
chiffres. 

Or,  soit  encore  B=B'rh s'....  On  a 


A , A.r*,n— ‘ 

— X bm= = 

B • B' 


et  si  l’on  réduit  cette  fraction  en  unités  d’ordres  négatifs,  la  pé- 
riode  sera  la  même  que  pour  jp.  Mais  la  période  n’aura  ici  que 

B' — 1 chiffres  au  plus;  et  je  dis  que 

B' — 1 est  toujours  B — 1 — m,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
B'<^  B — m,  ou  enfin  B'-|-m  <^B. 

. h , , , h i 

En  effet,  soit  - le  plus  grand  des  rapports  - , -,  etc;  on  a 
a a p 

m , et  comme  « n’est  jamais  <(l,onam  , et 

a 

par  suite  m ^ h . 

Comme/,  etc.,  ne  sont  pas  moindres  que  zéro,  on  a B 
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mais  r n’est  pas  <^2;  donc  B ^ 2h.B',  et  pour  prouver  <jue 
B'+m  <^B,  il  suffit  de  prouver  que  B'-f-m  <^2I’.B',  ou  encore, 
vu  que  m ^ A,  de  montrer  que  B'+A  2h.B' , c’est-à-dire  que 

A <B'(2h — 1).  Or  2h — 1 est  ^ A ; car  2—  1 = 1 , 2’  — 1 > 2, 

et  si  l’on  ajoute  une  unité  au  second  membre  et  une  à l’exposant 
de2 , le  premier  membre  augmente  de  quatre  unités  et  le  second 

seulement  d’une,  et  ainsi  de  suite.  Donc  2h — 1 A;  d’ailleurs 

B'^>  1 ; donc  enfin  B'(2|1 — 1)  A. 

Par  conséquent  B' — 1 est  le  maximum  du  nombre  des  chiffres 
de  la  période. 

Définition  3.  Une  progression  arithmétique  ou  progression  par 
différence  est  une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  le  pré- 
cédent d’une  même  quantité  qu’on  nomme  raison  ou  différence 
et  qui  peut  être  positive  ou  négative.  Les  quantités  a,  a-j-d , 
a+2d , a-\-3d , etc.,  forment  une  progression  arithmétique  dont 
le  premier  terme  est  a,  et  la  ditlérence  d.  On  l’écrit  ainsi  : 

-r  a . a-\-d  . a~{-2d  . «— (— 3t/.  etc. 

Le  point  se  prononce  est  à;  le  signe  -j-se  place  devant  le  pre- 
mier terme  , et  sert  à indiquer  qu’il  • s’agit  d’une  progression 
aritbméthique. 


PROPOSITION  XII.  — PROBLÈME. 

Trouver  l'expression  de  la  somme  de  n termes  consécutifs  de 
la  progression. 

■r  a . u-\-d  . a-j-2d 

Pour  former  un  terme  quelconque,  on  ajoute  dau  précédent  ; 
ainsi  pour  former  le  ne  terme,  on  ajoutera  n — 1 fois  d au  pre- 
mier; donc  ce  n " terme  est  a-)-(n — 2 )d.  Représentons-le  par  u: 
nous  l’appellerons  le  dernier  terme. 

Cela  posé,  je  dis  que  la  somme  de  deux  termes  quelconques 
pris  à égales  distances  des  extrêmes,  est  égale  à la  somme  des 
extrêmes.  En  effet  un  terme  qui  a un  nombre p de  termes  avant 
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lui j,  sera  le  p-f-lc  terme,  et  son  expression  sera  a~\-pd.  D’un 
autre  côté  le  terme  qui  en  a 1 après  lui,  ou  l’avant-dernier,  est 
« — d;  celui  qui  en  a 2 après  lui  est  u — 2 d,  celui  qui  en  a 3 après 
lui  est  u — 3 d,  etc.,  celui  qui  en  a p après  lui  est  u — pd.  Or  la 
somme  des  deux  termes  a-j-pd,  u — pd , est  a-\-u,  somme  des 
extrêmes. 

Actuellement  désignons  pour  un  moment  par  a, a, , a,...an—, , 
les  termes  de  la  progression  ; soit  s leur  somme , de  sorte  que 

s ~ a-f-di-f- . . . -H*»— 

Écrivant  en  sens  inverse 


s — . . . -j-a.-f-a. 


Si  l’on  ajoute  les  seconds  membres  par  colonne,  on  trouve 
2 s = (a-\-aa—  . . . +(an — i-f-u). 

Les  termes  rassemblés  entre  parenthèses  sont  des  termes  éga- 
lement distants  des  extrêmes  et  dont  la  somme  est  chaque  fois 
(«-|-an— ,);  ainsi  la  somme  totale  est  a-|-an— , répété  n fois,  ou 
rt(<M-an— ,). 

Donc 


2s  — n(a-l-<in_ ,)  ou  = n(a-\-u) 


d’où 


t _ „ («-+-“) 

s-n~Y~- 


La  somme  de  n termes  consécutifs  d’une  progression  arith- 
métique est  donc  égale  à la  demi-somme  des  extrêmes,  multipliée 
par  le  nombre  des  termes. 

Ex.  1.  Trouver  la  somme  des  50  premiers  termes  de  la  pro- 
gression arithmétique  dont  le  premier  terme  est  8 et  la  dif- 
férence 4. 

On  fera  ici 

n = 8,d=4,  n=  50,  d’où  « = a+(n— l)d  = 8-f-49.4  = 204 
et  S = = *±p*.  50  = 5300. 
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Ex.  2.  Deux  mobiles  séparés  par  une  distance  de  1650'”  vont 
à la  rencontre  l’un  de  l’autre  sur  la  droite  qui  les  joint;  le  pre- 
mier parcourt  dans  la  première  minute  4,n,  et  dans  chaque  mi- 
nute suivante  il  fait  2'"  de  plus  que  dans  la  précédente.  Le  se- 
cond fait  2“  dans  la  première  minute , et  dans  chaque  minute 
suivante  3“  de  plus  que  dans  la  précédente.  Après  combien  de 
minutes  se  rencontreront-ils  ? 

Soit  x ce  nombre  de  minutes;  l’espace  parcouru  par  le  pre- 
mier mobile  en  x minutes  est  la  somme  des  termes  d’une  pro- 
gression arithmétique  où  a — 4 , d=  2 , n = x ; donc  cet  espace 

4-f-4-H>— 1)2 


oui,  est  ■ 


x = 3aH-jr% 


Pour  le  second  mobile,  l’espace  parcouru  dans  le  temps  x sera 
3as’-|-a: 

— s — .Or  la  somme  de  ces  deux  longueurs  doit  être  égale  à 1650; 


donc  on  a l’équation 

<r’-f-3x- 


Sx'-i-x 


= 1650 


ou  5#,-f-7.r  = 3300. 


De  là 


10“  y 


49  3300  — 7±257 

ÏÔÔ+  “fif  “ TÔ  ' 


La  valeur  positive  est  x = 25. 

C’est  donc  après  25  minutes  que  la  rencontre  aura  lieu. 
Remarque.  Le  premier  terme  a,  le  dernier  u,  la  différence  d, 
le  nombre  des  termes  n,  et  leur  somme  s , s’appellent  les  cinq 
éléments  de  la  progression. 


PROPOSITION  XIII.  — PROBLÈME. 

Trois  quelconques  des  cinq  éléments  de  la  progression  arith- 
métique étant  donnés , trouver  les  deux  autres. 

Entre  les  cinq  éléments  on  a les  deux  équations 

« = «-+•(« — 1 )d,  2ï  = »(«-f«).  (I) 
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Ces  deux  équations  fourniront  les  valeurs  de  2 des  cinq  élé- 
ments, lorsque  l’on  connaîtra  les  trois  autres;  il  y a,  par  consé- 
quent , autant  de  problèmes  qu’il  y a de  produits  3 à 3 ou  2 à 2 
à faire  avec  cinq  lettres  ; le  nombre  de  ces  produits  est  (1. 1,  p.  25) 
5.4 

— ou  10.  Voici  les  10  problèmes  : 

1°  Etant  donnés  a , n , d,  trouver  s,  u. 

On  a «=a-|-(n — 1 )d;  substituant  cette  valeur  dans  s , 


2 a+(n — l)d 
s — ^ n 


on  trouve 

2°  Connaissant  n , s,  d , trouver  a et  u. 


2s 


Les  deux  équations  (1)  donnent  u — a~(n — l)<f , u-f-a  = — 

, s (n — l)d  s (n — l)d 

donc  u — [ — a = — 

n 2 n i 

3°  On  donne  a , s,  n , trouver  d et  u. 

La  seconde  équation  (1)  donne  u=— — — . 

Substituant  celte  valeur  dans  la  première,  on  obtient 

__  2 s — 2 nn 
n(n — 1 ’ 

4°  On  donne  a , n , u , trouver  s et  d . 

. « — a 


On  a s~- 


^ n;  la  première  équation  (I)  donne  d=  — — . 


5°  Étant  donnés  d , u , n , chercher  s et  a. 

La  première  équation  donne  a~u  — (n—  1 )d au  moyen  de  cette 

2m — (n — 1 )d 

valeur,  la  seconde  donne  s— — • n 

6°  Connaissant  a , u , d , trouver  s et  n. 

, ..  , u—a-\-d 

La  première  donne  n — ^ — 

(u-|-a)  (m— «-+-</) 


et  la  seconde  s — ■ 


2d 
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7°  On  donne  s,  11,  u,  chercher  a et  d. 

2i — un 

La  seconde  équation  donne  a = - 


la  première 


d = 


n 
u — a 


n — 1 

8°  On  donne  a , u , s,  trouver  n,  d. 

La  seconde  équation  (t)  donne  n = 


2* 


et  la  première  d = 


u — a 


a-j-u 
U ’ — a a 

n — 1 2 s — a— a' 

9°  On  connaît  s , d,  u , trouver  a et  n. 

La  première  équation  (1)  donne 

a — u — nd-{-d, 

valeur  qui,  substituée  dans  la  seconde,  fournit 
, 2 s = 'iun — n’d-i-nd 


d’où 

puis 


2m  I d 2 s 
d~n+~d  =° 


_ 2m-H/  ± l/ (2m-H/)* — 8 sd 

l~  2d 


Si  u,  d,  s sont  positifs,  les  valeurs  de  n sont  réelles  toutes 
les  fois  que  (2M-H/)1  8 ds;  cette  condition  étant  remplie,  elles 

sont.aussi  positives;  si  de  plus  elles  sont  entières , il  y aura  deux 
solutions. 

10°  Connaissant  s , d , a , trouver  u , n. 

Les  solutions  des  questions  qui  ne  diffèrent  l’une  de  l’autre 
qu’en  ce  que  a est  remplacée  par  u,  et  réciproquement , peuvent 
se  déduire  l’une  de  l’autre;  car  il  n’y  a rien  de  changé  dans  les 
équations  (1),  si  l’on  remplace  a par  u,  et  réciproquement, 
pourvu  qu’on  change  d en  — d,  et  en  effet  on  peut  aussi  écrire 
la  progression  sous  la  forme 

t u.u — d.u — 2c/....  u — (n — l)d. 

Ainsi  dans  9"  on  changera  a cil  u,  u en  a,  d eu  — d,  et  011 
aura  la  solution  de  10". 
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Remarque.  La  quatrième  de  ces  questions  sert  à insérer  uu 
certain  nombre  de  moyens  arithmétiques  entre  deux  nombres 
donnés.  En  effet,  soient  a,  « les  deux  nombres,  m le  nombre  des 
moyens  à insérer;  le  nombre  total  des  termes  de  la  progression 
sera  m- f-2  ; ainsi  n=.m-\- 2.  Or,  la  raison 


d= 


u — a 
n — 1 


ou,  vu  quenz=m+2,  d~ 


u — a 
m— }— 1 


c’est-à-dire  que  la  raison  est  égale  à la  différence  des  extrêmes 
donnés  « et  a,  divisée  par  le  nombre  des  moyens  augmenté 
d’une  unité;  la  raison  étant  trouvée,  on  peut  former  la  progres- 
sion en  parlant,  soit  du  premier  terme  a,  soit  du  dernier  u.  Par 
exemple,  si  entre  2 et  3 il  s’agit  d’insérer  99  moyens,  on  a 


d = 


3-2  - 1 -0 
99+1  — 100  “ 


,01 


9 


et  la  progression  est 


+ 2.2,1 .2,2. 2,3.  etc.  .2,99.3. 


Dans  le  cas  où  le  nombre  des  moyens  à insérer  est  de  la  forme 
2l — 1 , ces  moyens  peuvent  être  calculés  immédiatement.  Car 
puisque  m=2k — 1 , on  a n = 2l+l  ; le  nombre  total  des  termes 
est  donc  impair,  et  il  y a un  terme  du  milieu.  Soit  p le  nombre 
des  termes  qui  le  précèdent  : ce  terme  du  milieu  sera  a-d-pd  ; 
mais  p est  aussi  le  nombre  des  termes  qui  le  suivent;  ainsi  ce 
terme  est  aussi  u — pd;  le  double  de  ce  moyen  est  donc 

a-\-pd-\-u — pd  ou  u+u  , 


. . , «+w 

et  ce  moyen  lut-meme  est  — - — : 


appelons-Ie  a'. 


Le  nombre  total  des  termes  étant  2k+l , abstraction  faite  de 
a',  il  y a 2k  termes  , dont  la  moitié  précèdent  a'  et  la  moitié  le 

2k 

suivent;  a ‘ est  donc  précédé  de  — = 2k— 1 termes,  et  de  a à a1 

compris  il  y a 2k— ’+l  termes:  donc  à égales  distances  de  a et«' 

■ ...  a-\-a‘  _ . . 

il  y a encore  un  terme  qm  est  égal  a — - — . De  meme,  le  ternie 
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moyen  entre  a'  et  « est 


a‘-\-u 

~2~' 


On  trouvera  de  même  tous  les 


autres  termes  de  la  progression. 

Définition  4.  Une  progression  géométrique  est  une  suite  de 
termes  dont  chacun  est  le  produit  du  précédent  par  un  nombre 
constant , appelé  quotient  ou  raison.  Le  premier  terme  étant  re- 
présenté par  a , la  raison  par  q , la  progression  s’écrit  ainsi  : 


-H-  a : aq  : aq ’ : aq 3 : etc. 


Le  terme  de  rang  n sera  exprimé  par  aqn~'  ; nous  le  nomme- 
rons «. 


PROPOSITION  XIV.  — PROBLÈME. 

Trouver  l’expression  de  la  somme  de  n termes  consécutifs  de 
la  progression  géométrique. 

Soit  s=a-\-aq-+-aq'-\- -Hty"- M-®?"- ' (1) 

Multiplions  par  q,  il  vient 

sq—aq-\-aq,-\- -\-aq"—  ’-\-aq",  (2) 

retranchant  s(q — i)  = aç" — a=a(q" — 1) 

qn — 1 aq" — a 

et  s = a. r.  ou  = — — — . 

<7-1  <7-1 

Comme  u — aq"—',  on  aura  uq  — aq",  ce  qui  donne  pour  s 

, . uq — a 

une  seconde  expression  s—  — — — . 

Remarque.  Dans  une  progression  géométrique  le  produit  de 
deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est  égal  au  produit 
des  extrêmes.  Car  soit  un  terme  qui  en  a i avant  lui;  ce  terme 

' u 

est  égal  à aq'  ; celui  qui  en  a i après  lui  est  — et  le  produit  de 
ces  termes  est  au. 
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PROPOSITION  XV.  — PROBLÈME. 


Étant  donnés  3 des  S éléments  d’une  progression  géométrique, 
trouver  les  deux  autres. 

Ce  problème  présente  autant  de  cas  que  la  prop.  13.  On  n’en 
traitera  que  quelques-uns. 

Etant  donnés  a , u , n , trouver  q et  S. 

On  a les  2 équations 


u — aq"—' 


aq " — a 
?— 1 


uq—a 

7-ï" 


(1) 


De  la  première  on  déduit 


de  là 


multipliant  les  deux  termes  par 


n — i 

I^AjOna 


t 


uV'H  — aV^  a 

d — i n — i 

y'  u — y1  a 


on  peut  faire  passer  u et  a sous  les  radicaux,  au 
trouve  (1. 1 , p.  42,  c.) 

n — i n — i 

V u"  — 1 / a" 


Ÿu-Va 


numérateur;  on 


Etant  donnés  u,  s,  n,  trouver  a et  q. 

On  a jz=a(^n— '+^n— ’-j-. ...  g-f-1)  et  a — 
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Remplaçant  dans  la  première  a par  celte  valeur,  on  aura 

(. s — u)  q"—' — uq ’ . . — uq — 0 

équation  du  degré  n — i , par  rapport  à q. 

Les  cas  où  n est  inconnu  seront  traités  plus  loin,  à la  fin  dji 
livre  3. 

Remarque  1.  \u  cas  où  q et  s sont  inconnus , se  rapporte  la 
question  d’insérer  un  nombre  donné  de  moyens  géométriques 
entre  deux  nombres  a et  u.  Soit  m ce  nombre:  on  a n — m -f*  2. 

n— f in-f-i 

Or  la  raison  q — j/ - ; donc  q — 


Supposons  que  le  nombre  des  moyens  soit  2k — 1;  on  aura 
n=2l+l , et  il  y aura  au  milieu  un  terme  qui  sera  précédé  et 
2k 

suivi  de  — = 2k_  1 termes  ; représentons  ce  dernier  nombre  par 


i;  le  terme  du  milieu  aura  pour  expression  aq'  et  — . ; son  carré 

sera  au,  et  il  sera  lui-même  — V' au.  Soit  a'  ce  nombre. 

On  verra  de  même  qu’entre  a et  a'  il  y a un  terme  — V' aa‘ , 

qu’entre  a‘  et  u il  y en  a un  qui  est  —V a‘u;  tous  les  autres 
termes  pourront  de  même  se  calculer  par  des  extractions  de  ra- 
cines carrées. 


PROPOSITION  XVI.  — PROBLÈME. 

Trouver  la  limite  de  la  somme  des  termes  d’une  progression 
géométrique  décroissante. 

Une  progression  géométrique  est  dite  décroissante  si  1. 
L’expression  de  la  somme  des  termes  peut  se  mettre  soys  la 
forme 

a — aq" a aqn 

S~  <7—1  — 1—  q \—q 

Or,  si  l’on  considère  différentes  progressions  ayant  a et  q com- 
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muns , et  composées  l’une  de  trôis,  l’autre  de  quatre,  etc. , termes , 
on  aura  pour  la  somme  les  valeurs 

a aq3 

1 — ? 1— 7 

a aq ^ 

1 —q  ~ t—  7 


a aq 5 

i —q  ~ 1 — 7 


etc. 


Ces  valeurs  ont  la  partie 


commune;  les  parties 

1 —q 


aq3  aq'1  aq 5 
1—7  ’ 1—7  ’ 1—7 

sont  d’autant  plus  petites  que  l’exposant  de  q est  plus  grand,  et 
en  général , plus  n sera  grand , moins  la  quantité  s différera  de 

; car  la  différence  entre  s et  — est  ; or  il  est  prouvé 

1-7  1-7  1-7 

(1. 1 , p.  54)  que  plus  n est  grand , plus  q " est  petit;  de  plus,  on 

peut  prendre  n assez  grand  pour  que  q"  soit  aussi  petit  qu’on 

veut  ; il  en  sera  de  même  de  - ^ Donc  — est  la  limite  dont 

1—7  1-7 

s’approche  la  valeur  de  la  somme,  à mesure  que  le  nombre  des 
termes  augmente. 

1er  Ex.  Trouver  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  la  pro- 


,111 

gression  " 1 : 9 : 4 • g : etc- 

1 

Ici  a—  1 , q — - , et  la  limite 


a 

ï— 7 


2e  Ex.  La  fraction  périodique  0,PPP....  (pr.  10)  peut  aussi 
être  regardée  comme  une  progression  géométrique  décroissante. 
C,ar  chaque  période  ayant  p chiffres , la  première  période  est  égale 


à — , b étant  la  base;  depuis  la  virgule  jusqu’à  la  droite  de  la 
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seconde  période  il  y a 2p  chiffres  ; la  seconde  période  vaut  donc 
P . . P 

- — ; de  même  la  troisième  vaut  77- , etc.;  ainsi  la  fraction  pério- 

b3?  F 

dique  est  la  limite  de  la  somme 


P 

Jv 


P P , 

1 b 

b'v  ~ b3 r 


etc., 


ce  qui  est  une  progression  géométrique  décroissante  dont  le 
premier  terme  a = ^p  et  la  raison  <l=^  la  limite  est  donc 


comme  prop.  10. 

Définition  5.  Une  fraction  continue  est  une  expression  compo- 
sée d’une  partie  entière  qui  peut  être  nulle  , plus  une  fraction 
dont  le  numérateur  est  un  nombre  entier  et  le  dénominateur  un 
nombre  entier  accompagné  d’une  fraction  ayant  pour  numéra- 
teur un  nombre  entier,  et  pour  dénominateur  un  nombre  entier 
accompagné  d’une  fraction,  et  ainsi  de  suite.  La  forme  des 
fractions  continues  est 


«•+ 


e+JL 


g+ , etc. 

Nous  ne  considérerons  ici  que  le  cas  où  les  numérateurs 
b,  d,  f ....  sont  égaux  à l’unité , ce  qui  donne  des  expressions 
de  la  forme 

1 

9- 


ÿ.-bl 


?3+l 


etc. 


1 


Çi  — 1+1 
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Les  nombres  q , q, , <7,,  etc.,  se  nomment  des  quotients  in- 
complets; — , — , etc.,  sont  des  fractions  intégrantes  ; enfin  on 
q<  q » 

nomme  réduites  les  fractions  ordinaires  que  l’on  trouve  par  la 
transformation  immédiate  des  expressions 


1 1 

q > ?+  — * <7 

Y ' 


7» 


, etc. 


qui  sont  les  résultats  qu’on  obtient  en  arrêtant  la  fraction  con- 
tinue à l’un  quelconque  des  quotients  incomplets.  Les  deux  pre- 
mières réduites  se  mettent  sous  la  forme  { , — ‘if?.-  ; on  peut 

1 

déduire  la  troisième  de  la  seconde , en  remplaçant  q,  par  <7  H — 

?> 

et  multipliant  ensuite  les  deux  termes  par  <7,  ; on  peut  déduire 

la  quatrième  de  la  troisième  en  remplaçant  <7,  par  q,-\ — — et 

multipliant  les  deux  termes  par  q},  et,  en  général,  si  l’on  a 
formé  l’expression  de  la  réduite  qui  s’arrête  à q,—  ,,  on  peut 

1 

trouver  celle  de  la  suivante  en  remplaçant  par  q,—  ,-f — 

et  multipliant  les  deux  termes  par  q,.  Chacune  de  ces  réduites  se 
présente  ainsi  sous  une  forme  qui  lui  est  propre;  chacune  d’elles 
peut  être  transformée  en  une  infinité  de  fractions  équivalentes; 
car  m étant  un  nombre  quelconque,  on  a,  par  exemple,  la  se- 

1 -i  •.  ??<-H  m(qq,-\-\)  . 

conde  réduite  — = ; mais  lorsque  nous  parie- 

<7,  mq, 

rons  de  la  seconde  réduite,  il  faudra  entendre  que  ses  termes 
sont  qq, -4-1  et  q,,  et  non  pas  m(qq,-+- 1)  et  mq, , de  sorte  que 
nous  nommons  réduites  les  fractions  que  l’on  déduit  l’une  de 

l’autre  en  remplaçant  q, , q% . . . . q,  par  q,-\ , — , etc., 

— — , et  multipliant  les  deux  termes  par  q, , q3...q,+,; 
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nous  ne  donnerons  jamais  ce  nom  de  réduites  aux  fractions  qui 
sont  équivalentes  à celles-là,  et  que  l’on  en  déduit  en  en  allé- 

. 1 ......  , 

rant  les  deux  termes.  Ainsi,  qu  on  le  retienne, n est 

mq, 

pas  une  réduite. 


PROPOSITION  XVII.  — THÉORÈME. 


Deux  réduites  consécutives  quelconques  étant  données , pour 
en  déduire  la  suivante , il  suffit  de  multiplier  les  deux  termes  de 
la  dernière  par  le  quotient  incomplet  auquel  s’arrête  la  réduite 
à former , et  d’y  ajouter  respectivement  les  deux  termes  de  l’a- 
vant-dernière. 

Soit  la  fraction  continue 


x~q 


1 

9+1 
<7  I-* 


9 i+l 


Les  deux  premières  réduites  sont  ^ Formons  la  troi- 

1 9' 


sième  en  remplaçant  dans  la  seconde  q,  par  ç,-(-—  ; il  vient 

9» 

l î\ 

ql  q,- 1 — ]+l 

V 9-»/  9(9'9+~l)+9* 9*  (99 +l)+9 

9i9»+l  9 .9  i+l 


1 

9 H — 

-9a 


On  voit  que  pour  l’obtenir  il  suffit  de  multiplier  par  q,,  der- 
nier quotient  incomplet  qui  y entre , les  deux  termes  de  la  se- 
conde réduite , ce  qui  donne  et  d’ajouter  terme  à 

9*9  ■ 

terme  la  première. 
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Cela  posé , soient  ’ rT  > tluatrc  réduites  consécutives 

• O v.  V3 

quelconques;  soient  q,,  q,+,  les  quotients  incomplets  auxquels 

P P 

s’arrêtent  respectivement  —,  supposons  que  la  loi  de  forma- 

xi  x3 

Pa 

tion  soit  vraie  pour  de  sorte  qu’on  ait  terme  à terme 

X» 

p p a -\-V  P 3 

— — 1 ■;  on  aura  la  fraction  jr  en  remplaçant  q,  par 

Q,  Q.gH-Q  va 


-,  ce  qui  donne 

l 

p,  P'K4 


i+p 


Çi-4-i(P.<7i+P)~+-P ■ 

?i+i(Qiîi+Q)+Q' 


Ql  Q'(«'-t-^)+Q 

or  par  hyothèse  P,  = P.gH-Pi  > Q»  — Q.?r+-Qi  î donc 


P, Pagi-t-i-4-P ■ 

Q3 


On  voit  que  pour  l’obtenir,  il  Suffit  de  multiplier  par  çh-.  » 
dernier  quotient  incomplet  qui  y entre,  les  deux  termes  de  la 

p 

précédente  ^ et  d’ajouter  respectivement  les  deux  termes  de  la 

Xi 

i P, 

réduite  antéprecedente  q-. 


Donc  la  loi  de  formation  suposée  vraie  pour  une  réduite  com- 
parée aux  deux  précédentes  est  aussi  vraie  pour  la  suivante.  Or 
elle  est  prouvée  pour  la  troisième  ; donc  elle  sera  vraie  pour  la 
quatrième,  pour  la  cinquième,  etc.,  et  pour  toutes  les  réduites. 

Corollaire.  Les  numérateurs  des  réduites  successives  vont  en 
augmentant,  si  tous  les  quotients  incomplets  sont  positifs  : car 
puisque  P,  = P,gH-P,  et  que  q,  est  au  moins  égal  à l’unité, 
chaque  numérateur  est  au  moins  égal  à la  somme  des  deux 
précédents.  Ainsi  les  numérateurs  sont  des  nombres  entiers 
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croissants;  par  conséquent,  si  la  fraction  continue  ne  se  termine 
pas,  les  numérateurs,  ainsi  que  les  dénominateurs,  croîtront 
jusqu’à  l’infini. 

Le  cas  où  les  dénominateurs  augmentent  le  plus  lentement,  est 
celui  où  tous  les  quotients  q, , , etc.,  sont  égaux  à l’unité, 

c’est-à-dire  où  la  fraction  continue  est  de  la  forme 


"+ïTï . 

l-f-  etc.  ’ 

la  première  réduite  est  la  seconde  ; d’après  la  loi  de 


formation  les  dénominateurs  des  suivantes  sont  2, 3, 5 , 8,  13..., 
chacun  étant  égal  à la  somme  des  deux  précédents.  Ainsi  les  deux 
premiers  étant  égaux  à l’unité,  le  cinquième  est  5,  chacun  des 
suivants  est  plus  grand  que  son  rang,  le  huitième  est  21  qui. 
surpasse  le  double  de  8 , etc.* 


PROPOSITION  XVIII.  — THEOREME. 

Si  les  quotients  incomplets  sont  tous  positifs , les  réduites  de 
rang  impair  sont  toutes  plus  petites , les  réduites' de  rang  pair 
sont  plus  grandes , que  la  fraction  continue  totale  ; et  de  deux 
réduites  consécutives , la  dernière  diffère  le.  moins  de  cette 
fraction. 

La  première  réduite  ^ est  évidemment  moindre  quç 

1 

x ~ 7-r- 


etc. 


1 


?r+-l 


Représentons  par  y la  quantité  q - 


1 


etc, 


; nous  avons  (p.  17) 


II  existe  une  formule  générale  pour  ce  dénominateur;  mais  elle  est 
peu  commode.  , 

18 
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P,  _ P.giH- P 
Q»  QjîH-Q 

•p 


, et  si  l’on  remplace  </,  par  y,  il  est  évident  que 


Q, 


et 


se  changera  en  x ; donc 
P r-4-P 

x = (ÿ'r-yQ  d oi‘  = P'/+P 

(1)- 

p,  p 


OrQ,  Q,  ,y,  sont  positifs;  donc  x—  q->q  — x sont  de  même 

P P 

signe,  ce  qui  prouve  que  si  x est ou  -7-, il  sera  <^ou^>p-s 

X X « 

mais  a;  est  la  première  réduite  donc  il  est  plus  petit  que 

la  seconde , plus  grand  que  la  troisième,  etc.  Donc  toutes  les  ré- 
duites de  rang  impair  sont  plus  petites,  que  x , et  celles  de  rang 
pair  sont  plus  grandes  que  x. 

En  second  lieu  dans  l’équation  (1)  y est  ^ 1 , Q,  est  ^>Q; 

donc  Q,y  > Q,  cl  par  compensation,  la  valeur  absolue  de 

P,  P P,  P 

x — — ^ est  celle  de  — — x.  Donc-^-  diffère  de  x moins  que  —. 

y»  . % y v»  y 


Corollaire  1.  Supposons  qu’on  écrive  à la  suite  l’une  de  l’autre 
les  réduites  de  rang  impair  dans  l’ordre  où  elles  se  présentent; 
elles  sont  toutes  moindres  que  x ; la  troisième  de  toutes  les  ré- 
duites diffère  de  x moins  que  la  seconde,  et  celle-ci  moins  que 
la  première;  donc  la  différence  entre  x et  la  troisième  est  moindre 
que  la  différence  entre  x et  la  première.  Ainsi  nos  réduites  con- 
sécutives de  rang  impair  s’approchent*de  plus  en  plus  de  x qui 
les  surpasse;  donc  elles  vont  en  augmentant.  On  reconnaîtra  de 
même  que  les  réduites  de  rang  pair  vont  en  diminuant.  Si  donc 
la  fraction  continue  ne  se  termine  pas,  les  réduites  consécutives 
de  rang  impair  formeront  une  série  d’un  nombre  infini  de  termes 
croissants , mais  tous  moindres  que  x,  et  les  réduites  de  rang 
pair  formeront  une  seconde  série  de  termes  décroissants,  mais 
tous  plus  grands  que  x,  qui  est  par  suite  la  limite  commune  de 
ces  deux  séries.  • 
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Corollaire  2.  Toute  fraqtion  continue  représente  une  grandeur 
finie,  attendu  qy’elle  est  comprise  entre  deux  réduites  con- 
" sécutives. 

Remarque.  Comme  dans  celte  proposition  , nous  supposerons 
dans  ce  qui  suit  que  les  quotients  incomplets  sont  tous  positifs , 
et  nous  continuerons  d’appeler  x la  fraction  continue  totale.. 


PROPOSITION  XIX. 


THEOREME. 


La  différence  de  deux  réduites  consécutives  a pour  numéra- 
teur +1  ou  — 1. 

O . . s . , . • P P,  P, 

soient  les  trois  réduites  consecutives  r=-,  -r- , soit  q,  le 

V v«  xi 

quotient  incomplet  auquel  s’arrête  la  dernière,  de  sorte  que 

P,  _ P.7H-P 

Q, “Q.?h-Q 

I\  P P,Q — PQ, 

0.  0' 


on  a 


QQ. 


d’ailleurs 


P,  P,  P,^H-P  P,  _ PQ.-P.Q 

0,  Q,  Q.ÿrf-Q  Q,  Q,QV  ■ 

Ainsi  en  retranchant  chaque  réduite  de  la  suivante,  on  obtient 
des  fractions  dont  les  numérateurs  sont  égaux,  au  signe  près.  Or 

les  deux  premières  réduites  donnent  pour  différence 

1 

— , fraction  dont  le  numérateur  est  -f-1 . Donc  toutes  ces  dififé- 

</. 

rences  ont  pour  numérateur  +1  ou  — 1. 


PROPOSITION  XX.  — THÉORÈME. 

/ 

Les  réduites  sont  des  fractions  irréductibles. 

En  effet  on  a PQ, — P,Q  = ±1;  donc  tout  facteur  commun 
à P et  Q,  divisant  PQ,  et  P,Q, , devrait  diviser  1 ; donc  P et  Q 

18. 
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« * r 

n’onl  pas  d’antre  facteur  commun  quë  l’unité,  et  la  réduite  — 

• V 


est  irréductible. 


PROPOSITION  XXI.  — THÉORÈME. 


La  différence  entre  x et  une  réduite  quelconque  est  moindre 
que  l’unité  divisée  par  le  produit  du  dénominateur  de  cette  ré- 
duite , multiplié  par  la  somme  de  ce  dénominateur  et  du  dénomi- 
nateur de  la  réduite  précédente. 

Comme  x est  compris  entre  deux  réduites  consécutives 

P,  Pu  . P, 

pp,  il  s’ensuit  que  la  "valeur  absolue  de  x — pp-  est  moindre 

Xi  Xî  XI 

Pa  P.  J __ 

que  celle  dep^  — ^ , laquelle  est  (p.  20)  --  ; mais  Q, ..  Q.-+-Q 

Va  Vi  . ViV»  / 

, ' P, 

(p.  17,  c.);  donc  la  valeur  absolue  de  x — est  à fortiori 

moindre  que  Q (Q*+Q)  • 

1 1 

Corollaire.  Il  est  évident  que  — — — — p— . Donc  la  dif- 

VivVtiV/  xi 

férence  entre  x et  une  réduite  est  moindre  que  l’unité  divisée 
par  le  carré  du  dénominateur  de  cette  réduite. 


PROPOSITION  XXII.  — THEOREME. 

La  valeur  d’une  fraction  continue  peut  être  calculée , sinon 
exactement , du  moins  avec  tel  degré'  d’approximation  qu’on 


Si  la  fraction' continue  se  termine,  la  dernière  réduite  en  sera 

p, 

la  valeur  exacte.  Si  cela  n’est  pas,  soit  une  réduite;  le  mo- 
p.  i 

dule  de  x — ^ - est  moindre  que  pp-j  or  Q,  peut  être  pris  aussi 

' XI  XI 
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grand  qu’on  veut  (p.  17,  c.  );  donc  , et,  à fortiori  le  mo- 
p, 

dule  de  x — ■—  peut  être  rendu  aussi  petit  qu’on  veut. 

X« 

Ct 

Supposons  qu’il  s’agisse  d’obtenir  x à moins  de  — près;  on  a 

• P 1 1 et 

module  de  x — ^ ^ , et  pour  que  cemème  module  soit  -, 

1 . ' 
il  suffit  que  p—  - , ce  qui  donne 

V.’  p 


Il  suffit  donc  d’aller  jusqu’à  une  réduite  dont  le  dénominateur 
soit  C7  la  racine  carrée  de  la  fraction  d’approximation  renversée. 


Remarque.  Si  [/  — n’est  pas  moindre  que  5,  il  n’y  aura  pas 

a . 


plus  de  réduites  à calculer  qu’il  n’y  a d’unités  dans  [/ — ;sil/— 

a a 

n’est  pas  moindre  que  21 , on  n’a  pas  plus  de  réduites  à calculer 

qu’il  n’y  a d’unités  dans  „(/ -.  . . .,  etc.  Car  dans  le  cas  le  plus 
* a 

défavorable  le  dénominateur  de  la  cinquième  réduite  est  5,  ce- 
lui de  la  huitième  est  21,  etc.  (p.  17 , c.). 

Par  exemple,  s’il  s’agit  d’avoir  x à moins  011  a 


|/?= 


V']Q0=10 ; 


il  suffit  d’aller  jusqu’à  la  première  réduite  dont  le  dénominateur 
est  ^ 10 , ce  qui  a lieu  à la  septième,  au  plus  tard. 
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PROPOSITION  XXIII.  — THEOREME. 


. I>,  . 

Une  réduite  quelconque  ■—  diffère  de  x moins  que  toute  autre 

Xi 

fraction  p dont  le  dénominateur  b est  moindre  que  celui  de  cette 
réduite. 

Si  la  fraction  ~ est  une  réduite,  la  proposition  est  prouvée; 


car  puisque  son  dénominateur  b est  moindre  que  Q„-  précède 

P,  •.  n . P, 

çp  et  par  suite—  diffère  de  x plus  que  pj-  (p.  18)* 

Supposons  donc  que  p ne  soit  pas  une  réduite;  x est  compris 

P P,  P,  P 

entre  r- et  de  plus  x est  plus  rapproché  de  pp  que  de— ; donc 

X Vi  Xi  V 

a . p ^ 

pour  que  p diffère  de  x moins  que  , il  faut  que  - tombe  entre 

P,  P , , PP,  a 

x et  rr-,  ou  entre  x et  --  , cest-a-dire  entre  — et—.  Mais  si  - 

y v q q,  b 


tombait  entre  ces  deux  réduites  le  module  de 


(5-f) 


serait 


p p \ i 

moindre  que  celui  — lequel  est^p-p  ;donc  on  aurait 


Module  de 


Q bJ'QQ, 


ou  module  de  (P b — aQ)  — ; 

X ' 

mais  P,  b,  a,  Q,  sont  entiers;  donc  Pô  — aQ  est  un  nombre  en- 


tier qui  d’ailleurs  ne  saurait. être  nul , puisque  — n’est  pas  égal  à 
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7.  Ainsi  un  nombre  entier  serait  moindre  que  j=-  qui  est  <^1 , vu 
o y, 


que  b est  supposé  <\Q, 


P P, 


H s’ensuit  que  — ne  saurait  être  compris  entre  ^ et  r-;  et  par 

O V xi 


P, 


conséquent  - diffère  de  v plus  que_^r- 
O * V' 


PROPOSITION  XXIV.  — PROBLEME. 

Réduire  une  quantité  en  fraction  continue. 

Soit  a?  l’expression  qu’il  sagit  de  réduire  en  fraction  continue. 
On  la  calculera  à une  unité  près  en  moins  : soit  q la  valeur  de 

a;  ainsi  calculée,  — la  partie  restante,  moindre  que  I'. 

Y 


On  aura 


1 


x—q 


r 


Puisque  - est  1 , / sera  1.  On  calculera  de  même  / à une 
unité  près  en  moins. 

Soit  /=</,-(-—  , </,  étant  en  entier  et  /,  1.* 

Y • 

Soit  de  même  /,  = </,-) ,y\  — q3- 1 ■■ , etc., . . . q„,  q}  . . . 

Y*  Yi 

étant  entiers , /,, jr3,  etc.,  plus  grands  que  1 ; on  aura 

1 


x~q-\- 


q,  H-l 


'7*  H-  1 


q i -h  , etc. 


Si  a?  est  une  fraction  ordinaire  q qui  en  est  la  partie  entière 

s’obtiendra  par  la  division  ; soit  A = B q-\-r , r étant  le  reste  moin- 
dre que  B; 


0 - 
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À J-  r 1 B 

delà  5=g  + g;doncg  = -etr=? 

Soit  q , le  quotient,  r,  le  reste  de  la  division  de  B par  r;  il  vient 
' f*  \ • r r 

y~q- 1 — -,  et  — = — , d’où  v,  = —,  etc.  On  voit  que  q,q,,q„e  te., 
r y,  r r, 


sont  les  quotients  qu’on  trouve  en  cherchant  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  A et  B.  Comme  on  finira  par  tiouver  un  reste  nul , 
attendu  que  deux  nombres  entiers  ont  toujours  au  moins  l’unité 
pour  plus  grand  commun  diviseur,  on  en  conclut  que  la  fraction 
continue  se  terminera.  Ainsi  tout  nombre  commensurable  est  égal 
à une  fraction  continue  qui  se  termine;  réciproquement  toute 
fraction  continue  terminée  étant  égale  à la  dernière  réduite,  re- 
présentera un  nçmbre  commensurable.  Donc  tout  nombre  in- 
commensurable donne  naissance  à une  fraction  continue  indéfi- 
nie, et  toute  fraction  continue  indéfinie  représente  un  nombre 
incommensurable. 


Soit  à réduire  en  fraction  continue  la  fraction 


75983 

17524* 


On  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur. 


4 

2 

1 

41 

1 

33 

4 

75983 

17524 

5887 

5750 

137 

133 

4 

1 • 

5887 

5750 

137 

270 

4 

13 

0 

• 

• 

133 

1 

Ainsi 


75983  1 

17524“  + 2+I 


1+1 


41  + 1 

1 +J 

• 33+1- 

4 


Les  réduites  formées  d’après  la  p.  17,  sont 

. 4 9 13  542  555  18857  75983 
I’  2’  3* ’Ï25’  Ï28’  4349  ’ 17524' 
1367 

Pour  la  fraction  -rj-j , on  trouve 
2u44 
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0 

2 

5 

1 

9 

1357 

2944 

1357 

230 

207 

23 

230 

207 

23 

0 

1357  _ A 

Ct  2944 


2 —J—  1 


5+1 


1+J_ 

9 


0 1 5 6 59 

Les  réduites  sont  j > sj  ’ Tl  ’ 7Ü  ’ Ï28 

59 

La  dernière  réduite  — - n’est  autre  chose  que  la  fraction  pro- 
128 

posée  réduite  à sa  plus  simple  expression;  car  toute  réduite  est 
irréductible.  _ 

Réduire  V'  5 en  fraction  continue.  La  partie  entière  de  l/  5 est 
2 ; on  piose  donc 

x=2+i  = »/5 

d’où  y—  > y^kr-= r=^ô  + 2 

J 1/5-2  iy  5 — 2)(/  5+2) 

Comme  V' 5 est  compris  entre  2 et  3,  y le  sera  entre  4 et  5. 
On  posera  donc 

1 


d’où 


r=4+_  = 2+/ 5 

r> 

r'=ïh- 


La  valeur  de  y,  est  donc  la  même  que  celle  dé  par  suite 

1 

y,  = 4-\ , 

r. 

Donc  x—2-\-  — 

4+1 


4 + 1 


4+J_ 

4 + ,etc. 


Digitized  by  Google 


282 


ALRI'.IîRE. 


Ainsi  la  fraction  continue  est  périodique. 

Remarque  1 . Supposons  qu’il  s’agisse  de  transformer  celte  frac- 
tion continue  en  décimales. 

. 2 9 38  161  682 

Les  réduites  sont  j > 4’ 17  ’TT  ’ 305  ’ ôlc- 


En  s’arrêtant  à la  cinquième  réduite,  on  a la  valeur  de  x ap- 
prochée en  moins;  on  peut  prendre  pour  mesure  de  l’approxi- 
mation l’expression  ^ (p.  12),  en  posant  Q,  :=  305 , et  for- 

xiVï 

1 1 

mant  Q,,  qui  est  1292,  ona  qq~  — 39406O  ’ el  1 on  peut  p0Sei 

682  , _ 1 
* = 3Ô6  + a»“é,ant<? 


394060 


682 


En  réduisant  en  décimales,  on  poussera  le  calcul  jusqu’à 


l’unité  décimale  immédiatement  supérieure  à la  limite  de  a, 
c’est-à-dire  ici  jusqu’aux  cent  millièmes, et  comme  la  réduite  est 
approchée  en  moins,  on  prendra  la  dernière  décimale  en  plus  , 
et  on  sera  certain  d’avoir  x à 0,00001  près. 

En  effet  on  trouve 


1 7 A 1 *>?■ 

: 2.23606H — = 2,23607  — — 

’ ^ 30500000  ’ 30500000 

» , 135 

Représentons  on.AA,w.A  par  8:  on  aura 


* = 2,23607 -f 

Or  a et  étant  chacun  moindre  que  0,00001 , a — /9  l’est 
aussi  en  valeur  absolue;  donc  2,23607  est  la  valeur  de  x à 
0,00001  près.  Quand  même  on  aurait  calculé  plusieurs  déci- 
males de  plus  à la  réduite,  comme  a 11’est  pas  0,000001 , on 
n’aurait  pas  pu  conclure  que  le  module  de  a — /?  est  0,00000 1 . 

C’est  donc  avec  raison  qu’on  a prescrit  de  «'arrêter  aux  cent 
millièmes,  et  en  général  au  chiffre  décimal  dont  l’unité  est  im- 
médiatement supérieure  à la  mesure  de  l’approximation  do  la 
réduite. 
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Reste  à savoir  si  la  valeur  trouvée , 2,23607  , est  approchée 
en  moins  ou  en  plus,  c’est-à-dire  si  a — /?  est  positif  ou  négatif. 

1 1 35 

0r’“  ^ 394060’  P = 30500000’  d°nC 
^ 1 135 

a ^394060  30500000'  -, 

Le  numérateur  du  second  membre  est  3050000  — 135x3940 , 
quantité  évidemment  négative;  donc  a — j3  est  négatif,  et  la  va- 
leur est  approchée  en  plus.  Ainsi  x,  ou  V 5 est  compris  entre 
2,23606  et  2,23607,  ce  dont  on  peut  s’assurer  « posteriori  ; car 
(2,23606)’ = 4,9999643236  et  (2,23607)’  = 5,0000090449. 

Si  la  limite  de  a — j 3 avait  été  positive,  on  n’aurait  rien  pu 
conclure  sur  le  sens  de  l’approximation  ; mais  en  supprimant  le 
dernier  chiffre  7,  on  aurait  un  résultat  trop  petit,  d’ailleurs 
exact  à 0,0001  près.  Il  est  vrai  que  le  cas  particulier  où  ce  der- 
nier chiffre  serait  0,  échappe  à la  règle;  dans  ce  cas  il  faut  ou 
pousser  le  calcul  plus  loin  ou  sacrifier  tous  les  zéros  qui  terminent 
le  nombre  ainsi  que  le  premier  chiffre  significatif  qui  les  précède. 
En  effet  supposons  qu’on  trouve  à -0,0001  près,  une  quantité 
x‘—  6,4800  , mais  qu’on  ne  sache  pas  si  elle  est  approchée  en 
plus  ou  en  moins;  on  saura  pourtant  que  «'<(6,4801  et 
6,4799  ; ainsi  on  sait  que  x'^>  6,479  ou  ()>6,47,  mais  on 
ne  sait  si  x <(  6,48.  Cependant  il  est  certain  que  «')>  6,  4 et 
x‘  <(6,  5. 

Si  la  réduite  avait  été  approchée  en  plus,  on  aurait  calculé  le 
nombre  décimal  en  moins;  dès  lors  on  aurait  eu  pour  x une  valeur 
de  la  forme  — a ; (i  est  connu  exactement;  quant  à a on 
n’en  connaît  qu’nne  certaine  limite  supérieure  que  je  nomme 
a';  ainsi  a <^a',  et  (i  — a)>  /$ — a'.  Si  /? — a est  positif, 
/? — a le  sera , et  a sera  approché  en  moins.  Si  (i — a ‘ est  négatif, 
on  se  trouve  dans  l’incertitude  , et  on  la  lève  comme  on  vient  de 
le  dire. 

Remarque  2.  On  a trouvé  pour  V' 5 une  fraction  continue 
périodique;  on  peut  voir  dans  la  théorie  des  nombres  de  Legendre 
qu’il  en  est  de  même  pour  tout  radical  du  second  degré.  Toute. 
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fraction  continue  périodique  simple  ou  mixte , provient  d’ailleurs 
d’un  radical  du  second  degré  : en  effet  soit  la  fraction  continue 

1 


x=a+- 


Cl,-h ..  I 


a„-t- 


(7,-t-elc.  1 

H 


?î+ 


Ç.-t- 


On  posera  d’abord 


<],-+- 


=r 


etc. 


1 


ÿ H-  etc. 


etc. 


et 


d’où  ^ = 


a:  z=  «-f- 


a,- 


elc. 


1 


(-  etc. 


1 


a„-hy 


Dans  la  première  de  ces  deux  dernières  fractions  continues, 
la  réduite  de  rang  f— J— 1 sera  de  la  forme 

m (?.~hr)+N 

M'(7.-hr)+N' 
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et  elle  sera  égale  à y;  on  a donc  d’abord -une  équation  de  la  forme 
M y+  K 


r — 


M'j+K 


• d’où  M y-+-(K'— M) r-K  = 0.  (1) 


Dans  la  dernière  expression  de  x on  formera  la  réduite  de 
rang  'n+1 , laquelle  sera  la  valeur  de  x et  sera  de  la  forme 

Lr+H 

— = X 


d’où 


L'j-f-H' 

II  ‘x—U 
r~  L — L‘x’ 


Substituant  celte  valeur  dans  l’équation  (1),  on  obtient,  pour 
déterminer  x , une  équation  du  second  degré  à coefficients  ra- 
tionnels ; donc  x est  un  radical  du  second  degré. 

Remarque  3.  L’opération  qui  sert  à réduire  une  fraction  - en 

a 

fraction  continue  est  précisément  la  même  que  celle  qui  sert  à 
trouver  les  solutions  entières  de  l’équation  ax±by  — c.  Dans  le 
cas  du  signe  inférieur  changeons  y en  — y,  afin  de  n’avoir  à 
considérer  que  l’équation  ax-yby  — c.  On  a trouvé  pour  les 
solutions  entières  de  cctte.équation  (1.  2 , p.  23) 

x — yc-y-bt^, , y — de — atr 

Or  je  dis  que  les  valeurs  absolues  de  y et  ô sont  les  termes  de 

la  réduite  qui  .précède 

En  effet  d’après  les  formules  de  la  proposition  citée,  où 
/•,+,  = 1 , on  a 


b 

a=(i 


1 


1 


etc. 


ç,-t- 


1 

r,. 
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Mais  les  valeurs  de  x , y,  t,  t,,  etc.,  donnent  poui*  f;-*-,  = 0, 

x t y t,  t t, 

= ~q+  r’  ' t ” ~qÆ  PT,-  ~qÆ  p 


r 


r 

et  et  t,=  c. 


De  là 


x 

r~q 


etc. 


+ 


Ainsi  pour  <i+.  = 0, est  égal  à l’avant-dernière  réduite, 

r 

que  je  nomme  - , et  comme  - est  irréductible,  il  faut  que  — .r 

et  y , soiçnt  des  équimultiples  de  k et  l,  de  sorte  que  — x~mk, 
y— ml,  métantentier;  substituant  ces  valeurs  dans  ax-\-by—  c , 
on  a m( — ak-\-bt)  = c. 

Or ^ étant  deux  réduites  consécutives,  on  a (p.  19) 

« — ak-\-bl  = ± 1 ; donc  m =:  ±c. 

Ainsi  les  valeurs  de  x et  y qui,  d’après  la  p.  23  , 1.  2 , répon- 
dent à ii-i-,  =0,  sont  x—  ±kc , y — +lc,  de  sorte  que  les  coeffi- 
cients de  c sont,  en  valeur  absolue , les  deux  termes  de  l’avant- 
dernière  réduite. 

Pour  résoudre  l’équation  nx-\-by—c,  on  peut  donc  trans- 
former- en  fraction  continue;  soit  \ l’avant-dernière  réduite; 
a l 

on  a identiquement 

ak — bl  — ±1 , d’où  a(±/fc)-)-6(±/c)  = c, 

celte  identité  montre  que  l’équation  ax~\-by  —c  devient  identi- 

tique  pour  x =z+kc,  y — +lc;  les  signes  supérieurs  ayant  lieu 

. b • . b 

si  - est  de  rang  impair,  et  les  autres  si  - est  de  rang  pair. 
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Dès  qu’on  a une  solation , on  sait  trouver  toutes  les  autres 
(I.  2 , p.  23). 

Définition  6.  Une  équation  exponentielle  est  une  équation  où 
l’inconnue  entre  clans  les  exposants  de  quantités  connues.  L’équa- 
tion exponentielle  la  plus  simple  est  a'  — b,  a cl  b étant  des 
nombres  absolus  connus. 


PROPOSITION  XXV.  — THÉORÈME. 

On  peut  donner  à x des  valeurs  commensurables  qui  diffèrent 
assez  peu  l’une  de  l’autre , pour  que  les  valeurs  de  a * diffèrent 
l’une  de  l’autre  d’aussi  peu  qu’on  voudra. 

Donnons  à x les  valeurs  commensurables  a,  a-hh;  nous  au- 
rons pour  a " les  valeurs  a*,  rt“+h,  dont  la  différence  est 

a*+h—a*  = a*.  ah—a*  = «“(a1'  — 1). 

•J  " l m 

Posons  ah  , ni  étant  entier  positif,  on  a a1'  = — \/ a. 

m 

Or,  il  a été  prouvé  (1.  1 , p.  53  et  54)  qu’on  peut  prendre  m assez 

m 

grand,  pour  que  la  différence  V a — 1 soit,  en  valeur  absolue, 

aussi  petite  qu’on  veut.  Donc  il  en  est  de  même  de  «“(«" — 1) 
ou  a“(a*‘ — 1). 

Remarque  1.  11  a d’ailleurs  été  prouvé  que  si  a 1 , on  peut 
donner  à x des  valeurs  assez  grandes  pour  que  a'  soit  plus  grand 
que  toute  grande  donnée;  ainsi  ax  est  infini  avec  x si  a^>  1 ; au 
contraire , dans  le  cas  où  a 1 , ax  est  nul  si  x~<x>. 

Remarque  2.  Il  faut  ici  fixer  le  sens  qu’on  doit  attacher  à l’ex- 
posant incommensurable.  Soit  l’expression  a172  : on  peut  trouver 
deux  nombres  commensurables  k , k-\ -i , dont  la  différenoe  1 est 
infiniment  petite  et  qui  comprennent  entre  eux  2.  On  vient  de 
prouver  que  ak  et  diffèrent  infiniment  peu  l’un  de  l’autre. 

Or , ce  qu’on  entend  par  , c’est  un  nombre  compris  entre  «k 
et  aM-',  nombre  invariable  qui  sera  )>  ak  et  <^al+'  si  «)>  1 , et 
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qui  sera  au  contraire  a*1-*-1  et  a1  si  «<^  1 , en  supposant 
dans  tous  les  cas  t^>  0. 

Tl  suit  de  cette  définition  que  a ' varie  aussi  par  degrés  infini- 
ment petits  si  l’on  donne  à x des  valeurs  incommensurables  qui 
varient  infiniment  peu.  Car  soient  (J , y deux  nombres  incom- 
mensurables dont  la  différence  est  infiniment  petite,  â,  d-f-  i 
deux  nombres  commensurables  qui  comprennent  (3 , y entre 
eux,  i étant  aussi  infiniment  petit;  aB  et  ay  seront  tous  les  deux 
compris  entre  a ^ et  , dont  la  différence  est  infiniment  pe- 

tite; donc  cia — a?  est  aussi , en  valeur  absolue,  infiniment  petit. 

Corollaire.  Ainsi  il  est  permis  de  conclure  que  si  x varie  d’une 
manière  continue  depuis  + =»  à +oo  , a ' variera  aussi  d’une 
manière  continue  de  0 à +»  si  a 1 , et  de  -j-oo  à 0 si 
a < 1.  * 

Par  conséquent,  quels  que  soient  les  nombres  absolus  a et  b , 
l’équation  admet  toujours  une  solution  positive,  unique; 
car  6 étant  compris  entre  0 et  oo  , il  y a toujours  une  valeur  de 
x qui  donnera  à a*  la  valeur  de  b , vu  que  a 1 passe  par  tous  les 
états  de  grandeur , compris  entre  0 et  oo , si  x varie  de  — oo 
à -J-  oo  . * 


PROPOSITION  XXVI.  — THÉORÈME. 

L’exposant  incommensurable  est  assujetti  aux  mêmes  règles 
que  l’exposant  commensurable , dans  la  multiplication , la  divi- 
sion, Information  des  puissances  et  l’extraction  des  racines. 

1°  Soit  <d/2xai/a’;  je  dis  que  le  produit  est  car 

soient  a , a-hi  deux  nombres  commensurables  qui  comprennent 
1/2;  (3,  ft+i‘  deux  autres  nombres  commensurables  qui  com- 
prennent l/3 ; i,  i'  étant  infiniment  petits.  Il  est  prouvé  que 
àC*  est  compris  entre  a*  et  a“+l , que  a/z  l’est  entre  a P et  aF**'; 
donc  aV^Xày*  l’est  entre  et  Mais  1^2  — {—  |/ 3 

étant  compris  entre’  a + f3  et  c+jî+i+i',  il  s’ensuit  que 

rtv/çH-K3  est  ausgj  entre  „*+/}  et  . £jonc  (yifx  aX  /jf 
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et  d/V+v'X  sont  deux  nombres  invariables  compris  entre  ces 
limites,  dont  la  différence  est  infiniment  petite,  puisque  celle  des 

exposants  a-h/ 9,  a + /3+i  + i'  l’est;  donc rtl  2'x«l  ^ct 
sont  égaux. 

2°  Soient  ni , n deux  nombres  incommensurables  : on  a 
am  X fl"  = «m+"  ; 

donc  am+°  : <ï“—a",  c’est-à-dire  que  am-*-a  : am 

3°  S’il  s’agit,  par  exemple,  de  («l  ^)1^,  on  prouvera  facile- 
ment que  le  résultat  est  «' 

4°  Enfin  on  prouvera  aussi  que  c étant  entier  positif,  on  a 

./ Vj_ 

V n>  ? — a e , etc. 


PROPOSITION  XXVII.  — PROBLÈME. 

Reconnaître  si  dans  l'équation  a*  = b , x est  commenturable , 
a et  b tétant.  * 

1°  a et  b sont  entiers,  x sera  positif  ; car  si  x varie  de  — oo 
à 0 , variera  de  0 à 1 et  ne  deviendra  pas  égal  à 6;  mais  si  x 
varie  de  0 à + oc , ax  varie  de  1 à -+-  oc  , et  il  y aura  une  valeur 
de  x qui  le  rendra  égal  à b. 

Pour  que  a:  soit  commensurablc , il  faut  qu’il  existe  un  nombre 
— , met»  étant  entiers  positifs,  tel  que  l’on  ait 

71 

m 

a"  — b,  ou  am  — b".  (1) 

Mais  si  m,n,  a,  b sont  entiers,  a”,  b"  le  sont;  soient  r,  s.... 
les  facteurs  premiers  de  a,  et  soit  a — 3 ....  ; il  faudra  que 

r,  s , etc.,  divisent  bu  et  par  suite  b;  soit  donc  b = r*' s*‘ 

et  l’équation  (1)  devient 

rmttsmP  . . . = r"<*  ' . . . 

Or,  un  produit  ne  peut  se  décomposer  en  facteurs  premiers 

«9 
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que  (l’une  manière  ; donc 


d’où 


am  — a 'n  , 

m a1 

n a 


fini— fl ’n  , elc. 


a'  81 

Ainsi  il  faut  que  —■='—  = etc. , c’est-à-dire  que  a et  6 ad- 
a fl 

mettent  les  mêmes  facteurs  premiers  et  que  l’exposant  d’un  fac- 
teur premier  de  b , divisé  par  l’exposant  de  ce  même  facteur 
dans  a,  donne  un  quotient  invariable  par  rapport  à tous  ces 
facteurs. 

Ces  conditions  sont  suffisantes  pour  que  x soit  commensura- 
ble.  En  effet  soit 


a 


..,  b = r*‘ s* 


et 


a'  _ /î' 
a fl 


je  dis  que  l’équation  a'  — b sera  satisfaite  par 


Car  l’équation  a'=b  se  met  sous  la  forme  r*’/’ ...  =r*  s&  ..., 

• y & / 

et  faire  x — — =z‘—  = etc. , revient  à faire  ax~a‘ , flx—(l‘... 
a fl 

ce  qui  transforme  l’équation  précédente  enr1*  ...  = r*  sâ  ... 
c’est-à-dire  en  une  identité. 

(J 

2°  a est  entier  et  b fractionnaire.  Soit  [>=-^>1.  La  valeur 

a 

. . m 

de  x doit  encore  être  positive  ; posons  encore  x , on  aura 


c c 

Mais  am  est  entier,  et  pour  que  ^ le  soit,  il  faut  que  ^ ou  6 le 


soit,  ce  qui  nous  ramène  au  premier  cas. 


LIVnK  III. 


Q 

S«  A = - 1 , x iic  saurait  être  positif.  Car  x variant  de  0 à 

+ 00  > a'  varie  de  1 à -f-  ao  , et  ne  devient  pas  égal  à Posons 
m ..  . 

x— ,•  d vient 

n 

--  c ( d ,»  d"  ' , 

dou  «-  = (+-•  (2) 

Celte  égalité  exige  que  - soit  entier;  si  donc  -.est  irréductible, 
c d 

il  faut  que  csoit  égal  à l’unité;  l’égalité  (2)  se  réduit  à am—d",  et 
exige  que  a et  d remplissent  les  mêmes  conditions  que  a et  b 
dans  le  premier  cas. 

3°  a et  b sont  fractionnaires;  soit  a=-,  6 = -,  ces  deux 
' / « 
fractions  étant  irréductibles;  si  a et  b sont  tous  deux  1 , ou 
tous  deux  1 , x sera  0.  Car  dans  le  premier  cas  a'  varie  de 
1 à +oo , et  dans  le  second  de  1 à 0 , si  x varie  de  0 à +oo . 

Dans  chacun  de  ces  cas  on  posera  x — — , ce  qui  donne 

^ = r 
f“  h' 

Chacune  de  ces  fractions  est  irréductible;  donc  il  faut  que 
em=g"  et /“=/»";  ainsi  e et  g d’un  côté, /et  A de  l’autre,  doivent 
satisfaire  aux  mêmes  conditions  que  a et  6 dans  le  premier  cas  ; 
déplus,  il  faut  que  le  rapport  des  exposants  des  facteurs  pre- 
miers de  g et  e soit  le  même  que  pour  ceux  des  facteurs  premiers 
de  h et/. 

Si  a^>  1 et  6 <1,  ou  réciproquement,  .r  sera  négatif,  et 
on  posera  x — — ce  qui  donne 


/'"  g"  ‘ 

et  conduit  à des  conséquences  analogues. 

Remarque.  Si  a est  un  nombre  entier  dont  les  facteurs  pre- 
miers sont  tous  à la  première  puissance,  pour  que  x soit  com- 
mensurable,  il  faut  que  b soit  une  puissance  entière,  positive  ou 

*9- 
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négalive  de  a.  Car  Si  b 1 , soit  toujours  b — r * a—rs..„; 

et  fl' 

puisque  a — /9z=e tc.=l , les  conditions  — = — =sc  réduisent  à 

a — fl  = ....;  et  b prend  la  forme  r*'  s*-1  ....=  («....)*  = a** 

Si  b <^1 , il  faut  qu’il  soit  de  la  forme^,  et  6'doitencore  être 

une  puissance  entière  de  a,  ainsi  b est  dans  ce  cas  une  puissance 
entière  négalive  de  a. 

Corollaire.  Lorsqu’on  a reconnu  que  x est  commensurable, 
on  en  a en  même  temps  trouvé  la  valeur;  car  on  a vu  que  — ou 

x est  égal  a — ou  — ... . 
a /? 

Remarque.  On  a vu  que  si  a et  5 sont  tous  deux  1 ou  tous, 
deux  1 , x est  positif;  que  si  l’un  est^>  I et  l’autre  <^1 , x 
est  négatif. 

PROPOSITION  XXVIII.  — PROBLÈME. 

Résoudre  l'équation  a'— b. 

On  cherchera  d’abord  si  x doit  être  commensurable,  et  dans 
ce  cas  on  en  trouvera  aussi  la  valeur.  Si  x ne  doit  pas  être  com- 
mensurable, on  commencera  par  ramener  l’équation  au  cas  où 
a et  b sont  tous  deux^>  1.  A cet  effet,  si  a^>l  et  6<^1,on  pose 

b‘  sera^>i,  et  l’équation  devient  «'=:p;  on  fera  x= — x , 
et  elle  devient  a"~b‘,  où  a et  b‘  sont  1. 

Si  a<^l  et  1 , on  pose  axz^-,x— — x',et  l’onafl'"'=  b. 

Enfin  si  a et  b<C  1 , on  fait  a—  — , et  l’on  a a1'— b1. 

a‘  b‘ 

Pour  montrer  comment  on  calcule  la  valeur  approchée  de  x, 
soit  l’équation  4*  = -f 0 (1). 

Le  nombre  40  renfermant  le  facteur  premier  6 qui  ne  se  trouve 
pas  dans  4,  a:  est  incommensurable.  Faisant  x=0 , on  a 4°=1  ; 
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# = 1 donne  4‘=4  <^40;  # = 2 donne  4*=  16<^40;  .r=3, 
donc  43=64^>40.  . 

Comme  4*  croit  avec  x,  cette  inconnue  sera  comprise  entre  2 

et  3;  posons  donc  x = 2 -f--,  y étant  1.  L’équation  (1)  de- 


vient 


4’+7=  40 , ou  4’  4)  = 40 


47-  — -- 
16  2’ 


d’où 


élevant  à la  puissance  y , on  a ( - 1 =4 


5V 


(2) 


'La  question  est  ramenée  à résoudre  cette  équation , où  l’on 
sait  que  r~>  1. 

« o j /5Y  20  v. 

Or  y=2,  donne  f -J  = — p.  4.  Donc  y est  compris  entre  1 

cl  2;  posonsy=l-| — — ; y,  sera^>  1 , et  l’équation  (2)  devient 
7* 


• =4, d'0”  i x = 4 

/B\ÿ,  8 /8  V,  5 

,s  U;  =âel(5/'  =*• 


puis 


(3) 


/gy  £ 

Faisant  y,  = 2,  on  a T —J  = 25  -f  ainsi  y,  est  entre  1 et  2;  on 

pose  y,  = 1 -f-  — ; y,  sera  1 , et  l’équation  (3)  donne 

/ 26V’  _ 8 
V16/  ~6  ; 

/25\»  g25  g 

r.  = *. {,onne  Y6  J = 266  ^ 6;  ainSI  r’  <"2;  poso,ls 


J\—  1 H ; il  vient 

73 
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On  trouvera  que  y3  est  compris  entre  18  et  19,  et  l’on  fera 

1 * 

j3=z18-f-  — et  ainsi  de  suite. 

J* i 

La  valeur  de  x sera  représentée  par  la  fraction  continue  ; 


a:rr2-)-l 

T+î 

i+i 

î+J 

1 8h—  etc. 

, . 2 3 5 8 149 

Les  réduites  sont  - , y «g»  g > » • • • • 

Cette  dernière  est  <+ , et  la  mesure  de  l’approximation  est 

— — — ; en  décimales,  on  pourra  calculer  x jusqu’aux 

56159  3304 

millièmes  (p.  24,  r.  1).  Le  quotient  pris  en  plus,  est  2,661,  et 

16  — — 1 

l’erreur  sgr  ce  quotient  est  ■ ■ -- — ou  — rr  ; la  différence  x — 2,66 1 

obUOO  oOuU 

est  ainsi  <[  ^ , — 5-^—.  Comme  cette  quantité  est  positive , 

ojU4  «joUU 

on  ne  sait  si  2,661  est  trop  grand  ou  trop  petit;  mais  en  calcu- 
lant une  réduite  de  plus,  on  s’assurera  que  x est  entre  2,661  et 
2,662;  si  l’on  ne  veut  pas  aller  jusque-là,  on  est  du  moins  cer- 
tain que  x 2,66  et  a <^2,67. 

En  général  a et  b étant  tous  deux  1,  dans  b , on  don- 
nera à x les  valeurs  0 , 1 , 2 , 3 , etc.,  et  l’on  arrivera  à 2 nombres 
entiers  consécutifs  n,  n+ 1,  dont  l’un  donnera  a*  b,  et  1 autre, 

1 

«"-H  b ; ainsi  x n et  » +1.  On  fera  x — n+  - ; 1 équa- 
tion ax=.b  devient 

B+t  , — » ' *7.  ^ 

<1  y=b,  ou  , ou  a}=.  — 

b b 

Comme  a"  <C  b , — sera  + 1 ; posons  — =«, , et  élevons  a la 
1 ^ a”  a 
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On  cherchera  de  même  deux  nombres  entiers  n,,  n,  +1  qui 
comprennent/;  posant  /=n,  -) — — , on  aura  une  nouvelle  équa- 
lion  qui  servira  à déterminer/, , etc.  ; x se  trouvera  ainsi  développé 
en  une  fraction  continue  a:  = »-)-  — — , et  pourra 


n,- 


par  conséquent,  être  calculé  avec  tel  degré  d’approximation 
qu’on  voudra  (p.  22). 

Ex.  1".  8’ = 32.  Remarquez  que  8 et  32  ne  renferment  qu’un 


seul  facteur  premier,  qui  est  2;  32  = 23,  8 = 23;  doncx= 

«J 

Ex.  2.  27’  = -i-;  x est  négatif,  commensurable  et  égal  à 


4 

3 


f A 8 

Ex.  3.  ( -j  — — ; 8 et  4 n’ont  qu’un  seul  et  même  facteur 

3 

premier;  le  rapport  des  exposants  est  - ; il  en  est  de  même  de 

M * 

3 

27  et  9;  donc  x—  - • 


Définition  7.  On  appelle  logarithme  d’un  nombre  b dans  le  Sys- 
tème dont  la  base  est  a,  l’exposant  de  la  puissance  à laquelle  il 
faut  élever  a,  pour  reproduire  b;  le  logarithme  de  b est  donc  la 
valeur  de  x dans  l’équation  de  a'— b.  Pourvu  que  a soit  diffé- 
rent de  1 , l’équation  a*=6  admet  toujours  une  valeur  réelle  de 
x,  laquelle  peut  être  calculée  avec  tel  degré  d’approximation 
qu’on  veut.  11  s’ensuit  que  tout  nombre  absolu  b,  a un  loga- 

rithme  réel  dans  le  système  dont  la  base  est  a ^ 1 . 

Si  a 1 , on  a vu  que  dans  «’  = b , x est  0 si  b 1 et 
x^>  0 si  b )>  1.  Ainsi  dans  le  cas  où  la  base  est  )>  1 , les  loga- 
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rilbmes  des  nombres  absolus  moindres  que  1 , sont  négatifs  et 
ceux  des  nombres  absolus  plus  grands  que  1 , sont  positifs.  C’est 
l’inverse  si  a 1. 

Dans  tous  les  cas  le  logarithme  de  1 est  0 , et  celui  de  la  base 
est  1 ; car  l’équation  <i*  = l donne  x=0,  et  ax=za  donne  xxz  1. 


PROPOSITION  XXIX.  — THÉORÈME. 

Le  logarithme  d’un  produit  est  égal  à la  somme  des  logarithmes 
de  ses  facteurs  ; le  logarithme  d’ un  quotient  est  égal  au  loga ■» 
rithmc  du  dividende  moins  le  logarithme  du  diviseur;  le  loga- 
rithme d’une  puissance  d’un  nombre  est  égal  au  produit  de  l’ex- 
posant par  le  logarithme  du  nombre. 

Soient  b , b',  b".  . . . plusieurs  nombres;  x , x‘,  x“. . . leurs 
logarithmes , a la  base. 

D’après  la  définition , on  a 

b — ax,b'~ax,b‘t~ax' 

” 1“  Multipliant  ces  équations  membre  à membre,  on  a 
bb'b'< . . . . = • • • . • 

Ainsi  le  logarithme  du  produit  bb'b",., . . est  x-\-  x‘-\-x“..., 
•somme  des  logarithmes  des  facteurs,  ce  qu’on  écrit  ainsi  : 
log.  b1)b“....=.x-\-x‘-\-x“ = Iog.  fi  + log.A'-f-log.  b"  -J- 

b 

2°  Divisant  b— a'  par  b‘—ax',  on  a — zzax— * • 

Donc  le  logarithme  de  ~ est  x —x‘;ou 
log.^rrlog.è—  log.f»' 

et  le  logarithme  du  quotient  est  égal  à celui  du  dividende,  moins 
celui  du  diviseur. 

3°  Élevant  à la  puissance  m tes  deux  membres  de  lequalion 
b — ax,  on  a bm  = am\ 

Dans  le  logarithme  de  bm  est  nix  ou  m.  log.  b. 
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Si  m est  un  nombre  comme  — itm‘  étant  entier  positif,  on  a 

/ 1 m/ 

bm  — ^—V'b. 
m-  1 

Donc  log.  6m  ou  log.  V b — — log.  b; 

m‘  ° 

c’est-à-dire  que  le  logarithme  d’une  racine  d’un  nombre  est  égal 
au  logariLbme  de  ce  nombre,  divisé  par  l’indice  de  cette  racine. 

Corollaire . Il  s’ensuit  que  si  l’on  connaissait,  les  logarithmes 
des  nombres  et  réciproquement , les  propriétés  précédentes-chan- 
gcraient:  1°  les  multiplications  en  additions;  2°  les  divisions  en 
soustractions;  3°  l’élévation  à la  puissance  m en  une  multiplica- 
tion par  m;  4°  l’extraction  d’une  racine  m en  une  division  par 
m.  A cet  effet  on  a calculé  les  logarithmes  des  nombres  entiers 
depuis  1 jusqu’à  une  certaine  limite,  ce  qui  forme  une  table  de 
logarithmes.  La  table  de  Callet  va  jusqu’à  108000;  les  logarith- 
mes y sont  calculés  avec  7 décimales,  et  la  base  du  système  est 
10;  ce  système  s’appelle  le  système  vulgaire  ; comme  10  ne  ren- 
ferme ses  facteurs  premiers  2 et  S qu’à  la  première  puissance , 
les  seuls  nombres  commensurables  qui  aient  des  logarithmes 
vulgaires  commensurables  sont  les  puissances  entières , positives 
ou  négatives,  de  10  (p.  27,  r.  2). 

Remarque.  Pour  avoir  le  logarithme  vulgaire  d’un  nombre  b , 
il  suffit  donc  de  résoudre  l’équatibn  10'=i.  Mais  s’il  s’agit  de 
former  une  table,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  calculer  directe- 
ment les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers  qu’on  veut 
comprendre  dans  celte  table:  il  suffira  de  déterminer  ceux  des 
nombres  premiers.  Car  si  un  nombre  se  décompose  en  a“bic1’..., 
le  logarithme  de  ce  nombre  est  égal  à 

log.  a* -f-  log.  b3  -f-  log.  cy ....  ou  a log.  a-f-/?  log.  b-\-y  log.  c... , 
par  conséquent  au  moyen  des  logarithmes  de  a,  b , c ,....,  on 
aura  celui  de  ce  nombre. 

Supposons  qu’il  s’agisse  d’avoir  les  logarithmes  des  nombres 
entiers  depuis  1 à 108000  avec  7 bonnes  décimales,  ou  à moins 

5 ' 

de  Il  ne  suffira  pas  de  calculer  ceux  des  nombres  premiers 
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à moins  de  5 X (0,1)8;  car  les  erreurs  dont  ces  logarithmes  sont 
affectés  se  trouveront  multipliées  par  leurs  exposants,  puis  ajou- 
tées , et  pourraient  influer  sur  les  derniers  chiffres.  Or,  il  est  évi- 
dent que  l’erreur  la  plus  forte  est  à craindre  dans  le  logarithme 
du -nombre  qui  a le  plus  de  facteurs  premiers,  et  dont  par  con- 
séquent les  facteurs  premiers  sont  les  plus  petits,  c’est-à-dire 
sont  égaux  à 2;  ainsi  ce  nombre  est  la  plus  forte  puissance  de  2 
comprise  dans  la  table;  c’est  2'1’  ou  65596.  Soit  a l’erreur  com- 
mise sur  log.  2,  celle  qui  affectera  2,a  sera  16a,  et  pour 

6 . 5 

quelle  soit  moindre  que  — ■ , il  faut  que  a soit  con' 

dition  qui  sera  remplie  si  l’on  prend  a (0,1)9. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  log.  2 ait  été  calculé  en 
moins  et  que  les  trois  derniers  chiffres  de  16  log.  2 soient  592; 

16  . *. 

ainsi  16  log.  2 = .,,.. . 592-f-16aet  16a<^T7  ; si  l’on  négligeait 

les  chifîres  92.  Cette  erreur  ajoutée  à 16a  qu’on  néglige  aussi 

1 


pourrait  donner  une  erreur  plus  grande  que 


10- 


car 


92+16  = 108.  Pour  parer  à cet  inconvénient  on  prend 
16  log.  2 = .,. . ..  600  et  il  y aura  deux  erreurs,  l’une  négative. 

-8  16 
égale  à l’autre  positive  16a  \ jivî»  l’erreur  egt  donc 


10»’ 


* 10  8 * 

— - ce  qui  montre  qu’on  ne  sait  si  elle  est  positive  ou 

négative;  par  conséquent  et  vu  que  dans  les  tables  de  Callet  rien 
n’indique  en  effet  si  l’erreur  est  positive  ou  négative,  on  pourra 
prendre  16 log.2  = . , .... 6.  Si  les  deux  derniers  chiffres  du  pro- 
duit 16  log.  2 forment  50,  ou  plus,  on  raisonnera  toujours  de 
même,  et  l’erreur  sera  moindre  que  5 unités  du  8e  ordre.  Mais 
si  ces  chiffres  sont  moins  que  50  et  plus  que  33,  soit  1 6 log.  2=.,.... 
742+16a;  ici  on  ne  sait  si  42+16a  fait  plus  ou  moins  que 

^ unité  du  7 e ordre;  mais  on  sera  certain  que...... 700  sera 

exact  à moins  de  ~~  en  moins.  Que  si  l’on  veut  pousser  l’cxac- 
10" 
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tilude  jusqu’à  il  faudra  calculer  log.  2 avec  10  chiffres  dé- 
cimaux et  raisonner  de  même.  Au  contraire  si  les  deux  derniers 
chiffres  de  16  log.  2 font  moins  que  34,  par  exemple  si 

32 

16  log. 2 = .,....  732-f~16cc,  on  sera  certain  que  — H- 16a 


est  moindre  que  — s.  On  pourra  donc  avoir  tous  les  logarithmes 


à moins  de  5 unités  du  8e  ordre,  et  c’est  ainsi  que  Callet  les 
donne.  Cependant  il  serait  à désirer  que  l’on  pût  reconnaître  si 
un  logarithme  est  calculé  en  plus  ou  en  moins*. 

Du  reste  l’exemple  de  log.  2 n’est,  comme  on  peut  le  recon- 
naître, que  purement  fictif;  car  le  log.  2 est  en  effet  0,301029995; 

20  5 

ainsi  16  log.  2 = 4,8164799204-1 6ce  ••  or  — 4-16a,<^  — ; 

donc  à moins  de  5 unités  du  8e  ordre,  et  en  moins,  on  aura 
16  log.  2 =4,8164799. 


PROPOSITION  XXX.  — THEOREME. 


Soient  n et  n-f-1  deux  nombres  dont  la  différence  est  i unité; 
la  différence  de  leurs  logarithmes  vulgaires  est  moindre  que 

En  effet  log.  (n+1)— log.  n=log.^-t*  (p.  29, 2°)=log/l~f-^\ 
Ainsi  il  faut  prouver  que 


1 


Or  — est  le  logarithme  de  10'“;  donc  la  question  revient  à 
montrer  que 

1-4- 1 <r  io^ 

n 


* Les  belles  tables  de  M.  Babbagc  donnent  cette  indicatiun  Tort  utile 
pour  déterminer  te  degré  d'approximation  des  résultats. 
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Supposons  d’abord  que  n soit  entier;  cette  inégalité  revient  à 


La  formule  du  binôme  donne 


K)“<- 

K)'= 


1 | 2H.1  I 2n(2n-l)(2»-2)_l 


n’ 


etc.  . 


V . , „ t n 2 

Les  quantités  2 ,2 étant  toutes  positives  et 

n n 

moindres  que  2,  la  série  précédente  donnera  une  somme  moin- 
dre que 

21  21  2’”-1 
3 + 2+3  + 3T4  + V + 3XÂi- 
Cette  série  est  moindre  que 

e 4 2 /2\*  /2V  /2V”-3 

54-3  + 3+^J  + +--  + (3) 

A partir  du  3e  terme  compris,  cette  série  est  elle-même  moin- 
dre que  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  la  progression 

...  • 22  a 

géométrique  infinie  où  a—  , q =-  , limite  qui  est  (p.  16), 

«j  O 1 — Q 

5 . . 4 

«u  -j — ;=2;  donc  notre  série  est  moindre  que  5 + - + 2 ou 
1 — 3 3 

que  8 -f-  — , et  à fortiori  moindre  que  10. 

O 

Donc  en  effet  Iog.  (n-f- 1) — log.  • 

z 

Soit  maintenant  le  cas  où  n est  fractionnaire  et  égal  à - , z et  p 
étant  entiers. 


Il  faut  prouver  que  1-f-  - 1 0’1’  (I) 
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Soi 

Celte  inégalité  est  prouvée  pour  z — 1 ; or,  je  dis  que  si  elle 
est  vraie  pour  z~m,  elle  l’est  pour  z = wi+1.  En  effet  on  a 

I I m~)~l p+m-f-1 p-\-m- 1-1  p-{-m 

P ~ P ~ P~\-m  X p ’ 

mais  £±^±!  — i_|_  _L_  <^l0^p 

p-\-m  p-hm  ^ p ^ ’ 

vu  que  p est  entier. 

D’ailleurs  par  hypothèse  c’est-à-dire  1+  - < 10^, 

P P 

puisqu’on  suppose  la  relation  (1)  vraie  pour  z=zm; 

m j 4 » m m + i 

donc  1-| <10’"x10’p  = 10~. 

P 

Donc  la  relation  (1)  est  vraie  pour  z = m-f-l , si  elle  l’est  pour 
z — m.  Mais  elle  est  prouvée  si  z — 1;  donc,  etc. 

Enfin,  soit  u un  nombre  incommensurable,  je  dis  qu’on  a encore 

l+i<l(F. 

u 

Car  soit  u | a un  nombre  commensurable  qui  diffère  infini- 
ment peu  de  u;  on  a 

1 : 

1-t 


u-\-a 


1 


Or  — ■ — diffère  infiniment  peu  de  u ; KH"-*-*)  diffère  infini- 
u-\-a  r 

t 

ment  peu  de  10™  (p.  25)  t la  dernière  inégalité  revient  donc  à 


Donc 


l+-<10  “H-  un  infiniment  petit. 

1+-  5 10™. 

M <\ 


Or,  on  ne  saurait  avoir  1+  - = 10’“. Car  si  on  fait  u—]/ 2r 
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on  aurait 


; 1/2  ^ 

W-  — = 10% 


ce  qui  est  faux;  car  V' 2 est  compris  entre  1,414  et  1,415;  dans 

1/2 

le  premier  membre  est  <^1,708;  d’un  autre  côté  — 0,35, 

et  10".3;;^>  10“.%  ou  10*  ou  l/lO;  mais  ^10  3,16  et 

l/%16>  1,77.  Donc,  etc. 

Corollaire.  Si  10',  log.  (n+1)  — log.  n qui  est  <\=- , sera 

/ •'  mTI 

2Ô5ÔÔ  °U  (lue  > de  sorte  que  les  logarithmes  des  nom- 


bres entiers  supérieurs  à 10000,  différeront  de  moins  que 
0,00005,  et  il  y en  aura  chaque  fois  un  certain  nombre  qui 
auront  les  quatre  premières  décimales  communes. 


. PROPOSITION  XXXI.  — THÉORÈME. 

Soient  A,  B,  C trois  nombres  absolus  croissants ; supposons 
donnés  log.  A et  log.  C;  si  l’on  fait  la  proportion 

C— A : B — A ::  log.  C — log.  A : log.  B — log.  A, 

rQ j 

l’erreur  sur  log.  B — logy  A sera  moindre  que  ( — 

Posons  C— A ^ kd,  B— A = mô,  k , m étant  entiers , â une 
commune  mesure  entre  C — A , B — A.  Considérons  la  série 
des  nombres 

* A , A-f-$ , A-f-2<ÿ,  ••  • A— f -mô , < . . A— j —kô 

soient  leurs  logarithmes  respectifs 

l > l-hsJ , , f-Hz/, , . • . l-\-/Jm , l~h^/k. 

Représentons  trois  termes  consécutifs  quelconques  de  la  pre- 
mière série  par  n , n- \-â,  n-f-2(5’;  leurs  logarithmes  par  / -f  d. 
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l , de  sorte  que 

l~+-d  =l°g'  n>  f+ z/"  = log.  (n+-tf) , l-hJ'"=  log.  («4-2d) 
de  là  les  différences 


ra-j-2d 

fi— f-d 


= log.  (n+2d)  — log.  (n-f-d)  = log. 

■à" — J‘—  log.  n-f-d) — log.  n — log. 

n 

Ensuite  la  différence  des  différences,  ou  différence  seconde 

J" = log.  ^ - log. 

n b n-f-d 

„ (*H-d)3 


. (n-f-d)’  /'  d’ 

~ °S'n(n-f-2d)  “ l0g  0+  n’-f-2nd)‘ 


ü’aprés  p.  30,  cela  est  <-  d et  à fortiori  ' 

2(n’-f-2nd)  J ^2n’ 

Ainsi  dans  notre  série  toutes  les  différences  secondes  des  loga- 
rithmes sont  <T  — . 

x 2A’ 

Nommons  à,,  a,...  ces  différences  secondes;  leur  forme 
générale  est  0u 

Ainsi  pour  les  trois  premiers  termes, 
où  J'  = 0, 

on  a 2//, — di  — a, 

puis  2^/» — /jt — /j)  — ch 

> 2 J 3— J, — J/t  = ai 

etc. 

2<-,-^k-a-^k  = «k-,. 

Ajoutant,  on  trouve 
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//k  4 -d  * — Cti+Cfa+Ct3+  • • • +<*t— , > 

* d’où  Ji=  Jk-,  + — a,—a^—a3—  ...  — ak_,— ak_, 

par  suite  z/k_,  = Jk-,~(~^'~a'~cl,~<X3~  •••  “ '“t— » 


z/3  — z/a+z/  i Cti  Ct, 

z/ , “ z/ I — et, - 
Ajoutant  depuis  z/k , on  aura 
z/k^/fz/, — (k — 1)ot> — (k — 2)cca — •••  — 2ct)( — a ak — ,, 

Or,  et, sont  toutes  moindres  que  donc  *a  somme 

( k — 1 )ce,-+-(A' — 2)aa+  ...  +2ak-,+«k— , 


< i (A--l)+(*-2)+  . . . +2+1  j 


2A 
<T 

ou  que  ^ 


*(*-1)  /fr’d’  (C-A)* 
< TTï  ou  *lue  4^ 


2 " 4A 

/ 

Représentons  cette  somme  par  /9,  de  sorte  que 

On  aura  de  même 

Jm=mJ,—y, 

y étant  — (rn — l)ct,+(m — 2)cta+ ...  +2a„ — a+ctm— , 
Jm  mj,—y_m  mfi—ky 

Tk  ~ h J, -p  ~ k + k{kJ.—0) 


Donc 


(0 


Le  dernier  terme  est  plus  petit  que  la  plus  grande  des  quantités 

m/3  ky  _ y 
k J y k.  Jk  Jv 
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La  première  est  = — qui  est  — . 

Donc  le  dernier  terme  de  (1)  est  <"  — , et  si  l’on  en  tire 


~ j-  di  l’erreur  sera  moindre  que  /?  ; 

donc  en  posant  k : m ::  z/k  : z/m , 
ou  ::  kâ  : md , 

ou  enfin  C — A : B — A : : log.  C — log.  A : log.  B — log.  A , 

fC— A')2 

l’erreur  sur  le  quatrième  terme  est  <^/9  ' . 


Remarque  t.  Le  numérateur  mf)—ky  de  l’erreur  est  égal  à 
m { (4-— l)a,+(A— 2)»,+ ...  H-(4r_m+l)ain_,4- . . . +«k_, } 
— k [(m— l)a,4-(m— 2)«,-f-  ...  +«m_,  } 

= {k—m)  { a,-j-2a!1-|-  ...  (m— -f.2ak_,-f-ak_i 

quantité  positive  puisque  m <£.  Ainsi  l’erreur  est  positive. 


Corollaire.  Si  C — A = 1 , l’erreur  est  "C 

MA’ 


Si  en  outre  A*>  10000,  elle  est  <" 

\4.108 

siA]>  100000,  elle  est<\  | ^ . 


Remarque 2.  C’est  ce  principe  qui  sert  à calculer  les  logarithmes 
des  nombres  qui  ne  sont  pas  dans  les  tables,  et  les  nombres 
répondant  à des  logarithmes  qui  n’y  sont  pas  non  plus*.  Dans 
ce  calcul  on  remarquera  l’avantage  que  présente  l’identité  entre 
la  base  du  système  de  numération , et  celle  du  système  de  loga- 
rithmes. Car  soit  N un  nombre>  108000,  limite  des  tables°de 
Callet.  Pour  trouver  log.  N,  on  divisera  N par  10»,  a étant  assez 
' N 

grand  pour  que  108000.  On  pourra  déterminer  le  loga- 


if  Consulter  pour  cet  objet  les  explications  qui  accompagnent  les  tables. 

20 
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N N 

ritlimc  (le  —,  et  comme  N :=  10’  X rx, , on  aura  (p.  29,  1°) 

10a  10 

log.  N = log.  yjj  +log.  (10*)  = log.  yj;  +«. 

N 

Ainsi  au  log.  ïqT  il  suffira  d’ajouter  a unités  entières,  et  #n 
aura  celui  de  N.  * 

Si  la  base  des  logarithmes  n’était  pas  10,  le  logarithme  de  10* 
ne  serait  pas  a ; il  faudrait  donc  encore  chercher  le  log.  10’  et 
N 

l’ajouter  à log.  — , ou  décomposer  N en  deux  ou  plusieurs 

facteurs  en  tiers  ou  fractionnaires  dont  on  sût  calculer  les  lo- 
garithmes. 

PROPOSITION  XXXII.  — PROBLÈME. 


Déterminer  la  limite  de  l’erreur  dont  est  affectée  1“  un  loga- 
rithme calculé  au  moyen  de  son  nombre  par  le  théorème  précé- 
dent, 2°  un  nombre  calculé  de  même  au  moyen  de  son  logarithme. 
Dans  les  tables  de  Callet  l’erreur  sur  les  logarithmes  et  les 
^5  . . . • „ 

différences  est  \ jqs>  mais  on  ne  sa,t  51  e"e  est  P0Sll,ve  ou 
négative. 

Soient  n , n+1 , deux  nombres  entiers;  l,  l+J  leurs  loga- 
rithmes pris  dans  la  table;  soit  d <1;  pour  avoir  log.  (n+d)  , 
on  fait  la  proportion  1 : d : : A : x d’où  x — d/l  ; on  calcule  d/l 
5 

à moins  de  —s  ; soit  m cette  valeur,  e l’erreur  et  dj  — m+e; 

10" 

on  prend  l-\-m  pour  logarithmes  de  n-\-d. 

Or  le  véritable  log.  n n’est  pas  l;  on  peut  le  représenter  par 

\ ' ' 5 

l-y-e:  e étant  ^ 0,  mais  son  module  est  <(— ^a  véritable 

différence  n’est  pas  non  plus  /I ; elle  serait  /I  — e , si  l-p-J  était 
le  logarithme  exact  de  n+1;  ce  log.  (n+1)  peut  aussi  être  re- 
présenté par  l-\-J-\-e',  le  modide  de  e‘  étant  aiusi 
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différence  est  d e-f-e'.  Nommons  dr  l’erreur  positive  qui  ré- 
sulte de  la  proportion  des  différences;  on  a la  valeur  exacte  de 
log.  (ra-f-d)  = l+e-\-d{J—e-j-e‘)  -K9' 

ou  H-m-(-e+e+d(e'— e)-f-#  = _d)-f -f.-\-fr-!rde'. 

Et  comme  on  prend  l+m,  l’erreur  est  e(l d)+e-f-^--j_de'  : 

on  en  aura  une  limite  supérieure  en  remplaçant  e,  e',  par  leur 

limite  supérieure  commune,  qui  est  1 unité  du  septième  ordre 
décimal:  ainsi,  en  unités  du  septième  ordre,  cette  erreur  est 

Si  t est  négatif,  cela  sera  toujours  moindre  que  ^-f-  et  même 

moindre  que  -,  toutes  les  fois  que  e+&  0. 


Si 


e est  positif,  mais  tel,  que  e-f-#  l’erreur  sera  <1. 


Enfin  dans  tous  le  cas  elle  est  moindre 
1+#. 


1 1 „ 

*lue  2 ■+■  ou 


Remarquons  d’ailleurs  que  pour  la  partie  de  la  table  où  les 
logarithmes  sont  calculés  avec  8 décimales,  les  limites  précé- 
dentes expriment  des  unités  du  huitième  ordre  décimal , excepté 

& qui  alors  est  <"  -, — 7^—. 

^ ^4.10“ 


Supposons  maintenant  qu’on  donne  un  log.  qui  tombe 
entre  les  logarithmes  tabulaires  l , 1-hJ,  répondant  à n et  n-f-1  ; 
soit  n-j-d  le  nombre  qui  répond  à H-h;  d’après  la  formule  ci- 
dessus,  on  aurait 


log.  (iH-d),  ou  l-hh  = l+e+d(j—e+e‘)-y-9-. 


‘d’où 


h — e — &• 
J — e-\-e‘ 


20.  . 
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Voilà  ce  qu’on  devrait  ajouter  à n;  au  lieu  de  cela  on  fait  la 
* h « 

proportion  A '•  1 : : h : x — — , 

on  réduit  — en  décimales;  soit  q le  quotient  X la  partie  négli- 

A 

gée,  de  sorte qu e -^  = ? + X;  c’est  q qu’on  prend  au  lieu  ded; 

X peut  être  pris  aussi  petit  qu’on  veut,  quant  à sa  valeur  absolue. 

Ici  il  y a à distinguer  : d peut  être  > ou  < — ; 1°  comme  d 

est  moindre  que  1,  si  on  augmente  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion qui  le  présente,  on  aüra  une  valeur  trop  grande. 

Or  _ e < - ; en  remplaçant  e par  - , on  augmentera  la  frac- 

i 

tion.de  même  en  remplaçant  au  dénominateur  e‘  par  — -,  qui  est 
e',  on  augmentera  cette  fraction.  Donc 


Donc 


d - 


d-?-X< 


A-Hr— # 
A 


h_ 

' A 


ou 


d-ç< 


2»  Si  d < °«  remplacera  -e  par  sa  limite  inférieure 

— - , et  e‘  par  -4-  - , et  l’on  aura 

2" 


d> 


et  — — douç-4-X — d< ^ 

A 
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et  q—d< ^ - 


^+# 


1. 


Ainsi  soit  X,  le  module  de  X,  l’erreur,  c’est-à-dire  la  différence 
entre  q et  d,  ne  surpassera  jamais  en  valeur  absolue 

1+2# 


2J 


Ici  les  deux  termes  de  la  fraction 


+■  Xi. 

1 + 2# 


sont  des  unités  du 


septième  ordre  décimal , À.,  est  une  fraction  d’unité  simple.  On  a 

1 1 

vu  que  # , ou  en  unités  du  septième  ordre,  <C[  la 

. . 21 

limite  de  l’erreur  est 1-  X,. 

AOJ 

Par  conséquent  si  l’on  veut  avoir  le  nombre  n + d à moins  de 

-î—  , il  suffira  de  calculer  — à moins  de  - -î— , ce  qui  donne 
lOz  J 2 lOz 

'^2*  10z’ 

21  . , 1 1 

pourvu  que  soit  aussi  < — ; car 

j , 21  i 

1>oor  que  ib soit  < ? î5  ■ a f*ut  ^ êb soit  < rô 

Donc  enfin  la  mesure  de  l’approximation  est  — = . 

20  A 100^’ 

X,  est  plus  petit  que  la  moitié  de  cette  expression. 

Or,  J ne  tombeau-dessous  de  105  * que  pour  les  nombres  su- 
périeurs à 40000;  jusque-là  donc  la  mesure  de  l’approximation 

105  1 4.  . , , h . , 1 

est  100x105  ~ Ï0Ô'  ^msi  cn  ca'culant  à moins  de  — cen- 


* Voyez  leu  labiés. 
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tième  près,  on  aura  n + dà  près;  donc  les  nombres  com- 
pris de  10000  à 40000  seront  connus  à Près. 

De  40000  à 100000 , A descend  jusqu’à  44 , ainsi  , 

21  21  .1 

— — environ  — . 

20zf  20.44  40 

En  décimales  on  ne  pourra  compter  que  sur  les  dixièmes,  en  cal- 
culant - à i dixième  près. 

A 2 

De  100000  à 108000,  les  tables  de  Callet  fournissent  les  loga- 

1+29- 

rithmes  avec  8 décimales;  alors  les  termes  de  la  fraction  — 

sont  des  unités  du  huitième  ordre;  9"  devient 

1 1 

- — — ou  de  l’unité  du  huitième  or- 
^ 4.1 01"  400 

, . .201  , , 

dre,  et  l’on  a pour  mesure  de  1 approximation^^  ; la  plus 


qui 


est  — - et  on  pourra  compter  sur  les  centièmes,  en  calcu- 


201 

petite  valeur  de  A est  403;  donc  cette  mesure  est  gÿgQQ 

2 

400 

Al.,, 

lant  — a - centième  près. 

A 2 

Il  est  vrai  qu’il  reste  encore  du  doute  sur  le  sens  de  l’approxi- 
mation ; c’est  pourquoi  on  va  montrer  par  un  exemple  comment 
il  faut  opérer  pour  ne  rien  laisser  d’incertain. 

Soit  à calculer x = (987 ,47 5)’  X ^0593^  x (0,04956)». 
On  aura 

log.  oc  log.  987,475+4  jlog.  769867— log.  8659384 J 
. 2 

+ 1 log.  0,04956. 

« 0 
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Pour  avoir  log.  987,475  on  cherche  celui  de  987 47 ,5.  Les  tables 
donnent  log.  98747=4,9945239;  différence  44;  or  44x0,5=22; 
ainsi  £ = 0,  et  la  limite  de  l’erreur  sur  ce  logarithme  sera 

l 1 21 

^ -+-  — ou  —de (0,1  ):.  Ce  logarithme  est  4,9945201  ; 


par  suite 


21 


log.  987,475  = 2,9945261  à moins  de  de  (0,1)' 

5 21  5 91 

et  - log.  987, 475  = 7, 48631535àmoinsde  — X « ouÇ-id. 

£ jU  a lu 


On  trouve 

log.  769867  =5,8864157  à moins  de  ^ de  (0,1) 7, 
car  £-)-#'<(  2.  (0,1)8. 

log.  8659384  = 6,9374870  

£ étant  = 0. 

La  différence  de  ces  logarithmes  est 


29 


21  w 
4Ô,J- 


90  91  Pi 

2,9489287  à _ + ~ ou  -t  dc(0,t)7 
lu  4lr  4 


le  produit  par  4 5,7957148  à 5 id. 

Pour  avoir  le  logarithme  de  0,04956,  on  prend  celui  de  4956 

qui  est  3,6951313  à moins  de  ^ de  (0,1)". 

Ainsi  " log.  0,04956=2,6951313. 

Pour  prendre^  de  ce  logarithme,  on  prend  le  9°  de  2,  qui 

J 

est  — 1,  avec  un  reste + 7,  le  9e  de  76  est  8,  etc.; ....  de 

1 • — 8 * i 

sorte  que  - log.  0,04956=  1,85501458  à - de  (0,l)s,  plus  •— 

^ y 18 

dc*(0,l)' ou  a ^ de  (0,1)*. 

, y * 
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On  a donc 

| log.  987,475  = 7,48631525 
4 log.  769867-  log.  8659384  = 5,7957148 


î log.  0, 04956 
y 

=1,85501458 

' 13 
w ,d- 

21  50  13 

log.  X 

= 3,13704463 

Î6+ro  + 9Ô  “■ 

3 

ou  log.  X 

= 3,1370446 

• id-  +iô 

ou  enfln  limite  de  l’erreur  7 X (0,1)7 . 

Limite  de  Terreur 

• g «Ml’ 

50 

iô  «■ 


Ainsi  log.  x>  3,1370439 
<3,1370453. 


Pour  avoir  les  nombres  on  donne  aux  logarithmes  la  caracté- 
ristique 4,  c’est-à-dire  qu’on  cherche  lOx.  Le  logarithme  tabu- 
laire immédiatement  inférieur  au  premier,  est  celui  de  13710; 
la  différence  avec  ce  premier  est  64,  la  différence  tabulaire  est 


. . h 64  16  „ ...  21  1 ..  , 

3*6;  a.ns.  y=  = jj ; d ailleurs  — < jjjjlil. ensu,., UC 


si  l’on  prend  X < ,a  mesure  de  l’approximation  sera 


600  + 1000<°’°03- 


1 6 

Or,  à 0,001  près,  — =0,203;  donc  à 0,0003  près,  le  nombre 
/ y 


correspondant  est 

13710,203  ou  bien  lOx  > 13710,200. 

Passons  à la  seconde  limite  de  log. x,  ou  plutôt  de  log.  lOx, 
la  différence  avec  le  logarithme  tabulaire  est  78  ; ici  donc 

A = Il  = JL  qui =0,247  à 0,001  près; 

A 1 316  158  1 
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dont  le  nombre  correspondant  est 

13710,247  qt  10*  < 13710,250. 

De  là  enfin 

* > 1371,020  et  * < 1371,025 
De  sorte  que  x est  conpu  à moins  de  0,005  près. 


PROPOSITION  XXXI II.  — PROBLÈME. 

Etant  donné  le  logarithme  d’un  nombre  b dans  le  système  dont 
#i  base  est  a , trouver  celui  du  même -nombre  dans  le  système  dont 
la  base  est  a'. 

Soit  x le  logarithme  de  b dans  le  système  dont  la  base  est  a, 
x'  celui  du  même  nombre  b dans  le  second  système  : on  a 

b =aT,  b — a'x‘  d’où  ax  = a,x'. 

Prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’autre,  on  a 
xIog.a=x'log.a'; 

supposons  que  ces  logarithmes  soient  pris  dans  le  système  dont 
la  base  est  a;  il  vient  log.  a—  1,  et  l’équation  précédente  donne 

x=x'lo£r.a'd’oùx'=; — - — ,.x 
log.  a 

On  calculera  donc  ; -,  ce  logarithme  étant  pris  dans  le 

log.  a' 

système  dont  la  base  est  a,  et  on  le  multiplie  par  x,  ce  qui  don- 
nera*' ; j — - — - se  nomme  le  module  de  a‘  par  rapport  à a.  Si 

« = 10,  a'=100,  on  a log.  100=2  et  le  module  est  ^ ou  0,5. 

Donc  la  moitié  du  logarithme  décimal  d’un  nombre  forme  lé  lo- 
garithme centésimal  du  même  nombre. 
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PROPOSITION  XXXIV.  — THÉORÈME. 

Les  logarithmes  peuvent  être  regardés  comme  faisant  partie 
d’une  progression  arithmétique  et  les  nombres  correspondants  ‘ 
comme  étant  des  termes  d’une  progression  géométrique , et  réci- 
proquement. 

Car,  si  dans  la  relation  b = a',  on  met  pour  x les  nombres 
0,  r,  2/-,  3r,  qui  forment  une  progression  arithmétique,  les  va- 
leurs de  b sont 

a”,  ar,  a”,  a3r, 

et  forment  une  progression  géométrique. 

Réciproquement  si  Ton  a deux  progressions,  l’une  arithméti- 
que commençant  par  zéro,  l’autre  géométrique  commençant 
par  1 , chaque  terme  de  la  première  sera  le  logarithme  du  terme 
de  même  rang  dans  la  seconde.  Car  soient  les  deux  progressions 

-r - O.r.  2r.  3 r. . . . nr 

1 : q : q* q3  : . . . : qa  : , etc. 

Représentons  par  a la  base  d’un  système  de  logarithmes  ; le 
nombre  dont  le  logarithme  est  nr,  sera  a"r  et  pour  que  ce  nom- 

• I ' 

bre  soit  q",  il  suffit  que  am~q " d’où  a — qi;  donc  les  termes  de 
la  première  progression  sont  en  effet  les  logarithmes  de  ceux  de 

I 

la  secohde,  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  q 

Remarque  1.  Cette  propriété  peut  aussf  servir  de  définition 
aux  logarithmes.  Pour  prouver,  dans  ce  cas , que  tout  nombre  a 
un  logarithme,  il  faut  montrer  que  tout  nombre  peut  être  censé 
se  trouver  dans  la  progression  géométrique.  A cet  effet  suppo- 
sons et  entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  progres- 

sion , insérons  des  moyens  : je  dis  que  le  nombre  de  ces  moyens 
peut  être  regardé  comme  assez  grand  pour  que  la  différence  d’un 
moyen  au  suivant  soit  aussi  petite  qu’on  veut.  En  effet  soit  h — t 
le  nombre  des  moyens  insérés  entre  deux  termes  consécutifs  : la 
\ 

raison  sera  \/q  (p.  15,  r.);  or  on  peut  prendre  A assez  grand 
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pour  quep/^r  soit  égal  à 1+a,  « étant  aussi  petit  qu’on  veut. 
Soient  ^(l-f-a)",  <73(l+a)'It-t-‘  deux  moyens  consécutifs -entre 
q3  et  q\  par  ex.;  leur  différence  est  (l+<*)n,J 

— :?3(l+a)ni  j t+a — lj  zz(jr3(l+a)m.a.  Mais  nos  deux  moyens 
sont  insérés  entre  q3  et  q'< ; le  dernier. ^r3(l— ce)"*-*-'  est  donc  tout 
au  plus  égal  à q* , et  <jr3(l+tt)m  est  <^q",  donc  la  différence  en 
question  est<^<74.a,  et  comme  a peut  être  rendu  aussi  petit 
qu’on  véüt,  cette  différence  est  dans  le  même  cas.  Ainsi  on  peut 
supposer  que  les  termes  de  la  progression  géométrique  augmen- 
tent par  degrés  infiniment  petits,  de  sorte  que  tout  nombre,  de 
1 à + oo  , y sera  compris  et  aura  un  logarithme. 

Pour  former  les  logarithmes  des  nombres  plus  petits  que  1 , on 
continuera  la  progression  arithmétique  vers  — oo  , et  la  pro- 
gression géométrique  vers  zéro. 

Les  propriétés  arithmétiques  des  logarithmes  pouvant  toutes 
se  déduire  de  celle  qui  se  rapporte  à la  multiplication , c’est  celle- 
ci  qu’on  va  prouver , en  prenant  les  progressions 


— — mr... 
..  1 1 


- 3/\  — 2 r 

1 1 


• r.  0.  r.  2r.  3r. . ,.nr. .. . 


9 9 * 9 


1 : 


9 : 9 ■ T 


: qn: , 


Soient  a,  b,  deux  nombres  pris  dans  la  seconde  progression; 
je  dis  que  log.  ab  = log.  a + log.  b. 

En  effet , il  y a deux  cas  : 

1°  a et  b sont  tous  deux  plus  grands , ou  tous  deux  plus  petits 
que  1 ; soit  a<^b. 

Prenons  un  terme  c tel  que  de  b à c,  il  y ait  autant  de  termes 
que  de  1 à a;  dans  la  progession  dont  1 et  c seraient  les  extrêmes 
a,  b,  étant  également  distants  des  extrêmes,  on  a (p.  14,  r.) . 


cx\~ab  ou  c—ab. 


Mais  0 , log.  a,  log.  b , log.  c étant  les  termes  correspondants 
pris  dans  la  progression  arithmétique,  on  £eut  aussi  regarder 
0 et  log.  c comme  les  extrêmes,  et  par  une  raison  semblable 
• (p.  12),  on  a O + log.  c=log.  a+log.  b, 
ou  log.  (fib)  = log.  a + log.  b. 
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2°  a est  1 , b 1 ; entre  a et  b on  prendra  un  terme  c tel 
que  de  c à b il  y ait  autant  de  termes  que  de  a à 1;  ici  a et  6 
sont  les  extrêmes , 1 et  c sont  à «gales  distances  de  ces  extrêmes , 
et  l’on  aura  d’un  côté 

1 Xc  = ab  ou  c — ab 

qt  log.  c ou  log.  ( ab ) = log.  a -f-  log.  b. 

Remarque  2.  Pour  avoir  les  logarithmes  des  nombres  à moins 

de  - près,  il  suffira  d’insérer  entre  deux  termes  consécutifs  de 

P 

chaque  progression  assez  de  moyens  pour  que  dans  la  progres- 
sion arithmétique  formée  par  les  anciens  termes  et  les  moyens  , 

la  raison  soit  — . Car  soit  a un  nombre;  b , b‘  deux  moyens  géo- 

métriques consécutifs  qui  comprennent  a. 

Si  log.  b'  — log.  à fortiori , log.  « — log.  b sera 

1 P 
ainsi  à moins  de  - près,  le  log.  b pourra  être  pris  pour  log.  a. 

Dans  les  logarithmes  vulgaires  les  progressions  qui  forment 
le  système  sont 

-r  0 . 1 . 2 . 3 . 4 

-H-  1 : 10:  10*  s 103 : 10*.  - 

Pour  avoir  les  logarithmes  des  nombres  entiers  à moins  de 
il  faut  insérer  assez 'de  moyens  pour  que  la  raison  de  la 

progression  arithmétique  soit  — ; or , si  l’on  insère  m moyens 

; donc  il 


m- (-1 


entre  0 et  1 , ou  entre  1 et  2 y etc. , la  raison  est 
faut  que 

m-f-1  ^ 10"  ou  m ~ 10' — 1.  ' 

En  prenant  m — 10" — 1,  la  raison  de  la  progression  des 


moyens  géométriques  serait  l/lO  ou  ViO. 
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La  longueur  de  ces  calculs  peul  être  réduite  : car  d’abord  on 
peut  prendre  m-f-l  = 2' , pourvu  que  2‘  10?,  ce  qui  exige  que 

i soit  ^ 24*;  on  extrairait  donc  24  fois  de  suite  la  racine  carrée 

de  10,  et  l’on  aurait,  pour  la  raison  de  la  progression  géomé- 
trique, 

a’4_ 

1/10=  1,00000  01372  44776  — etc. , 

„ ^ 1 
1 erreur  est  < — 5. 

En  second  lieu  il  suffirait  de  former  les  moyens  compris  entre 
1 et  10;  car  s’il  s’agit  par  exemple  d’avoir  le  logarithme  de 
56927,  on  a 

56927  = 5,6927  X 10*. 
et  log.  56927  = 4 + log.  5,6927 . 

Ainsi  on  prendrait,  parmi  les  moyens  insérés  entre  1 et  10 
celui  qui  est  immédiatement  inférieur  à 5,6927  ; son  logarithme , 
c’est-à-dire  le  moyen  arithmétique  correspondant , augmenté  de 
4,  sera  log.  56927. 

La  question  revient  donc  à former  les  moyens  géométriques 
entre  1 et  10,  et  de  ces  moyens  il  y en  a déjà  24  qui  sont  con- 

a .*  a 

nus  ; car  pour  arriver  à on  a dû  chercher  \/ 10  , qui  est  le 

* 4 

terme  du  milieu  entre  1 et  10,  puis  qui  est  celui  du  milieu 

a 

entre  1 et  l^TÔ,  etc. 

Actuellement  pour  abréger  les  calculs,  on  considérerait  I^IO 
comme  multiplicande;  on  ferait  les  produits  de  ce  nombre  par 
1 , 2,  3,  4,  5,  6,  7 , 8,  9,  et  toutes  les  multiplications  à faire  se 
réduiraient  à des  additions. 

Remarque  3.  Lorsque  l’on  considère  les  logarithmes  comme 

*824  = 17.032.192. 
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des  exposants,  les  nombres  négatifs  sc  présentent  d’eux-mêmes 
comme  logarithmes  des  fractions.  Il  n’en  est  pas  de  même  lors- 
qu’on part  des  progressions.  Mais  dans  ce  cas  on  peut  encore 
regarder  les  nombres  négatifs  comme  des  symboles  de  conven- 
tion, et  prouver  que  le  logarithme  d’un  produit  est  égal  au  ré- 
sultat qu’on  obtient  en  écrivant  à la  suite  les  uns  des  autres  les 
logarithmes  des  facteurs  avec  leurs  signes  respectifs,  et  rédui- 
sant, c’est-à-dire  en  les  ajoutant  algébriquement.  Même  remar- 
que pour  la  division. 

Remarque  4.  On  demande  les  conditions  que  doivent  remplir 
deux  progressions,  l’une  arithmétique,  l’autre  géométrique, 
pour  qu’elles  puissent  former  un  système  de  logarithmes. 

Soit  la  progression  géométrique 

— ....  a : b :....:  h /r  : ....  : s ....  ; * 

elle  est  censée  renfermer  tous  les  nombres  de  0 à -f-  oc  . 

Prenons-y  les  termes  a,  h,  h , s,  tels  que  as—hk.  Les  loga- 
rithmes étant  en  progression  arithmétique,  ceux  des  quatre  nom- 
bres, a,  h,  h,  s,  seront  en  équidifférence , parce  que  de  a à h 
il  y a autant  de  termes  que  de  k à s.  Donc 

log.  a-f-log.  s — log.  A-flog.  k. 

Ainsi  s = — — et  log.  s = log.  A— |— log.  k — log.  a. 

Actuellement  si  l’on  veut  que  s soit  le  produit  de  h par  k , il 
faut  supposer  a—  1 , ce  qui  est  permis,  puisque  la  progression 
géométrique  renferme  tous  les  nombres  de  0 à + œ . 

Si  de  plus  log.  Aloit  être  égal  à log.  A-f-log.  A,  il  faut  sup- 
poser log.  a ou  log.  1=0. 

Ainsi  pour  que  les  deux  progressions  puissent  servir,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  logarithme  de  l’unité  soit  zéro. 

Corollaire  général  de  la  théorie  des  logarithmes. 


1°  Soit  à calculer  a;  = 


m 

VZ 


V (a+6)n  \/ a3 — 2 a7 b + b3 


|/c 


(«’ — 6‘)  Va’' — 5a'b'-{-bi 
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Appelons  N le  numérateur , D le  dénominateur , on  aura 
• log.  x = log.  N — log.  D. 

Or  log.  N = 1 [jog.  («— f— 6)"— f— log.  V' (a3— 2aa5+53)^] 

= - [ » log.  0+i)+î  log.  (a3— 2a’6+53)  | 

Pour  calculer  log.  (a3— 2rt’H-&3) , on  pose 

b * 

Représentons  - par  a;  il  vient  log.  a = log.  b — log.  a 

el  log-^log.  ^ = 3 log.«, 

soit  /?  le  nombre  qui  répond  à 3 log.  a ; (1  sera  égal  à -,  et  l’on 

a 3 

aura  «3_2a’&+&3  = a3  (1—  2a  +/?). 

Donc  log.  (a3— 2a’6+53)  = 3 log.  a+log.  (1—2 a+/9). 

et  log.  N = — 
m 


1 


n log.  («+&)+ -r  [3  log.  a+log.  (1—  2a+/?)] 


Pour  le  dénominateur,  on  a 


log. D _ -|  log.  (a-H)-f-log.  (a— 6)+  î l0g.  ai  ^1  _ 

_ 55*  a ‘ 

On  calcule  log.  — = log.  5+4  log.  b— 2 log.  «.  Soit  d le 

nombre  correspondant,  ou 


5? 


a 29 


De  même  soit  $•=— , de  sorte  que  log.  log.  5—4  log.  a, 
il  vient 

log.  D = i j log.  («+)+log.  jog.  a+log.(l_d+^)] 

On  aura  avec  cela  facilement  le  log.  x,  et  par  suite  x. 
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2°  Résoudre  par  le  moyen  des  logarithmes  l’équation  a1  = b. 

Prenant  les  logarithmes , on  a 

• « log.  ^ 

x log.  a — log.  b doù 

3°  L’équatipn  ab*  =c.  Posons  b'  —y;  d’où  a?  — c ; 

' par  log.  x log.  b =log.  y,  et  y log.  a = log.  c , 


d’où  y = 


log.  a log.  b 


Soit  a = 6,  b = 7,c  = 642928. 

On  trouve 

log.  c = 5,8081623  limite  de  l’erreur  (0,1)7 

log.  a = 0,77815125  . | (0,1)8  = 5(0,1)». 


^ 5,8081624  _ 5808162400 

Donc  y < 0 778isim  — 778151245 

^ 5808162200 

r->  778151255’  . . . 

Prenons  le  logarithme  de  la  première  limite  de  y,  en  plus, 
celui  dé  la  seconde  en  moins;  il  vient 


log.  y <9, 76403885-8, 891°6395  = 0, 87297490.  (1) 

Dans  les  deux  log.  e-bfh  <(0;  ainsi  dans  chacun  la  limite  de 
l’erreur  est  5(0, l)8 

log.  y > 9,76403875— 8,89106406  = 0,87297469 

Dans  le  premier  logarithme,  e+3’  est  <(0;  dans  le  second , 
e-J-#  <((0,1)8;  donc  dans  celui-ei  l’erreur  est  <(6(0,1)8. 

Pour  log.  6,  on  a 0,845098045  en  plus, etc. 

• 0,845098035  en  moins. 

' a-_  • ^ 872974900  _ ^ 872974690 

Ainsi  x 845098035  et  > 845098045’ 

La  division  donne  pour  limites  de  x, 

1,0329866  et  1,0329861. 

Les  log.  donnent  1,0329869  et  1,0329860. 
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Ainsi  la  division  donne  des  résultats  plus  resserrés. 

Les  deux  opérations  s’accordent  à donner  x — 1,032986  à 
(0,1)6,  en  moins. 

4°  Soit  l’équation 

Aan'*-f-A,«("— ')'+A,a(m— V-+- +A,„-1a<+A„,  = 0. 

On  y fera  a'  — x‘, 

d’où  — , a(m~ ')*  — x,m—  ' , etc.,  et  l’équation  devient 

Ax,ra+A1a?'ra-'+A1a:',”-H- +Am  -’,x'-|_Am  = 0. 

On  suppose  que  m est  entier  positif;  on  verra  bientôt  comment 
on  trouve  les  racines  de  cette  équation,  si  les  coefficients  sont 
des  nombres  réels;  soit  x‘  = b,  une  racine. réelle  positive;  on 
aura  a'  ~ b , et  de  là  on  tirera  .r.  * . 

5»  = 4. 


On  pose  x’ — 5x-f-8  = y , on  a 2?  = 4 d’où  y — 2 , 


et  x1 — 5x-f-8  = 2 , d’où  x = 2,  x—  3. 

6»  L’équation  a'-\-bx  = c ; a,  b,  c,  étant  positifs,  et  a plus 
grand  que  1. 

On  remarquera  que  si  x croit,  a'-\-bx , croit  aussi.  On  fera 
donc  successivement  x=0,  1,2,3...,  jusqu’à  ce  qu’on  trouve 
deux  nombres  entiers  n , n+l  tels,  que 


a"-f-ôn<^c  et  nn-t*,+ô(n-f-l)^  c, 

1 2 

x sera  )>  n et  n+1.  On  fera  maintenant  x = «-(-—  , «-(-  — 

1 1 

etc. , et  l’on  aura  x à — près  ; on  le  trouvera  de  même  à Jqq>  etc., 


près.  Dans  ces  snbstitutions,  on  s’aidera  des  logarithmes  pour 
calculer  les  valeurs  de  a';  ce  calcul  peut  néanmoins  offrir  quel- 
ques difficultés. 

7°  Dans  une  progression  géométrique  (p.  15)  on  connaît 
u,  s,  a,  trouver  g et  n.  • 


On  a 


g— 1 


d’où  g xx 


&-a 
s — u 


2 i 
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Ensuite  tic  « = «g"-’ , on  déduit 

log.  u — log.  a-\-(n — 1)  log.  q y 

or  log.  q = log.  0— «)  — log.  (s—u) , 

log.  u -log.  a _ log.  «-log.  a 

donc  n 1 — f— “ ~ log.  (s — a) — log.  (s—u)  ’ ■ 


. log.  u— log.  a 

et  n — 1+  (i — a)— log.  (s—u)' 


on  traitera  à peu  près  de  même  les  autres  cas  où  n est  inconnu. 

8»  Combien  faut-il  prendre  de  termes  dans  une  progression 
géométrique  décroissante,  pour  que  la  différence  entre  la  somme 
des  termes,*  et  la  limite  (p.  16)  soit  moindre  qu’une  grandeur 

donnée  a P 


Cette  différence  est 
d’où 


aq 


< «• 


i -q 

«g"  < « (i— g). 


prenant  les  logarithmes  log.  a+n  log.  g log.  a-Hog.(l  q) 

n log.  g log.  a-+-  log.  (1  — g)  — log.  a. 

Comme  q < 1 , log.  g est  < 0 ; ainsi  en  divisant  par  log.  g , 
on  changera  )>  en  et  on  aura 


n> 


log.  a+log-  (1— g)~ log-  a 
log.  g 


0 • f 
9°  Intérêts  composés.  Une  somme  a étant  placée  à r pour  cent 

par  an,  que  vaudra  cette  somme  augmentée  de  ses  intérêts 
d’année  en  année , au  bout  de  n années  et  m mois. 

f r 

Un  franc  rapportant  par  an  , vaut  au  bout  d un  an  1+ 

ainsi  « francs , vaudront  après  un  an  a ^1+ Cette.somme 

«augmentée  ainsi  déliés  intérêts,  portera  intérêt  l’année  sui- 
vante; si  on  la  représente  parn'  elle  vaudra  à la  fin  de  la  seconde 
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année  n'^+JôÔ^  ou«(^+ïq^  ■ En  continuant  d’ajouter.. 

d’année  en  année  les  intérêts  au  capital  pour  faire  porter  intérêt 
au  tout  pendant  les  années  suivantes,  on  trouvera,  qu’au  bout 
de  n années,  la  somme  a,  augmentée  de  ses  intérêts  composés, 


vaut  a^l  • Reste  à savoir  ce  que  cette  somme  vaut  après 

j* 

m mois:  or  V en  12  mois  rapporte-—-;  donc  en  1 mois, 


1200’ 


mr  / r.  \n 

et  en  m mois  ainsi  l’intérêt  de  a^l-f~_  J en  m mois 


on  a 


/.  • r V mr 

est  al  1 -H  jqq  ) ■ Y200»  aJoulant  a cela  la  sompae  même, 

a{1+m)  +“(i+ïü5)  •ii»ou<,(1+{55)  (’+iis)’' 

c’est  la  valeur  cherchée;  on  la  représentera  par 

Cette  formule  donne  lieu  à quatre  questions. 

Problème  i.  Connaissant  a,  r,  netm,  trouver  A.  , 

log.A=log.o-4-nlog.(n-^-4-log. 

Problème  u.  Connaissant  A,  r,  n et  m trouver  a . 

De  (1)  on  tirera  log.  a. 

Problème  iii.  Connaissant  A,  a et  r,  trouver  le  temps. 

Le  temps  se  compose  de  n années  et  m mois.  Ainsi  il  est  n 
et  <^»+ 1.  On  a donc 

r \*H-' 


A>ft(1  + Bô)”  etA<a(1+îïïô 


(2). 


V 


On  peut  donc  poser  A — ci  -f-  ), 

t sera  compris  entre  n et  n -+•  1 , de  sorte  que  la  partie  entière  de 
t sera  la  valeur  de  n. 

ai. 
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; _ log*  A — log.  «. 

" ' à 


l0g'(1+îMy 

Connaissant  n,  on  tirera  de  la  formule  (1)  la  valeur  de 
log.  ^1  + ; par  suite  on  connaîtra  1 ■+- Jqq  el  il  sera  facile 


d’avoir  m.  • ' 

Problème  iv.  Connaissant  A,  1 , n et  m , trouver  r. 

On  pourra  d!abord  trouver  pour  r deux  limites,  au  moyen  des 
formules  (2),  qui  donnent 


loe 


1 + — N)<— 


. A — log.  a log.  A . — log.  a 
n ^ ra-f- 1 


Supposons  qu’on  trouve  par  la  r k et  k‘.  Dans  la  for- 
mule (1)  on  fera  successivement  r—k-\r  1 , k-\- 2, ....  jusqu’à 
ce  qu’on  trouve  2 nombres  consécutifs  qui  comprennent  r.  Or 
la  formule  (1)  donne 


n log. 


100 


+ log.(  1 + 


^■55)  = log.  A -k*.. 


Tant  qu’on  mettra  pour  r une  valeur  trop  petite , le  premier 
membre  de  celte  équation  sera  le  second  ; ce  sera  le  contraire 
lorsqu’on  mettra  pour  r une  valeur  trop. grande. 

Soient  donc  l,  1-+- 1 , deux  limites  trouvées  pour  r.  On  essayera 

’t  2 . 1 

/+  — , f-f-  — , etc,  ce  qui  fera  connaître  r à — près;  on  le 

trouvera  de  même  à y^j  près,  etc. 

1 0“  Annuités.  Une  personne  qui  a emprunté  une  somme  a , veut 
se  libérer  au  moyen  de  n payements  égaux  effectués  d'année  en 
année,  le  premier  une  année  après  l'emprunt;  quelle  doit  être 
la  valeur  de  ces  payements  annuels  ou  annuités , l’intérêt  étant 
de  r pour  cent  P on  a d’ailleurs  égard  aux  intérêts  composés. 

Soit  b la  valeur  inconnue  del’annuité;  pour  rendre  comparables 
les  valeurs  de  plusieurs  sommes  d’argent  payables  à des  époques 
différentes,  il  faut  réduire  ces  sommes  à la  même  époque;  nous 
pouvons  prendre  ici  la  fin  de  la  n'  année. 
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La  somme  a vaut  à celte  époque  a ( t -f- 


r> 
mj  ’ 


représentons 


100  Parc’  celle  expression  devient  ac". 

L’annuité  6,  payée  à la  fin  de  la  première  année,  devant 
être  rapportée  à la  fin  de  la  nc,  il  faudra  l’augmenter  de  ses  in- 
térêts composés  pendent  n — 1 années,  de  sorte  qu’elle  vaudra 
6cn-'. 

La  seconde  annuité  b , payée  à la  fin  de  la  deuxième  année, 
vaudra  au  bout  de  la  n‘ , bcn— *,  etc.;  l’avant-dernière  annuité  b, 
payée  au  bout  de  la  n — Ie  année,  vaut  après  la  n',  bc,  et  la  der- 
nière vaut  b.  Ainsi  les  n annuités,  rapportées  à l’époque  choisie, 
valent  6-|-6c-|-6ea+. . . . -\-bc°— ’-f-, lc"~ ' , 

ce  qui  forme  une  progression  géométrique  dont  le  premier 
terme  est  b,  la  raison  c , le  nombre  des  termes  n;  donc  la  somme 
fc(cn— 1) 


sera 


c — 1 


(p.  14),  et  devra  être  égale  à ac";  d'où  l’équation. 


acn  — 


b(cn — 1) 

c — 1 


(3) 


et  log.  a -f-n  log.  c=  log.  b -f-log.  (c" — 1)  — log.  (c— 1) 

formule  qui  donne  facilement  log.  b,  ou  log.  a. 

Si  le  taux  est  inconnu  , on  prend  l’équation  (3)  sous  la  forme 


ac ” — bc"~‘ — bc"—1 — ...  — 6 = 0. 

Cette  équation  est  du  degré  n.  . 

Enfin , si  n est  inconnu  , de  (3)  on  tire 


ac°(c — l)=6(c" — 1)  ■ 

d’où 

6 —c”[b — rtc-|-a] 

et 

log.  6 = n log.  c + log.  (a  -(-6  — ac) 

enfin 

log.  6.  — log.  (a-|-6  — ac) 

log.c 

et  pour  que  la  question  soit  possible , il  faudra  que  n soit  entier 
positif. 


* 
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RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 

Définition  1.  Si  une  quantité  variable  est  liée  d’une  manière 
.quelconque  avec  une  autre,  on  dit  que  l’une  est  un e fonction  de 
l’autre.  Dans  le  cas  contraire  ces  deux  quantités  sont  dites  indé- 
pendantes l’une  de  l’autre. 

Pour  désigner  une  fonction  d’une  lettre  x,  on  place  devant 
x,  l’une  des  caractéristiques , 

• » 

f>  F*  (p,  y , x >f”f”  elc*>  F,,  E,, ...,  ce  qui  donne 

fx,  Fæ,  (px,  eto.,/,.r,  etc. 

* 

lisez,  fonction  petit/ de  x , fonction  grand  F de  x , fonction  (p 
de  x , fonction  petit/,  de  x,  etc. 

Pour  représenter  une  fonction  d’un  binôme,  ou  d’un  trinôme, 
etc.,  x — 1 , x % — ï-f-1 , etc.,  on  éerit/(a; — 1),  F(a:’ — #+1). 

Une  fonction  de  plusieurs  quantités  x,  y,  z,  etc.,  s’écrit 
f(x,y,  z,  ...),  etc. 

Dans  une  même  question  la  même  caractéristique/,  F,  etc., 
indiquera  la  même  série  d’opérations  sur  les  quantités  qui  en 
sont  affectées. 

C’est  ainsi  que  si  fx  désigne  x' — 4a-f-5, 

/(aH-3)  représentera  (æ+3)’— 4(a-(-3)+6; 

,/E 6’ — 4 . 6+5. 

Définition  2.  Une  fonction  de  x est  dite  algébrique  par  rap- 


■ Digitized  by  Google 


LIVRE  IV. 


OlJj 

porl  à x,  s’il  n’entrc  dans  cette  fonction  que  des  exposants  con- 
nus, indépendants  de  x , et  qu’en  même  temps  les  puissances 
de  x , en  nombre  fini,  ne  se  trouvent  combinées  entre  elles  et 
avec  les  quantités  indépendantes  de  x que  par  le  moyen  des 
quatre  premières  opérations  arithmétiques. 

Les  fonctions  dex  qui  ne  sont  pas  dans  ce  cas  sont  appelées 
transcendants.  Telles  sont  a',  log.  x , etc. 

Parmi  les  fonctions  algébriques  de  x , on  appelle  rationnelles 

• y 

celles  où  x ne  se  trouve  sous  aucun  radical;  ainsi  x'1  n’est  pas 

i <- 

rationnel;  car  x^  — V x}. 

• Parmi  les  fonctions  algébriques,  rationnelles  de  x,  on  appelle 
entières  celles  qui  ne  renferment  x à aucun  dénominateur  : 

x — 1 qui  = — , n’est  pas  dans  ce  cas. 

x * 

Mais  les  fonctions  suivantes  sont  rationnelles  et  entières  par 
rapport  à x : 

x^  3 — x -|- ^ L x' — 5-r-f-Al/ — 1. 

Pour  abréger  nous  appellerons  ces  fonctions , des  fonctions 
entières  de  x.  Ordonnée  par  rapport  A x,  une  pareille  fonction 
prend  la  forme 

Ar",+\1.r”-'+A,ï”-J-| +A,„_.x-|-Ain, 

« 

mêlant  entier  positif,  A,  A,,  A,,...Am,  étant  indépendants  de 
x et  de  la  forme  — 1 (I.  2). 

■Une  fonction  peut  être  algébrique,  rationnelle  et  entière  par 
rapport  à plusieurs  lettres,  que  nous  appellerons  lettres  prin- 
cipales; ces  sortes  de  fonctions  seront  nommées  simplement 
fonctions  entières. 

Pfr  fonction  entière  absolue  nous  entendrons  une  fonction 
d’une  ou  plusieurs  lettres,  ne  renfermant  aucun  radical  nuléno- 
tninaleur  : telles  sont 

x’ — 2x-*f-3 , xyT-y  — x-|  - 1 , 
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au  contraire  de  - x-\-yV\ — Ÿ — 1,  qui  est  une  fonction  en- 
tière de  x et  y , sans  être  entière  absolue  ; 

Fonction  entière  réelle  est  une  fonction  entière  dont  tous  les 


coefficients  sont  réels;  comme  i’ — x 


I/2+ÎI/3  au  contraire 


x — — 3 n’est  pas  réelle. 

A moins  d’avis  contraire,  les  caractéristiques/,  F,  etc. , dési- 
gneront dans  ce  livre  des  fonctions  entières. 

Définition  3.  Si  dans  fx  on  remplace  x par  x-\-h,  le  coeffi- 
cient de  la  première  puissance  de  h dans  le  développement  de 
/(x-f-A),  est  appelé  la  première  dérivée  de/r,  et  se  désigne  par  * 
f'x  ( fonction  prime  de  x). 


Par  exemple , si  fx  = — 4r-|-3 , 

on  a f[x- j-/i)  — (x-\-hy — 4(x+A)-f-3 

= x7 — 4x+3+A(2j; — 4)— )— /t’, 

et,  fx—'ix— 4. 

La  première  dérivée  de  f'x,  est  appelée  seconde  dérivée  de 
fx,  et  se  désigne  par  f“x ; la  première  dérivée  de  f'x  est  ap- 
pelée troisième  dérivée  de  fx , et  se  désigne  par/" 'x,  etc.  ; en 
général  la  nc  dérivée  de  fx  se  désigne  par  fi°)x. 


PROPOSITION  I.  — THÉORÈME.  * 

Pour  former  la  première  dérivée  de  fx , il  suffit  de  multiplier 
chaque  terme  de  fx  par  l’exposant  de  x dans  ce  terme,  et  de  di- 
minuer cet  exposant  d’une  unité. 

Soit  fx  = Ax"+A1.x™-'+ . . . 4-Am-nx"-+- . . . + 

Am  . ,x’-+-Am  - ,x-f-Aœx°.  • 

Je  dis  qu’on  aura  . 

f'x=  mAzm-'.+(m— l)A1xm~H-  . . . -f-nAm-„x'>-,-+-  . . . 

— ! — 2 A„, — ,x-|-Am_ 
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En  effet  remplaçons  x par  x-\-h  dans/#  , et  considérons  le 

terme  général  qui  devient 

Am— n(x-i-A)”=  Am_„(x"+no!n— .h-\-  ...)• 

Le  terme  affecté  de  la  première  puissance  de  h .est 
nAm — „xn— ‘A,  et  le  coefficient  de  h y est  nAm_„x"— 

Si  l’on  fait  ici  successivement  n —m,  m — 1,  etc.,  on  aura  pour  la 
première  dérivée 

mAr-'+^i- l)A,a:m— M- .. . H-nAm— „®n— ‘-+-  ... 

+2Àm — ,x-|— Am — , , , 

comme  on  l’a  annoncé. 

Exemple.  Soit  fx  — Sx' — x3 — 7x— 8 , 
on  a /'x  = 2Qx3 — 3x* — 7. 

Corollaire.  Puisque  f“x  est  la  première  dérivée  de  f‘x , on 
" déduira  J“x  de  /'x  d’après  la  même  règle,  et  c’est  encore  d’a-' 
près  cette  règle  que  chaque  dérivée  se  déduira  de  la  précédente. 
Ainsi  ayant  toujours 

fx  — Axm-f- A,xm— 1 -f- +Al_nx”  + + 

* 

A,„  —3X3— )— Am_,  xa— |-  Aœ— , x+Ara 
puis  — l)A,xm— H-...4-ttAm— „x”— '+....  -+- 

. 3A„,_3Xa+2Am_ax+Am_,  . 

ensui  te^  ‘x—ni(rn — l)Axm— a+(m — l)(m — 2)A,xm~1+ -f- 

n(n — l)A„,_„jfn- J-f-  etc 

+ 3.2.Am_3x  — ) — 2.1  .Am_a 

On  remarquera  1°  que  d’une  dérivée  à l’autre  il  se  perd 
un  terme;  c’est  le  dernier.  2°  Que  devant  chaque  coefficient 

A,  A, Ara— „ il  y a autant  de  facteurs  décroissants  d’une 

unité,  qu’il  y a d’unités  dans  le  rang  de  la  dérivée. 

Ainsi  la  dérivée  de  rang  n ou  d’ordre  n sera 

' Ax™— "+  (m  — 1 )" 1 — ' . A ,x™  - '-f- +/in|-'.Am_„ 
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Remplaçant  ici  n par  ni — 1,  puis  par/n,  on  aura  successive- 
ment : /ln,-,)j=m,”-,l-'.AT  + (m-1)“-'  •—‘À, 

/Ox  — rnml-'.A 

Donc  la  dérivée  d’ordre  m est  indépendante  de  x,  du  ne  ren- 
ferme pas  x , et  par  conséquent/ “H-'x  est  nulle,  ainsi  que  toutes 
les  dérivées  suivantes. 

Remarque.  Supposons  qu’on  donne  une  fonction  telle  que 
fx=(x— a,)(x'—  a,)(x— a3)  ....  (x—  a,„-,)(.r—  «,») 


le  nombre  des  facteurs  binômes  étant  ni,  et  cherchons  f‘x,  sans 
développer  ce  produit;  on  aura 

f(x-i-h)  * 

a,)(A+x-a,)(A-t-a7-a3).,..  (A-+-x-tfm_,)(/t-t-x-am). 

On  peut  regarder /(x  A)  comme  le  produit  de  m facteurs 

ayant  pour  premier  terme  commun  A , et  pour  seconds  termes  les 

quantités  x— «,,  x — a,, x — «m. 

Or  dans  ce  produit,  otdonné  suivant  les  exposants  décroissants 
de  A , l’avant-dernier  terme  ( 1. 1 , p.  12)  est  A’,  multiplié  par  la 

somme  des  produits  m — 1 à m — 1 des  quantités  x — a,,x — a* 

que  nous  regardons  comme  les  seconds  termes  des  binômes 
— a,),  A-f-(x — a,),  etc...  Donc  la  première  dérivée  de  fx, 
qui  n’est  autre  chose  que  le  coefficient  de  A' , est  égale  à la  somme 
dés  produits  m — 1 à m — 1 des  facteurs  x — a, , x — a,,....  x — am. 
Mais  pour  former  ces  produits,  il  suffit  de  supprimer  dans  fx 
successivement  chcun  des  facteurs  x — a, , x — etc....  x — am  , 
et  d’ajouter  les  quotients. 

Donc  fx=  H-  Jf-  + ...H tfL.  . 

% x — a,  x — a,  x — 

.ce  qui  fait  la  somme  des  quotients  de  fx  par  chacun  de  scs  fac- 
teurs du  premier  degré. 
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PROPOSITION  II.  — THÉORÈME. 


Le  développement  de  f(x-\-h)  peut  toujours  être  mis  sous  la 
forme  : 

h' fi,  h n hm 

/(x+/t) -fx+hfx-h-j  x. 

En  eflct , soit 

/^=Axn‘H-A1a?n,-,+  ...  4-An,_n.rn-f- . . . -+-Am. 


Pour  former  /(#+/«)  il  faut  remplacer  x par  x-\~h , ce  qui 
conduit  à former  les  puissances  de  x-\-h.  Or  dans  une  expres- 
sion’ telle  que  h(x-p-Ii)m,  le  terme  qui  en  a n avant  lui  est 

Am"l_l  , . k" 

— - . xm—"hn  ou  m°i—‘hxw~‘  y—. 

|»|1  . |o|l 

D’après  cela  on  formera  d’abord  A (x-+-/i)";  puis  affectant  A 
de  l’indice  1 , et  changeant  m en  m — 1 , on  en  déduira 

A,(x+/i)m— etc.; 

affectant  A de  l’indice  m — n,  et  changeant  m en  n on  obtiendra 
A„_n(x+/i)n,  etc.  Ordonnant  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  h , et  rassemblant  dans  une  colonne  tous  les  coefficients  de 
la  même  puissance  de  cette  lettre  h,  on  a 


l+AdaM-A)®— 1 J l+A.a;1»—  1)°!—  'A,xm— »— ’ 

l-+-etc I V+- 

<+Aœ_n(x+A)"\=<-t-Am_DX'-|- +n"i-'A„_n 

l-t-A \ b-Am_,x+ 

l+Am  J l-4-Am 


— 

i»|i 


■+•...  4- AA" 


La  première  colonne  du  second  membre  est  fx , et  le  coeffi- 

• i h" 

cient  de  ; — est 
lnl* 

m"l—  . A^m-”+(m—  l)"i-,A,xn,-n— . . . H~n- 1— Ara_B. 
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Ce  qui  (p.  1 , c.)  est  égal  à f°x.  Ainsi  faisant  successivement 
n = 1 , 2,  etc.,  on  trouvera  les  termes  indiqués  dans/(#-+-/i)  ; cai* 

le  terme  général  est  .J'"  x. 


Quant  au  dernier  terme  AAm  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 


ou  d’après  p.  1 


, c. 


* 


Cprollaire  1 . Dans/(x+/i)  remplaçons  x par  a,  h par/*?!/  — 1 . 
On  a (1.  2,  p.  40). 

(/Sl/^l)’  = H*.  (^~^)3  =-/S3!/iri,(/9!^ZÏ)4=/î4,etC. 
Donc  l) 


=/«+/3^-1  ' “+>elc- 


Si  les  coefficients  d efx  sont  réels  etc.,  seront  réels, 

et  si  l’on  écrit 

/(«+!*  =fa  — • f'  o- etc. 

j/«-  o/"“+!XO'/’"“  el0-j; 


la  partie  placée  dans  le  second  membre,  sur  la  première  ligne  sera 
réelle  et  la  seconde  ligne  sera  imaginaire.  Ainsi  J\a 
peut  être  représenté  par  P-f-Q/^l/ — 1,  P et  Q ne  renfermant 
que  des  puissances  paires  de  fi. 

Pour  déduire  de  là  f(ot, — (lÿ — l),  il  suffit  de  changer  fi  en 
— fi  ; dans  ce  cas  P et  Q ne  changent  pas;  donc 


/(a-/3l/3I)  = P-Q/3V/-1 , 

si  /(a+/9l/HT)=P+Q/îl/=T. 
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La  partie  réelle  est  donc  la  même,£t  la  partie  imaginaire  l’est 
au  signe  près. 

Si  les  coefficients  de  fx  ne  sont  pas  réels,  fa,  f‘a , etc. , sont, 
de  la  forme  a+b^ — 1 ; P et  Q sont  donc  aussi  de  cette  forme 

Soit  P = P-f-P'V— 1 ; Q=Q'+Q"pdî- 

On  aura  * - 

f(a+pV'~\)  ~ P;— Q"/9  +(P,/+Q'/3) 

l)  = P'-f-Q"/î  +(P"_QWl/ZT. 

Ainsi  la  partie  réelle  n’est  plus  commune,  non  plus  que  la 
partie  imaginaire.  Quoi  qu’il  en  soit,  si  fx  est  de  la  forme 

. ..  +/>,„, 

le  premier  terme  de/a  est  am;  dans/(a+^f^— 1)  aucun  autre 
terme  ne  renfermera  a à la  même  puissance;  par  conséquent  si 
l’on  représente /(a+Z?^ — l)  par  S-f-TP^— 1 , S et  T étant 
réels , S sera  un  polynôme  de  degré  m par  rapport  à a , et  T 
sera  au  plus  de  degré  m— 1 ; doiic  le  carré  du  module  de 
f{a+pVSZT\),  c’est-à-dire  S’+T1,  aura  pour  premier  terme 
a’m,  et  sera  du  reste  entier  par  rapport  à a et  à /?. 

Corollaire  2.  Supposons/x  = Axm-t-A,x" ...  -+-Am;  lès 
coefficients  étant  réels  et  entiers,  si  l’on  donne  à x une  valeur 
entière  a;  les  valeurs  de  fa  ,f‘a,f“a , etc.,  pourront  se  calculer 
comme  on  l’a  montré  dans  le  troisisième  livre. 

Soit  par  ex.  fx  — 3x4 — 7x3 — 5x’+9x-f-16, 
et  calculons  /2  = 3.2'— 7 ,23— Ô .2’+9 . 2*-f-16 

/' 2 = 12 .23— 21 .2’— 10 .2’+9 

/" 2 = 36 . 2’ — 42 . 2‘ — 10 
/"'  2 = 72.2—42 
/""  2 = 72. 

• Suivant  la  marche  citée , on  trouve 

f-2  = 6 , /'2  = l,/"2  = 50, /'"2  = 102, /""2  = 72. 

Ayan  t calculé  fa , f'a  ,f“a,  etc. , si  l’on  veut  calculer/ («— {— /t) , 
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/'(o-j-A),  /"(a-f-A),  etc.,  çù  A est  un  nombre  donné,  on  écrira 


Si  l’on  fait  la  somme  des  derniers  termes  des  diverses  colonnes, 
on  Trouve 
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/.*  nu  /»"» — 1 fm—i  I.m  f va 

/«+//>«+-/«+...+  — — .f  a _ 

ou  /(o+A); 

remontant  d’une  cuie  dans  chaque  colonne,  et  ajoutant,  on  a 

A’  l'in  A3  r 4 ■ /■•»> 

fa+hf“a+-.f  «+  — •/  «+  • • • + / fl 

ou/'(a+/i), 

remontant  encore  d’une  case,  dans  chaque  colonne,  et  ajoutant, 


on  a 


. A’  /ito— > r >» 

f“a+hf‘“a+—.j  ‘H-"-  + 2..(m-2)7  a 
ou  .../''(a+Zi), 

et  ainsi  de  suite;  les  deux  dernières  colonnes  donneront 
/ ““  ’a+A/M  ou  - * (a+/i) , 


et  la  dernière  f “a  — /"(a+/i ) , vu  que  px  est  constant , c’est- 
à-dire  indépendant  de  x. 

Appliquons  ceci  à la  fonction  donnée  plus  haut , en  faisant 
h = 0,4 


On  écrit 1/21 

n 

/'2 

/"'  2 

P 2 

Dont  les  valeurs  sont.  . . . . .[  6 

i 

50 

102 

72 

Multipliant  par  0,4 • . . 

0,4 

20 

40,8 

28,8 

Divisez  par  2 

. - • 

10 

20,4 

14,4 

Multipliez  par  0,4 

• • 

4 

8,16 

5,76 

Divisez  par  3 

• ’ 

• 

2,72 

1,92 

Multipliez  par  0,4 

• 

• • 

1,088 

0,768 

Divisez  par  4 

• 

• 

• • 

0,768:4 

Multipliez  par  0,4 

• 

♦ • 

* 

0,0768 

La  somme  des  derniers  termes  des  colonnes  est 

6+0, 4+4 +1 ,088-4-0,0768 = 1 1 ,5648  =/2,4. 
Remontant  d’une  case  dans  chaque  colonne,  on  trouve 
1+20+8,16+0,768  = 29,928  =/•  2,4. 
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Remontant  encore  d’une  case, 

* 50+40,8+6,76  = 96,56  =/'  '2,4 , 
Id.  102+28,8=  130,8=/' "2, 4.  • 
Enfin  72=/"2,4. 


PROPOSITION  III.  — THÉORÈME. 


Dans  toute  fonction  entière  et  réelle  de  x,  on  peut  assigner  à 
x une  valeur 1 , qui  rende  le  module  du  premier  terme  plus 
grand  que  la  somme  des  modules  de  tous  les  autres. 

Soit  la  fonction  proposée 

Axra+À,*“— •+ ...  +Am. 

AA  A 

Représentons  par  p , , p, , . . . pm , les  quotients  —,  ^4 , • • • j- ; 
cette  fonction  pourra  être  mise  sous  la  forme 

A(.++p1a;™-'+pïxm-î+ . . . +pm) 


et  pour  que  le  module  de  Axm  soit  plus  grand  que  la  somme 
des  modules  des  autres , il  suffit  que  xm  soit  plus  grand  que  la 
somme  des  modules  de p,xm—' , p,xm— . . . pm. 

Or  si  parmi  les  modules  des  coefficients  p, , p, , . . . pm , on  ap- 
pelle C celui  qui  est  le  plus  grand  (ce  qui  ne  l’empêcbe  pas  d’être 
égal  à un  ou  plusieurs  autres),  la  somme  des  modules  de 
p, ptXm—*  . . . pm , ne  surpassera  pas 

Cxm-'+Cxra-’+Cxm-3+ ...  +Cx+C, 


de  sorte  que  si  l’on  trouve  pour  x une  valeur  )>  1 , qui  rende 
xm  plus  grand  que  ce  dernier  polynôme , la  question  sera  résolue. 

Or  pour  que  ®ra^>  Grm  - '+Gxm— ’+  . . . +Cx+C , 
il  faut  et  il  suffit  que  l’on  ait 

i>c(è+^+  etc-  ~^hy 

Comme  x est  1 , cette  condition  sera  remplie  si , au  lieu 

•1 

d’arrêter  le  facteur  entre  parenthèses  à.— , on.  les  prolonge  à 
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l’infini , ce  qui  augmente  le  second  membre.  Ainsi  il  suffit 
qu’on  ait 


ou 


1>C(rh3F  + ^ )’ 

(1-3,  p.  16), 


1 


= C — 

> ,_i 

X 


.=  c 

0,1  '>—1' 

et  pour  cela  il  faut  et  il  suffit  que 


x — 1~  C ou  x^  C-+-1. 

Ainsi  l’unité  augmentée  du  plus  grand  des  modules  de 
A A*  A 

Y*  » -r— ...  satisfait  à la  condition  exigée,  et  tout  nombre 
AA  A 


plus  grand  jouit  de  la  môme  propriété. 

Corollaire.  Il  s’ensuit  que  si  dans  la  fonction  proposée  on  fait 
varier  x depuis  C+t  jusqu’à  +ao , la  fonction  proposée  sera 
toujours  du  signe  de  A.  Car  x“  étant  alors  plus  grand  que  la  somme 
des  modules  de  tous  les  termes  p,xm  etc.,  on  conclut  que, 
même  si  tous  les  termes  qui  suivent  x™  étaient  négatifs,  la  fonction 
xm-+-plxm— -\-pm  serait  positive.  Donc  c’est  A qui  donnera 
son  signe  à A(xm-f-...)# 

Si  m est  positif  et  qu’on  fasse  varier  x depuis  — (C-f-1)  à 
— 00 , le  terme  x"  sera  positif  et  toujours  plus  grand  que  la 
somme  des  modules  de  tous  les  autres.  Donc  c’est  encore  le  signe 
de  A qui  sera  celui  de  la  fonction. 

Si  au  contraire  m est  impair , et  qu’on  fasse  varier  x depuis 
t(C-+-1)  jusqu’à  — « , le  terme  Axm  change  de  signe;  mais  son 
module  reste  plus  grand  que  la  somme  des  modules  de  tous  les 
autres.  Donc  le  polynôme  restera  de  signe  contraire  à A. 

Ainsi  en  résumé  si  dans  une  fonction  entière  et  réelle  de  x,  de 
degré  pair,  on  fait  varier  x depuis  -j-(C-f-l)  à +00 , ou  depuis 
— (C-j-1)  à — 00  , la  fonction  conservera  le  signe  de  son  premier 

22 
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coefficient;  si  le  degré  de  la  fonction  est  impair,  elle  conservera 
encore  ce  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x depuis  C—f-t  à H-oo  ; 
mais  elle  prendra  un  signe  contraire  depuis  x — — (C— 1— 1)  à 
x — — oo  . 


PROPOSITION  IV.  — THÉORÈME. 

Soit  a un  nombre  absolu  qui  substitué  à la  place  de  x dans  une 

fonction  réelle  xm-\-p,xm- ' , rend  le  premier  terme  plus  grand 

que  la  somme  des  modules  des  termes  négatifs;  si  l’on  fait 
croître  x depuis  a jusqu’à  -f-  oo  , celte  fonction  croîtra  sans  ja- 
mais décroître. 

Pour  le  prouver,  nommons  P la  somme  des  termes  positifs 
qui  viennent  après  a?1",  N la  somme  des  termes  négatifs,  abstrac- 
tion faite  de  leurs  signes;  la  fonction  peut  être  représentée  par 


/ N \ 

xm — N-+-P  ou  xm[\ -j  + P. 

Or  si  l’on  fait  croître  x à partir  de  a,  P croîtra,  puisque 
c’est  une  somme  de  termes  positifs  et  entiers  en  x ; xm  croîtra 

N 

auSsi.  Quant  au  facteur  1 — — , je  dis  qu’il  est  positif  et  crois- 


sant, depuis  xz=a,  jusqu’à  x~  oo  . Car  N se  composant  de  ter- 
mes de  degrés  moindres  que  xm , il  est  de  la  forme 

N + , 


h,  /....  étant  positifs;  a,  ...  aussi,  et  d’ailleurs  moindres  que  m. 


Donc 


Cbacun  des  termes  de  ce  second  membre  diminue  à mesure 

N 

que  x augmente,  et  puisqu’ils  sont  positifs,  leur  somme  — di- 

xm 

minue  aussi. 

N 

Mais  pour  x — a,  xm  est^>N,  par  suite  — est<^l;  donc 
N . . N . 

pour  x —a,  le  facteur  1 est  positif,  et  comme  — diminue 
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à mesure  que  x croit  à partir  Je  a,  on  conclut  que  oc  facteur 

/ N 

augmente.  Donc  xm  { 1 -J  -f-P  croit  depuis  x=a  à x=-+-  oc. 


Corollaire  1.  Appelant  encore  C la  quantité  ainsi  nommée  dans 
la  p.  3,  on  remarquera  quex  = C-M  , qui  rend  le  premier  terme 
xm  plus  grand  que  la  somme  des  modules  de  tous  les  autres,  le 
rend  à fortiori  plus  grand  que  la  somme  des  modules  des  termes 
.négatifs;  donc  si  x croit  depuis  C-f-1  à +oo  , la  fonction  de 
x croîtra  indéfiniment  sans  jamais  décroître. 

Corollaire  2.  Il  résulte  du  cor.  1 , p.  2,  que  si  fx  est  réel  et 

delà  forme  a?m+etc.,  le  carré  du  module  de  j\y-\-  zV' — 1)  est 
une  fonction  entière  de  jet  z,  ayant  pour  premier  termey’"'.  Si 
dans  cette  fonction  on  donne  à z une  valeur  quelconque , on 
pourra  conclure  qu’en  faisant  ensuite  varier  y depuis  C+l  jus- 
qu a l’infini,  celte  fonction  variera  aussi. 

Donc  on  peut  faire  varier  y et  ~ de  manière  que  le  carré  du 
module,  et  par  suite  le  module  même,  varie  indéfiniment. 


PROPOSITION  V.  — THÉORÈME. 


Dans  toute  fonction  entière  et  réelle  d’une  lettre  ordonnée  sui- 
vant les  exposants  croissants  de  celte  lettre,  on  peut  assigner  à 
celte  même  lettre  des  valeurs  telles  que  le  module  du  premier 
terme  surpasse  la  somme  des  modules  de  lotis  les  autres.  * 

Soit  la  fonction 


.... 

J . B,  . B„  . 

= B tt'-f-  77  W+,-+-  • • • -t-p  M'+n 

B, 

Parmi  les  modules  de  ~ , etc.,  soit  D le  plus  grand  ; il  suffira 
B 


de  rendre  «'  D («'•+■'  -f- . . . — f- . . . 

Prolongeons  à l’infini  la  progression  «'+'  etc., ....  divisons 
par  u'  ; il  suffira  que 


1 D(m  + «’+ ) 

2». 
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- . « 
Supposons  u 1 ; la  limite  de  la  progression  est  — - 

Donc  on  fera 


— D« 


C’est-à-dire 

d’où 


>1_« 

1 — u'^> 

- 1 


<1+I> 


Ainsi  en  prenant  pour  «un  nombre  absolu  p on  rem‘ 

plira  les  conditions  de  la  question. 

Remarque  1 . Si  u est  infiniment  petit , la  fonction  proposée  l’est 
aussi. 

Car  soient  M,  M les  modules  de  B,  B, 

Le  module  de  la  fonction  n’est  jamais  plus  grand  que 

-j- 

Soit  k le  plus  grand  des  nombres  M,  M, , . . . . M„;  ce  dernier 
polynôme  est 

< k{ii  H-  u'+'  -H ) à l’infini 

ou  Y~  <lu*  est  infiniment  petit  avec  «. 


Il  suit  de  là  que  si  x varie  d’une  manière  continue , fx  supposé 
réel  variera  de  même  ; car  si  l’on  donne  à x deux  valeurs  réelles 
a et  a-\-h,  on  aura 

f(a h)  —fa hf‘a  + 2 ® m J' ^ 

d’où  /(«+  h)-fa=hf‘a+  jf‘a  + . . . + fa™. 

Or,  si  h est  infiniment  petit,  le  second  membre  est  infiniment 
petit,  donc  la  variation  d efx  est  infiniment  petite;  car  cette  va- 
ria lion  est  f(a  + h)  —fa. 

Celle  conclusion  n’est  infirmée  que  si  fx  est  indépendant  de 
x,  ce  qu’on  ne  suppose  pas;  dans  ce  cas  f‘a,  f"a  sont  tous  nuis. 
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Dans  le  cas  oùfx  contient  en  effet  x , il  a été  prouvé  (p.  4)  qu’on 
peut  faire  varier  x de  façon  que/x-  varie;  ainsi  fa-\-h)—fa  ne 
saurait  être  constamment  nul;  il  ne  le  sera  jamais  lorsqu’on  fera 
varier  x de  C-f- 1 à+  00  (p.  4,  c.) 

Remarque.  Les  propositions  3 et  6 s’appliquent  aussi  aux  fonc- 
tions à coefficients  imaginaires. 

PROPOSITION  VI.  — THÉORÈME. 


Soit  fx  une  fonction  entière  de'x , réelle  ou  imaginaire , c une 
expression  de  Informe  a 4-/9  V' — 1 ; si  fcni  fc'  ne  sont  nuis  ,je  dis 

qu’il  y aura  une  valeur  de  x,  de  la  forme  a 4-/9  ^ — 1 , qui  ren- 
dra le  module  de  fx  plus  petit  que  celui  de  fc. 

En  effet  soit  c-f-d  une  autre  expression  de  la  forme  a +- 
on  a (p.  2) 


fc  4-  d)  —fc  + dfc  - 
ou  , puisque/c  n’est  pas  nul, 

dfc 


f(c-\-d)=fcl  1 


ïf 

d‘.f"c 


e-K  .. 


d étant  indéterminé,  nous  poserons 

e étant  réel  et  positif,  d’ailleurs 


dfc  _ 
fc  ~ 


cfc 

arbitraire;  delà  d — — d— 

f‘c 

* / fc 

Cette  valeur  de  d est  de  la  forme  «4-/9l/ — 1 , puisque  — 

J‘c 

l’est;  donc  c+d  l’est  aussi;  et  puisque  d est  proportionnel  à e, 
d’ le  sera  à e1,  d3  à e3 , etc.,  de  sorte  que  par  la  substitution  de 
cette  valeur , on  aura 

fc-+~d)=fc(l  -e-+-ge'-f-ke3-+-.  ; . .) 

où  g,  etc.,  sont  les  coefficients,  tous  de  la  forme  a 4-/9 —1. 
De  là  on  déduit  (I.  2 , p.  43). 
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module  de/(c-|-d)=:mod,  de.yè  X mod.  de(l  — e-hge*  -\-hey). 

Le  module  de  l—e  est  1 — e lui-même,  si  nous  supposons 
e 1 ; soient  g‘,  k‘,  etc.,  les  modules  de  g,  k,  etc.;  ceux  de 
e%,  e3,  etc.,  sont  ces  quantités  mêmes,  et  ceux  de  ge%,  /ce3,  etc., 
seront  g'e* , k'e3,  etc.  Or,  (1.  *2,  p.  44)  le  module  d’une  somme 
est  inférieur  ou  égal  à la  somme  des  modules  des  parties;  donc 


mod.dejl — e-f-ge’-t-fre3....  | ^ 1 — e -\-g'e'->r-k‘e3 . 
Donc 


mod.  de/(c -)-(/)  — mod. 


ex!  1 — e-)-g'/e’-)-/r'e3H-. 


Jusqu’ici  e est  resté  arbitraire;  nous  le  supposerons  infiniment 
petit,  par  suite  la  série 

— e-\-g‘él-\-k‘ei - 1-. .... 
sera  (p.  5)  infiniment  petite  et  négative. 

Donc  1 — e-i-g‘e,-+-k'e3-\-,  etc est  1 , 

et  mod.  def(c +(/)  mod./e.  Ce  qu’il  faut  démontrer. 

Définition  4.  Une  équation  du  degré  m à une  inconnue  est  une 
équation  réductible  à la  forme 

AifH-  A .I--'  -f- Am_,ar-(-  Am  =0. 

x étant,  l’inconnue;  A,  A„  ..... , Am  des  quantités  connues  de 

la  forme  a -f-  fi  et  m un  nombre  entier  positif. 

Définition  5.  Une  racine  d’une  équation  est  une  expression  de 

la  forme  a.  + fiV'  — 1,  qui  mise  pour  .r,  rend  l’équation  iden- 
tique. 

Les  racines  d'une  équation /à?:=0  ne  changent  pas  si  on  multi- 
plie cette  équation  par  un  facteur  indépendant  de  x et  différent 
de  zéro.  Car  pour  que  le  produit  .A fx  devienne  nul,  il  faut  et  il 
suffit  que  fx  le  devienne , si  A est  indépendant  de  x et  différent 
de  zéro. 

Définition  6.  Une  équation  binôme  est  celle  qui  ne  contient 
qù’un  terme  affecté  de  l’inconnue,  et  un  ternie  tout  connu, 

x’1 — 6 = 0,  x3-jrl  — \// — 4 = 0 sont  des  équations  binômes. 
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PROPOSITION  VII.  — THÉORÈME. 

Toute  équation  binôme  a une  racine  de  la  forme  a-f-bL7  — 1. 
Soit  l’équation  binôme 

fx  — xn' — (a-t-  pV' — l)=0. 

Pôur  qu’une  expression  soit  racine  de  cette  équation , il  faut 
que,  élevée  à la  puissance  m , elle  reproduise  a + — 1,  c’est- 

m 

à-dire  il  faut  qu’elle  soit  une  détermination  de  « + 

ni  

Or,  si  m est  une  puissance  de  2,  il  est  prouvé  que  Va-hpy/-l 

a une  détermination  de  la  forme  a-\-b\/ — 1.  Donc  l’équation 
proposée  a,  dans  ce  cas,  une  racine  de  celte  forme. 

Si  m est  pair,  la  proposition  se  ramène  au  cas  où  m est  im- 
pair. Car  soit  m —2m‘;  on  aura 

x'm‘—a-h-  p^  — 1. 

d’où  x'"'  -=.\/ a + py  — I , 

ce  second  membre  est  de  la  forme  u-k-p'V^ — 1 (I.  2,  p.  41). 
Ainsi  la  question  est  ramenée  à l’équation 

xm  ' — a-\-  ft'  V — 1. 

Si  m‘  est  encore  pair,  on  raisonnera  de  mémo  jusqu  a ce  quu 
l’exposant  de  x soit  devenu  impair.. 

Supposons  donc  m impair.  La  proposition  est  évidente  si  p 
est  nul.  Car  alors  l’équation  devient 

IJI 

‘ • xm  — a d’où  x = ^ a. 

III  1 

Or  , m étant  impair,  ^ a a une  valeur  réelle  qui  est  par  suite 
comprise  dans  la  forme  «-+-6  L7  — 1 . 
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La  proposilion  se  démontre  facilement  si  a est  nul , cas  où 

l’équation  devient  x^xzft  V — 1. 

Faisons  ici  x —x'V' — 1 d’où  xm  — î ; car  m étant 

impair,' on  a (I.  2,  p.  40) 

L’équation  se  réduit  donc  à > 

±x,mV — 1 1 ou  — 

d’où,  vu  que  m est  impair 

CD 

x ‘ — ± ^ (i  qui  est  réel 

m 

et  x — , 

expression  de  la  forme  a~\-b  — 1. 

On  peut  donc  maintenant  supposer  que  ni  a ni  (i  n’est  nul. 
Remplaçons  x par  y-\-z  — 1;  il  faudra  prouver  qu’il  existe  * 

pour  y et  z des  valeurs  réelles  qui  rendent  identique  l’équation 

f(y+z\/~\)  = 0. 

c’est-à-dire  qui  annulent  le  module  de/^-)--^  — l)  (1*2,  déf.  11). 

Or  on  peut  faire  varier  y et  z de  manière  que  ce  module  varie 
(p.  2,  c.  1);  d’ailleurs  ce  module  est  essentiellement  positif  : 
donc  parmi  toutes  les  valeurs  différentes  qu’il  est  susceptible  de 
prendre,  il  y en  a une  qui  est  plus  petite  que  toutes  les  autres,  et 
je  dis  que  cette  valeur  minimum  est  nulle. 

D’abord  ce  minimum  ne  répond  pas  àx=:0;en  effet  si  x =0 , 

on  a fx  = — l) 

. $ in 

dont  le  module  carré  est  «’ Mais  si  l’on  fait  x=y^â, 
on  aura  xm  — a,etc.,/x=  — ftV' — 1 , dont  le  module  carré  est 
(i',  quantité  plus  petite  que  la  précédente,  puisque  « n’est  pas 
nul.  Donc  il  y a un  module  plus  petit  que  celui  de  /O. 
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Soit  c la  valeur  de  x qui  répond  au  minifnum  du  module , on 
a f'c  = mc"-',  expression  qui  n’est  pas  nulle  puisque  c ne  l’est 
pas.  Si  donc/c  n’était  pas  nul  (p.  6) , il  existerait  une  valeur  de# 
pour  laquelle  le  module  de  fs  serait  moindre  que  celui  defc, 
qui  par  hypothèse  est  minimum;  ce  qui  est  absurde.  Donc  si  c 
répond  au  minimum  du  module,  fc  est  zéro;  donc  x — c est 
racine  de/#  = 0. 


. PROPOSITION  VIII.  — THÉORÈME. 

Toute  équation  à une  inconnue  a une  racine  de  la  forme 

a+b^Zï.  ' 

Soit fx  — #n,-|-p1a!m— ' 0,  l’équation , ayant  ses  coef- 

ficients réels  ou  non. 

Remplaçons  x par  — 1.  Le  module  carré  de 

/(yH-zl/- 1)  , 

sera  variable  (p.  4,  c.  2),  et  comme  il  est  positif,  il  aura  un  mini- 
mum : je  dis  que  ce  minimum  est  nul.  Car  soit  c — a- \-b\/ — 1 , 
une  valeur  de  x qui  répond  à ce  minimum  ; si  ce  minimum  n’est 
pas  nul,  fc  ne  l’est  pas  non  plus;  soit  d un  accroissement  de  là 
forme  u-\-b  \/ — 1.  Si  l’on  développe /(c-f-tf)  suivant  les  puissan- 
ces ascendantes  de  d( p.  2),  il  peut  se  faire  que  parmi  les  fonc- 
tions/'c,/"c,  etc.,  il  y en  ait  plusieurs  qui  soient  nulles;  mais 

dm  X" 

le  dernier  terme  - . / c ne  le  sera  pas  ; on  peut  donc 

2 ...  m J 


supposer  /(c-f-d)  =fc- f-D  . d“-f-D. d“+l-+- ... 

I /" 

D étant  la  première  des  expressions/'c , - J c , etc. , qui  n’est 
pas  nulle. 

Puisque/c  par  hypothèse  n’est  pas  nulle,  on  aura 
/(c-HO  =/c  | 1+jr  • • d"+'-+- . . . 
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On  posera^  . d"  = — e",  d’où  d — e y — j^. 

Or  est  de  la  forme  a-y-bV —1,  et  en  vertu  de  prop.  7 , 

' ir  

|/  a une  valeur  de  cette  forme;  nous  supposons  d’ailleurs 
e^>  0,  et  par  suite  d est  aussi  de  la  forme  a-^-bV' — 1.  Posant 


d’où  d —ge,  la  valeur  de  f(c-\-d ) prend  la  forme 


f(<H-d)  =fc  { i — eM-Een-H_|_Fe”-t-’_t-  ... } 

E,  F,  etc.,  étant  de  la  forme  a-\-b\/  — 1. 

Nommons  E, , F, , etc.,  les  modules  de  E,  F,  etc.  ; on  conclura 
comme  ci-dessus 


mod./(c-f~d)  ^mod./ex  j 1—  e"H-E1en-+-,-F-...  };  r 

supposons  e infiniment  petit,  on  aura  encore 
mod,/(c-)-d)  <^mod./c, 

ce  qui  est  absurde;  donc  fc  est  nul,  et  l’équation /i=0a  une 
racine  c de  la  forme  a-\-b\/ — 1. 

Définition  7.  Une  fonction  entière  est  dite  divisible  par  une 
autre,  s’il  en  existc.une  troisième  qui,  multipliée  parla  seconde, 
reproduit  la  première. 

Ainsi  toute  fonction  entière  d’une  lettre  est  divisible  par  une 
expression  quelconque  indépendante  de  celte  lettre.  Car  si  l’on  a 
une  fonction  entière  de  x , telle  que 

O O 

le  quotient  de  celte  fonction  par  4 est 

1/3  7 1 

iJI  = 2Ô*’—3-!*+î 

fonction  entière  de  x. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  IV..  347 

De  meme  si  fx  esl  divisible  par<jp.r  ,et  quem  est  indépendant 
de  x,  mfx , — Jx  sont  divisibles  par  ipx , car  si 
fx  — (ÿXXfX  , 

1 r i 

on  a mfx  — (pxXmxpx , — Jx  — * — VJX  ’ 


1 


et  les  quotients  mipx,  — yix  sont  des  fonctions  entières  de  x. 


Enfin  on  aura  aussi 


1 


fx  — mrpxX  — ifjx 


c’est-à-dire  que  fx  sera  aussi  divisible  par  nupx. 


PROPOSITION  IX.  — THÉORÈME. 

Soit  fx  une  fonction  entière  de  x à coefficients  réels  ou  non  , 
a une  expression  de  la  forme  — t ; si  fa  est  nul , je  dis 

que  fx  est  divisible  par  x — a et  réciproquement. 

Soit 

fx  = A^+A, ...  H-An^m-n-+- . . . -f-A10_,x-)-A,u. 

Si  l’on  divise  fx  par  x — a,  le  premier  terme  du  quotient  sera. 
Axm—‘  ; multipliant  ce  terme  par  le  diviseur  x — a et  retran- 
chant du  dividende , on  fera  disparaître  le  premier  terme  du  di- 
vidende, tandis  que  le  second  sera  modifié  et  tous  les  autres 
resteront  intacts.  La  même  chose  se  passera  dans  un  dividende 
partiel  quelconque,  et  tant  que  l’on  ne  placera  au  quotient 
aucun  terme  fractionnaire  par  rapport  à x (comme  nous  le  sup- 
posons) , les  restes  seront  entiers  par  rapport  à cette  lettre.  Le 
dernier  terme  que  l’on  placera  au  quotient  sera  donc  celui  qui 
renferme  x"  et  qui  répond  à un  dividende  du  premier  degré  enx,\ 
ce  terme  du  quotient,  multiplié  par  le  diviseur  x—a,  donnera 
encore  deux  termes  qui  retranchés  du  dernier  dividende  partiel, 
y détruiront  le  terme  en  x et  fourniront  un  reste  indépendant 
de  x. 
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Soit  R ce  reste,  (px  ie  quotient , on  aura  l’identité 
fx  — (x — a)(px-{- R. 

Quelque  valeur  qu’on  donne  à x , R qui  est  indépendant 
«le  x,  ne  changera  pas;  faisons  x — a ; dans  le  second  membre, 
(x—d)(px,  devient  OXrpa , et  comme  (pa  est  fini , ce  produit  est 

nul  ; on  a donc  fa  = R , 

si  donc  fa  est  nul,  comme  on  le  suppose,  le  reste  R est  nul,  et 
fx  est  divisible  par  x — a. 

Réciproquement,  supposons  qu e fx  soit  divisible  par  x — a; 
soit  (px  le  quotient,  on  aura  l’identité 

fx  = (f — a)<px , 

et  si  l’on  y fait  x = a,  il  vient  fa  — 0 : donc  fx  est  annulé 
par  x — à. 

Corollaire  1.  Quel  que  soit  a , le  reste  de  la  division  d efx 
par  x — a est  fa;  ainsi  pour  le  calculer,  on  remplacera  x par  a 
dans/r,  et  on  pourra  conduire  le  calcul  comme  au  livre  3, 
p.  2).  Or  ce  même  calcul  fournit  immédiatement  aussi  les  coef- 
ficients du  quotient.  En  effet,  d’après  ce  qu’on  a dit  plus  haut 
sur  les  dividendes  partiels , il  s’ensuit  que  le  ne  dividende  partiel 
est  de  la  forme 

BA-,x”-  A „xra— A n-|- , xm  ” +Am, 

A„ , , etc. , étant  des  coefficients  defx. 

En  continuant  la  division  à partir  de  là,  on  trouve  au  quotient 
les  termes  B„_,xm  -n4-(aB„  - 1+A„)xm-n  -'+... 

Ainsi  connaissant  le  coefficient  Ba_,,  pour  avoir  le  suivant, 
on  multiplie  B„_,  par  a,  et  on  ajoute  A„,  coefficient  qui  dans 
fx  a le  même  rang  que  aB„_,-(-A„  dans  le  quotient.  Or  le  pre- 
mier coefficient  du  quotient  est  A ; donc  les  suivants  sont 

A a A , 

An’+A , a-+-A , • ^ 

An1— (—A , u*— f— A A 3 

etc. 
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Le  dernier  sera  Aa“— ’-l-A.a™— ’+  . . . +Am_, , 
et  si  on  le  traite  comme  les  précédents , on  aura  le  reste 
’-h .. . +Am — 

En  représentant  le  quotient  par 

Bx”- '+B1xra-,-|-  . . . -+-Bn_,x” -"+B».r”-n-,-4- hB„-, , 

on  a donc  B = A,  B,  = aB-j-A, , B^rraB.-f-B*,  etc. 

B„  = aB„— ,-f-A„  et  le  reste  B = aBm_,+Am. 

S’il  s’agit  par  exemple  de  diviser 

3ar}-)-4ar3 — 5ar’ — 7jr— f— 3 par  x+2,  où  a — — 2, 
on  a le  reste 

/(-2)  = 3(-2)q~4(_2)3-5(-2)’-7(-2)+3  = 13. 

Et  on  trouve  pour  quotient 

3 a:3 — 2a:’  — ar-f-5. 

Corollaire  2.  Puisque  fa  est  le  reste  de  la  division  Aefx  par 
x — a,  il  s’ensuit  que  si  fa  n’est  pas  nul  ,fx  n’est  pas  divisible  par 
x — a , et  si  fx  n’est  pas  divisible , fa  n’est  pas  nul. 

Corollaire  3.  Au  moyen  de  la  prop.  9 , on  peut  reconnaître 
dans  quels  cas  xm±:am  est  ou  n’est  pas  divisible  par  x±a 

(1.1,  p.  22). 

1°  xm — am  — fx  est  toujours  divisible  par  x — a;  car 
fa  = a”— a”  est  nul. 

2°  Si  m est  estpaiéar” — am=fx  est  divisible  par  x-] -a;  car 
— a)=( — a)" — am~am — a” 
puisque  m est  pair. 

3°  Si  m est  impair  xm — a”  n’est  pas  divisible  par  x~\~a;  car 
dans  ce  cas  ( — a)m— — a”;  Donc  fa— — a” — a”  = — 2 a”  qui 
qui  n’est  pas  nul. 

4°  a^“-f-am  n’est  jamais  divisible  par  x — a,  car  si  l’on  y fait 
x—a,  on  trouve  pour  reste  de  la  division  2a”  qui  n’est  pas  nul. 

5°  Si  m est  pair  xm -\-am—fx  n’est  pas  divisible  par  x-\ -a; 
car /( — a)  = ( — a)”  + a”=2a”,  vu  que  dans  le  cas  de  m pair 
(—  a)“=a”. 
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6° Si  ni  est  impair  fx~xm  4-«”  est  divisible  par  x-^-a-,  car 
x— — a donne  fa  = ( — a)™  -|-flm=z — am  -f-  a™  = 0. 

Remarque  1.  La  p.  9 peut  s’énoncer  ainsi  qu’il  suit  : 

Si  a est  racine  de  l’équation  fx  = 0 , le  premier  membre  est  di- 
visible par  x — a , et  réciproquement , si  le  premier  membre  est  di- 
visible petr  x — a , c'est  que  a est  racine. 

Corollaire  4.  Comme  il  est  prouvé  (p.  8)  que  toute  équation 
a une  racine,  il  s’ensuit  que  toute  fonction  de  x admet  un  divi- 
seur du  premier  degré  par  rapport  à x. 

PROPOSITION  X.  — PROBLÈME. 

Toute  fonction  entière  de  x de  Informe  xm-\-p,xm— =fx, 
est  le  produit  d'un  système  unique  de  m facteurs  de  Informe  x — a. 

Il  est  démontré  (p.  9,  c.  4)  que/x  admet  un  facteur  de  celte 
forme;  nommons-le  x — a , , et  soit  fx  le  quotient;  on  aura 
fx  — (x—a,)fx. 

Or ,f,x  est  de  même  forme  qu efx,  mais  de  degré  ni — 1 ; donc 
fx  afimefaussi  un  facteur  de  cette  forme;  soit  x — a,  ce  facteur, 
fx  le  quotient  qui  est  du  degré  m — 2 ; on  a 

f,xxz(x—a,)fx 

On  démontre  de  même  que 

fx  — {x—a^)fx 
fx=(x-af,fx 
etc 

fx,fx  étant  des  quotients  entiers  en  x,  et  dont  les  degrés  vont  en 
diminuant  d’une  unité;  après  avoir  mis  en  évidence  m — 3 fac- 
teurs du  premier  degré , on  aura  donc  un  quotient  du  troisième 
degré,  que  nous  nommerons fa—3i  ce  polynôme  aura  aussi  un 
facteur  du  premier  degré  , tel  que  x — am_,,  et  l’on  aura 

fm-3X  — (x  — rU„>  - ffin  - a* 

le  quotient  fm-,x  sera  du  second  degré,  et  se  décomposera  en 
deux  facteurs  du  premier,  que  nous  nommerons  x — ain—, , x — am, 
et  il  vient 

fm-tx=(x—am-,)(x—am). 
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Multipliant  membre  par  membre  toutes  ces  égalités,  et  sup- 
primant les  facteurs  communs,  on  a 

fx~(x — a,)(.r — a„) (x— am). 

Donç/r  est  le  produit  de  m facteurs  de  la  forme  x — a. 

Je  dis  qu’il  est  impossible  qu’un  autre  système  de  facteurs  de 
celle  forme  reproduise  fx.  Car  si  l’on  avait 

fx=(x—b,)(x—b,) (x— bm). 

On  aurait  aussi 

(1)  (x—  a,)(x—  a,)....  (x—am)  = (x—b,)(x—b2)..„(x—bm). 

Dans  cette  égalité  le  second  membre  s’annule  si  l’on  fait  x=b,; 
donc  le  premier  s’annulera  aussi  ; mais  pour  cela  il  faut  et  il  suffit 
que  l’un  de  ces  facteurs  s’annule;  supposons  que  ce  soit  x — a, , 
on  aura  b, — a,=0,ou5,r=a,,ouenfin  x — a,z=.Xr—b,;  divisant 
l’égalité' (1)  par  x — a,,  on  aura 

(*—«») (x—am)  = (x—bj (x—bm) 

I 

et  on  prouvera  de  même  que  le  facteur  x — b%  a son  égal  dans  le 
premier  membre,  et  ainsi  des  autres.  Donc  les  facteurs  x — 6,, 
x — 5„. . . . x —bm,  sont  respectivement  identiques  avec 
x — a, , x — a,. . . . x — am. 


PROPOSITION  XI.  — THÉORÈME. 

Une  équation  de  degré  ni,  Axm  + etc.+  Am=0,  a m racines 
de  la  forme  a+bl^  — 1. 

En  effet,  que  les  coefficients , A,  A, . . . Am soient  réels  ou  non, 
le  premier  membre  de  cette  équation  est  un  produit  de  la  forme 

A Çx — u,)  (^x  — ...  (^x  a,..^ , 

et  pour  que  ce  produit  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l’un  des 
facteurs  le  soit;  ainsi  on  satisfera  à l’équation  proposée  en  posant 

x=.a,,  ou  x = a, , ou , etc. , x — am , 

elle  a donc  les  m racines  a, , a, ...  am,  e t pas  d’autres. 

Remarque  t.  Si  parmi  les  quantités  fl,,  a,, .. . am,  il  y en  a 
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qui  sont  égales  entre  elles,  le  nombre  des  racines  distinctes  est, 
dans  le  fait , moindre  que  m.  Cependant  pour  éviter  des  distinc- 
tions embarrassantes , comme  on  le  montrera , on  est  convenu 
de  dire  dans  tous  les  cas  qu’il  y a m racines,  sans  prétendre  af- 
firmer que  ces  racines  sont  toutes  différentes.  C’est  ainsi  que 
l’équation  ( x — l)4  (x — 2) 3 = 0 à quatre  racines  égales  à 1 , et 
trois  racines  égales  à.  2. 

En  général  on  dit  que/®  = 0 a n racines  égales  à a , s\_fx  est 
divisible  par  (a?— a)"  sans  l’être  par  ( x — a)"-*-'. 

Corollaire  1.  Si  l’on  prouve  qu’une  équation  de  degré  m, 

A®m— |— A txm  Aa®m  5— |—  ...  — f-.Am  — 0, 

a plus  de  m racines  finies , on  peut  conclure  que  tous  les  coeffi- 
cients A,  A, , A,,  etc.,  Am,  sont  nuis.  Car  si  ces  coefficients  ne 
sont  pas  tous  nuis , l’équation  admet  au  plus  m racines  ; s’ils  sont 
au  contraire  tous  nuis,  l’équation  devient  et  reste  identique, 
quelque  valeur  qu’on  mette  pour  x. 

Il  suit  de  là  que  si  deux  polynômes  entiers  et  ordonnés  par 
rapport  à x sont  égaux , quel  que  soit  x , les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x sont  égaux  de  part  et  d’autre,  de  sorte 
que  ces  deux  polynômes  sont  du  même  degré.  En  effet  suppo- 
sons que,  quelque  soit  x,  on  ait  : 

A®“-|-A1xm— -t-Am — Am  — 
=A'x“+"4-A/Ixm+n-,-+-..-|-Bxm-4-Blxm-,-f-..-i-B,n-,a:-f-Bn,, 
, ou  A'x“-H'+A/,a;m-t-”-,-+-,..  -f-A'nx'M-'+(B— A)xra-f- 
— I — (B, — A,)®”— • • -f- (B<a — , — Am_1)<r-|-B,n — Am  = 0, 

équation  qui  doit  avoir  lieu,  quel  que  soit  x;  elle  a donc  plus  de 
m-|-n  racines,  et  par  conséquent  ses  coefficients  sont  nuis, ce 
qui  donne 

A'  = 0,A',=0,  A '„  = <), 

puis  B = A , B , = A , , . . . B„  r=  A„ , ce  qu’il  faut  démontrer. 

Définition  8.  Une  fonction  entière  de  n lettres  x,,  ®a  ...xB 
est  dite  première  si  elle  n’est  divisible  par  aucune  autre  fonction 
entière  qui  renferme  au  moins  une  de  ces  lettres  à un  degré 
moindre.  S’il  s’àgit  de  fonctions  entières  d’une  seule  lettre  x,  il 
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n’y  a de  fonctions  premières  que  celles  qui  sont  du  premier  degré 
en  x ; car  toute  fonction  entière  de  x du  degré  m est  le  produit 
dem  faetcurs  de  la  forme  x — a (p.  10).  Mais  parmi  les  fonctions 
entières  de  plus  d’une  lettre,  il  y a des  fonctions  premières  de 
degrés  supérieurs  au  premier.  Ainsi  x * — x,3  est  une  fonction  pre- 
mière. Car  par  rapport  à x , elle  ne  peut  se  décomposer  en  fac- 
teurs de  degrés  plus  simples  que  sous  la  seule  forme 

(or— {— a?,3)  (a? — ^x,3) 

et  ces  facteurs  ne  sont  pas  rationnels  par  rapport  à x,.  On  recon- 
naîtra aussi  qu’elle  se  décompose  en  trois  facteurs  du  premier 
degré  en  xt , mais  irrationnels  en  x. 

Définition  9.  Deux  ou  plusieurs  fonctions  entières  sont  dites 
algébriquement  premières  entre  elles,  lorsqu’elles  ne  sont  divi- 
sibles à la  fois  par  aucune  fonction  entière  renfermant  au  moins 
une  des  lettres  principales. 

Ainsi  Âx' — 4 et  4x — 8 sont  premiers  entre  eux. 

PROPOSITION  XII.  — THÉORÈME. 

Pour  qu’un  polynôme  ordonné  suivant  les  exposants  entiers 
positifs  de  x,  soit  divisible  par  une  quantité  indépendante  de  x, 
il  faut  et  il  suffit  que  chacun  des  coefficients  de  ce  polynôme  soit 
divisible  par  celte  quantité. 

Soit  le  polynôme 

Lxm-j-L,a:m—  . . . +Lin — ,x-|-Lm , 

dont  les  coefficients  L,  L,  etc.,  Lm  sont  indépendants  de  x;  soit 
K le  diviseur  qui  est  aussi  indépendant  de  x.  Il  faudra  que  le 
quotient  soit  de  degré  m par  rapport  à x ; sans  quoi , multiplié 
par  K qui  ne  renferme  pas  x , il  ne  reproduirait  pas  le  dividende. 
Ce  quotient  est  donc  de  la  forme 

Hæ”-+-H, ,x-j-Hra. 

En  le  multipliant  par  K , on  a un  résultat  qui  doit  être  égal 
au  dividende , quel  que  soit  x;  donc,  d’après  le  corollaire  de  la 
prop.  1 1 , on  a 

L = HK,  L,  = H,K,etc.  Lm  = Hu.K.  * 

a3 
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Donc  L,  L, , etc. , L1U , sont  divisibles  par  K, 

Remarque  1.  Pour  qu’un  polynôme  soit  divisible  par  un  mo- 
nôme, il  faut  que  chaque  terme  du  polynôme  le  soit.  Car  si  l’on 
multiplie  le  quotient  par  le  monôme  diviseur,  on  n'obtient  que 
des  termes  irréductibles  entre  eux  et  tous  divisibles  par  ce 
monôme. 

2°  Un  terme  Ax * n’est  jamais  divisible  par  un  binôme 
B.r?-f-C. x*  ; car  quel  que  soit  le  quotient  supposé  entier  en  x , 
si  on  le  multipliait  par  le  diviseur , on  aurait  au  produit  au  moins 
deux  termes  qui  ne  se  réduiraient  pas;  ce  produit  sera  donc  au 
moins  un  binôme  et  ne  saurait  être  identique  avec  le  dividende 
Kx <*.  * 

, PROPOSITION  XIII.  — THÉORÈME. 

Si  une  quantité  première  P ne  divise  aucune  des  deux  fonc- 
tions entières  A et  B,  elle  ne  divisera  pas  leur  produit  AB, 

D’abord  si  P,  A,  B sont  des  fonctions  entières  d’une  seule 
lettre  x , P sera  du  premier  degré  en  a?,  et  de  la  forme  x — a 
(déf.  8).  Posons  A—fx,1^—  <pr.  Puisque  x — a ne  divise  ni 
fx  ni  rpx , on  conclura  queni/a,  ni  <pa  ne  sont  nulles  (p.9,c.  2). 
Donc  le  produit/aX<jp«  n’est  pas  non  plus  nul  (1.  2) , et  par  suite 
fxXtpx , n’est  pas  divisible  par  x— a. 

En  second  lieu  supposons  la  proposition  prouvée  toutes  les 
fois  que. P,  A,  B,  renferment  n lettres  principales  ou  moins; 
nous  allons  prouver  qu’elle  est  encore  vraie , s’il  y a une  lettre 
principale  de  plus;  soit  x cette  n+l'  lettre. 

Il  y a deux  cas  : t°  le  diviseur  P ne  contient  pas  cette  n-f-l® 
lettre, ou  2°  il  la  contient.  * 

1er  Cas.  P ne  contient  pas  x. 

Puisque  A , qu’on  peut  ordonner  par  rapport  à x,  n’est  pas 
divisible  par  P,  qui  est  indépendant  de  x,  il  y a dans  A un  ou 
plusieurs  termes  dont  les  coefficients  ne  sont  pas  divisibles  par 
P,  sans  quoi  A le  serait.  Nommons  A'ia  somme  des  termes  de  A, 
dont  les  coefficients  sont  divisibles  par  P,  A" la  somme  de  ceux 
dont  les  coefficients  ne  le  sont  pas;  on  aura  A=:A'-}-A". 

Posons  de  même  B=B'+B",  B'  étant  divisible  par  P,  et  au- 
cun terme  de  B"  ne  l’étant.  Il  vient 

AB=A'B'-4-A'B"-+-A"B'+A"B". 
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Les  trois  premières  parties  de  AB , contenant  chacune  au  moins 
un  facteur  divisible  par  P,  forment  une  somme  divisible  par  P. 
Si  donc  on  prouve  que  A "B"  ne  l’est  pas,  il  sera  prouvé  que  AB 
ne  l’est  pas  non  plus.  „ ^ 

Or,  soient  ax*,  bx&  les  premiers  termes  de  A",  B"  respecti- 
vement; le  premier  termede  A "B"  sera  ab.ra+P,  et  ne  se  réduira 
avec  aucun  autre  terme  de  ce  produit.  Mais  aucun  terme  de  A" 
n’étant  divisible  par  P,  a ne  l’est  pas;de  même  b ne  l’est  pas;  donc 
a,  b,  P ne  renfermant’ pas  plus  de  n lettres,  ab  n’est  pas  divisible 
par  P,  il  en  est  donc  de  même  de  A "B"  et  par  suite  de  AB. 

2e  Cas.  P contient  x,  et  par  suite  n+1  lettres  principales. 

Ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres,  savoir  celui  où  un  seul 
des  polynômes  A et  B contient  les  n-t-l  lettres , et  celui  où  cha- 
cun les  contient. 

Supposons  que  B ne  contienne  pas  la  «+ Ie  lettre  x,  et  admet- 
tons, s’il  est  possible,  que  P divise  AB;  soitQ  le  quotient;  on 
aurait 

(1)  AB=PQ. 

B est  un  produit  de  facteurs  premiers  qui  peuvent  se  réduire 
à un  seul, 

Soit  B z -p,pÀp} p,; 

p,pt p,  étant  des  facteurs  premiers  indépendants  de  x.  L’é- 

galité (1)  devient 

(2)  A p,p,p3 p,=PQ. 

Dans  cette  égalité  p,  divise  le  premier  membre;  donc  il  divi- 
sera PQ;  or,  il  ne  saurait  diviser  P qui  est  premier  et  différent  de 
p,,  vu  que  p,  est  indépendant  de  et  que  P contient  x;  donc 
il  divisera  Q;  car  si  p, , qui  est  une  quantité  première,  fonction 
de  n lettres  au  plus,  ne  divisait  ni  P,  ni  Q,  d’après  le  premier 
cas,  il  ne  diviserait  pas  PQ. 

Soit  Q=/?,Q,  ; substituant  dans  (2)  et  divisant  ensuite  par  p,  , 
on  a A p,p3 p;=PQ, 

*3. 
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On  prouvera  de  même  que />,  divise  Q, , et  ainsi  de  suite,  de 
sorte  qu’on  aura  finalement 

A=PQ,; 

ainsi  A serait  un  multiple  de  P.  • * 

Donc  si  AB  était  divisible  par  P,  A le  serait,  ce  qui  est  contre 
l’hypothèse.  Par  conséquent  AB  ne  l’est  pas. 

Supposons  enfin  que  A, B, P,  contienne  les  /H-l  lettres;  si  l’une 
des  deux  fonctions  B,  A,  par  exemple  A est,  au  moins  de  même 
degré  que  P par  rapport  à la  lettre  d’ordre  x , on  divisera  A par 
P,  sinon  on  divisera  P par  A.  Admettons  le  premier  cas.  Poussons 
la  division  jusqu’à  ce  que  le  reste  soit  de  degré  moindre  que  le 
diviseur  P.  Il  peut  se  faire  que  pour  cela  on  soit  obligé  de  mettre 
au  quotient  des  termes  affectés  de  dénominateurs  indépendants 
de  x ; on  réduira  le  quotient  et  le  reste  au  même  dénominateur, 

, , Q , R , 

qu  on  représentera  par  a;  nommons  — le  quotient,  — le  reste  ; 


il  vient 


a=p.5+5 

a a 


d’où  Aa=PQ  + R.  (a) 

B ne  saurait  être  nul,  sans  quoi  cette  équation  donnerait 
A<z  = PQ, 


relation  qui  prouve  que  P diviserait  A a;  or,  P par  hypothèse  ne 
divise  pas  A;  il  ne  divise  pas  non  plus  petit  a qui  est  indépen- 
dant de  x,  tandis  que  P contient  x;  donc  en  vertu  de  la  pre- 
mière subdivision  de  ce  second  cas , P ne  divise  pas  AB , et  R 
n’est  pas  nul. 

On  divise  P par  R,  et  opérant  comme  ci-dessus,  on  aura 


. Q.  R. 

un  quotient  — et  un  reste  — ; on  continue  ensuite  en  prenant 


toujours  P pour  dividende,  et  pour  diviseur  les  numérateurs  des 
restes  successifs. 


TU  Qi  Qi  , Ri  R; , 

Nommons — , — les  quotients,  — , ....  — les  restes: 

a,  a,  a , a -, 

on  aura  ainsi  les  égalités 


! 
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P<j,  — RQ,  -f-R, 

Pflj  — R,Qa— (—  R» 

etc 

P«;  —R, — ,-QiH— Ri 

Comme  R est  de  degré  moindre  que  P,  R,  que  R,  etc.,  on  ar- 

R 

rivera  à un  reste  indépendant  de  x;  soit  — ce  reste,  R;—,  étant 

d\ 

encore  fonction  de  x.  Or,  je  dis  que  Rj  n’est  pas  nul.  Car  si  R; 
était  nul,  la  dernière  équation  (/?)  deviendrait 

P«.=R-,  Q,  (y) 

R;_ , qui  est  fonction  de  x,  contiendra  au  moins  un  facteur  pre- 
mier fonction  de  .r  „•  soit  d ce  facteur.  R,—,  étant  de  degré  moin- 
dre que  P , d est  aussi  dans  ce  cas , de  sorte  que  d ne  saurait  être 
égal  à P.  Ainsi  P qui  est  premier , n’est  pas  divisible  par  d;  mais 
a,  qui  est  indépendant  de  x , n’est  pas  non  plus  divisible  par  d; 
donc  dnc  divise  pas  P«;  , encore  en  vertu  delà  première  subdivision 
du  deuxième  cas.  Mais  l’équation  (y)  prouverait  que  R;-,,  et 
par  suite  d divise  Paj;  donc  celle  équation  (y)  est  impossible, 
et  Rj  ne  saurait  être  nul. 

B 

Multiplions  maintenant  par-,  les  égalités  (et)  cl  (/?)  ; il  vient 

b«,=4r.q,+  “' 


D BRi-,  _ BR' 

B«;  = .-lr-.0;+-r. 


AB 


La  première  de  ces  égalités  prouve  que,  si  — est  entier. 
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BR  , ' , . . BR  .BR, 

— le  sera  ; en  vertu  de  la  seconde , si  -p-  est  entier  , -p- 

BR 

le  sera , et  ainsi  de  suite  jusqu’à  — Donc  si  AB  est  divisible 


par  B , il  faut  que  BR;  le  soit;  mais  B ne  l’est  pas,  par  hypothèse  ; 
Ri  ne  l’est  pas  parce  qu’il  est  indépendant  de  x , dont  P dépend 
au  contraire;  donc,  encore  en  vertu  du  meme  cas,  BR;  ne  l’est 
pas.  Par  conséquent  AB  ne  l’est  pas  non  plus. 

Si  donc  la  proposition  est  vraie  pour  des  fonctions  entières  de 
n lettres,  elle  l’est  aussi  pour  des  fonctions  entières  de  n-f-1 
lettres.  Mais  nous  l’avons  prouvée  pourle  cas  où  n — 1 ; donc 
elle  est  vraie  pour  n — <2,  3,  etc. 

Corollaire.  Toute  fonction  entière  et  première  P qui  divise 
un  produit  A . B , C . D,  etc.,  divise  l’un  des  facteurs.  Car  si  P 
ne  divise  ni  A ni  B,  il  ne  divisera  pas  AB;  ne  divisant  ni  AB  ni 
C,  il  ne  divisera  pas  ABC,  etc.  - 


PROPOSITION  XIV.  — THÉORÈME. 

Il  n’y  a qu’un  seul  système  de  fadeurs  premiers  qui  puisse 
reproduire  une  fonction  entière  donnée. 

Soient  A, , ...  Ara  des  facteurs  premiers;  supposons  » 

que  leur  produit  puisse  être  égal  à celui  d’un  second  système  de 
facteurs  premiers  a, , a,,  a3, . . . aa. 

Soienta:, , ,...  x„  les  lettrés  principales.  Supposons  A,  ordonné 

par  rapport  à x , ; les  coefficients  de  x,  seront  supposés  ordonnés 
par  rapport  à x,;  ceux  de  x , par  rapport  à x3 , etc.;  enfin  ceux 
de  x par  rapport  à et  si  le  premier  terme  de  A,  se  pré- 
sente de  cette  manière  sous  la  forme  Ma;,*1#,*’  ...  x nous 
supposerons  qu’on  divise  A,  par  M , et  qu’on  fasse  de  même  des 
autres  facteurs,  de  sorte  que  le  premier  terme  de  chaque  facteur 
est  ramené  à la  forme  xf'xf* . . . x 

Cela  posé , on  a , par  hypothèse , 

A , Al,  ...  A(„  — ...  rz„.  * 

Or  la  quantité  première  A,,  divisant  le  premier  membre  et 
par  suite  le  second,  devra  diviser  un  des  facteurs  de  ce  second 


Digitized  by  Google 


I.IVKE  IV. 


309 

membre.  Supposons  qu’elle  divise  a,  ; je  dis  que  A,  sera  égal  à a,. 
En  effet  ces  deux  lecteurs  sont  tous  les  deux  premiers  absolus; 
c’est-à-dire  que  a,  n’est  divisible  que  par  des  quantités  telles  que 
ha,,  h étant  indépendant  de  x, , . . . (déf.  8);  donc  k,=ha,. 
Mais  le  coefficient  du  premier  terme  de  A,  est  l’unité,  de  même 
que  dans  a, , de  sorte  que  si  on  divise  a,  par  A,  on  a pour  quo- 
tient 1 ; donc  A,  = a,. 

Supprimant  dans  l’équation  (l)  d’un  côté  A, , de  l’autre  a, , 
on  aura 

A, A3 ...  Am  — a,a3 ...  a, , , 

on  prouvera  encore  que  A,  trouve  son  égal  dans  le  second 
membre,  et  ainsi  de  suite. 


PROPOSITION  XV.  — THÉORÈME. 

Toute  fonction  entière  D qui  divise  un  produit  AB  et  qui  est 
première  avec  A , divise  B. 

Si  D est  un  facteur  premier,  la  proposition  est  démontrée 
(p.  13). 

Supposons  donc  que  D soit  un  produit  de  facteurs  premiers, 
d, , d, , d3'. ..  d, , et  soit  Q le  quotient  de  AB  par  D;  on  aura 

(1)  AB  = d,d,d3...d,.Q; 

d,,  qui  est  premier  absolu,  divisant  AB,  divisera  A ou  B 
(p.  13  , c.)  Il  ne  saurait  diviser  A,  sans  quoi  A et  D auraient  de 
commun  le  facteur  d, , ce  qui  ne  se  peut  pas , vu  que  D est  pre- 
mier avec  A;  donc  d,  divise  B.  Soit  B^d.B,,  B,  étant  le  quotient 
de  B par  d,.  L’équation  (1)  devient 

AB ,d,  = d,d,d3 ...  d, . Q, 

ou  , divisant  par  d, 

(2)  AB  ,=d,d3...d,Q. 

On  prouvera  de  même  que  d , divise  B, , et  si  B,  = d,B, , on 
prouvera  encore  que  d3  divise  B, , et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que , 
nommant  B3 , B4 . . . Bi  les  quotients  successifs  par  d3,di . . . d, , 
on  a les  relations 
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B = d,B, 

B,  = d,B, 

B,  — ^Bj 

etc. 

B,_,  =d,B,. 

Multipliant,  et  simplifiant,  on  aura 

B = dtd,d} . . . d, . B;  = DB,. 
Donc  B est  divisible  par  D. 


PROPOSITION  XVI.  — THÉORÈME. 

Toute  fonction  entière  À , divisible  par  plusieurs  facteurs 
p, , p,  ...  pi , premiers  2 à 2 , l’est  par  leur  produit  p,p, . . . p;. 

Puisque  A est  divisible  par  p, , on  a A=p,  . A, , A,  étant  le 
quotient. 

Mais  p,  divisant  A,  divisera  p, A,,  et  comme  p , est  premier 
avec  plt  il  divisera  A,;  on  aura  donc  A,=p„A,,  A,  étant  le 
quotient. 

De  même  p}  divise  A et  par  suite  p, A,  ; mais  étant  premier 
avec  p, , il  divisera  A,  ou  son  égal  paA,;  mais  p3  est  premier  avec  * 
pt  ; donc  il  divise  A, , et  l’on  a 

A,  —p3 A3,  A3  étant  le  quotient. 

On  trouvera  de  même  A3  —p^k^, 
etc. 

Ai-,  —pA, , 

A.j,  etc.,  A;_,,  A;,  étant  les  quotients  successifs.  Multipliant 
membreà  membre  toutes  ces  égalités  depuis  A=p, A, , et  simpli- 
fiant, on  a 

\=p,p7p3Pi...p,.  A;. 

Donc  A est  divisible  par  le  produit  p,p, ...  p,. 

Définition  2.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
fonctions  entières  de  n lettres  est  une  fonction  entière  de  ces 
mêmes  lettres,  fonction  qui  divise  exactement  les  proposées,  de 
façon  que  les  quotients  sont  premiers  entre  eux. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  IV. 


36 1 


Remarque.  Il  suit  de  là  que  si  les  fonctions  proposées  étaient 
décomposées  en  facteurs  premiers , le  plus  grand  commun  divi- 
seur se  trouverait  immédiatement;  car  tout  facteur  premier  du 
plus  grand  commun  diviseur  devant  diviser  les  fonctions  don- 
nées, un  pareil  facteur  est  un  facteur  premier  commun.  Par  con- 
séquent , si  p est  un  facteur  premier  commun  à ces  différentes 
fonctions,  et  si  l’on  suppose  qu’elles  soient  de  la  forme 

p* . B , , ,/>*■+■’  B3 , etc. , 

B,,  B,,  ne  renfermant  pas  p,  le  plus  grand  commun  diviseur 
devra  contenir  px,  sans  quoi  les  quotients  de  ces  fonctions  di- 
visées par  ce  plus  grand  commun  diviseur  contiendraient  en- 
core le  facteur  commun  p,  et  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Ainsi  tout  facteur  premier  commun  aux  différentes  fonctions 
se  trouvera  dans  le  plus  grand  commun  diviseur  avec  un  expo- 
sant égal  au  plus'petit  exposant  dont  il  soit  affecté  dans  ces  fonc- 
tions. On  peut  donc  dire  que  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  plusieurs  fonctions  est  le  produit  de  tous  leurs  facteurs  com- 
muns , et  que  tout  diviseur  commun  à ces  fonctions  divise  leur 
plus  grand  commun  diviseur , ce  qui  peut  encore  se  prouver 
autrement. 

* 

PROPOSITION  XVII.  — THÉORÈME. 

On  ne  change  pas  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
fonctions  entières,  si  l’ on  multiplie  ou  que  l’on  divise  l’une  d’elle 
par  un  facteur  premier  avec  l’autre. 

Soient  A,  B les  deux  fonctions,  D leur  plus  grand  commun 
diviseur,  À,,  B,  les  quotients , de  sorte  que 

A = A,D,  B = B,D. 

A, , B,  seront  premiers  entre  eux. 

Soit  K une  fonction  première  avec  B,  je  dis  que  D est  aussi  le  # 
plus  grand  commun  diviseur  de  AK  et  B ; car  on  aura 

AK  = A,KD,B  = B,D, 

et  les  quotients  A ,K  et  B,  seront  premiers  entre  eux.  En  effet  aucun 
facteur  premier  de  B,  ne  saurait  diviser  K,  sans  quoi  ce  facteur 
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diviserait  B et  K qui  sont  premiers  entre  eux;  de  même  aucun 
facteur  premier  de  B,  ne  divise  A,  qui  est  premier  avec  B,.  Donc 
aucun  facteur  de  B,  ne  divise  A,K;  par  suite  ces  deux  quantités 
sont  premières  entre  elles , et  D est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  AK  et  B. 


PROPOSITION  XVIII.  — PROBLEME. 


Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  fonctions 
entières  de  x. 

Les  deux  polynômes  proposés  peuvent  renfermer  comme  coef- 
ficients de  x,  telles  quantités  qu’on  voudra,  numériques,  litté- 
rales, rationnelles,  irrationnelles,  etc.  S’il  y a des  dénominateurs , 
on  peut  réduire  fes  termes  de  l’un  des  polynômes  au  même  dé- 
nominateur, et  supprimer  ce  dénominateur.  Car  cela  revient  à 
multiplier  ce  polynôme  par  une  expression  première  avec  l’autre. 
Il  est  permis  d’opérer  de  même  sur  l’autre  polynôme.  Si  l’un  des 
polynômes  contient  un  facteur  indépendant  de  x , on  peut  le 
supprimer,  si  l’on  veut. 

Soient  A,  A,,  les  deux  polynômes  ainsi  préparés,  et  ordonnés 
par  rapport  à x.  Supposons  que  A ne  soit  pas  d’un  degré  infé- 
rieur à celui  de  A, , par  rapport  à x.  Une  fonction  entière  de  a?, 
ne  pouvant  jamais  être  divisible  (déf.  7)  par  une  autre  d’un 
degré  supérieur,  si  A,  divisait  A,  A,  serait  le  plus  grand  com- 
mun diviseur.  Mais  si  A,  ne  divise  pas  A,  je  dis  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  A et  A,  est  le  même  que" celui  de  A,  et  du 
reste  de  la  division.  Remarquons  que  A et  A,  n’ayant  point  de 
dénominateurs,  cependant  il  est  possible  que  le  quotient  et  le 
reste  en  aient;  on  pourra  réduire  tous  les  termes  de  ces  deux  der- 
niers polynômes  au  même  dénominateur  : soit  — le  quotient, 

— le  reste,  a étant  le  dénominateur,  indépendant  de  x.  On 
aura  l’identité 


ou 


A A 0 K 

A — A, 1 — , 

a a 

Au  — A,  Q -f-  R ; 
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soit  D le  plus  grand  commun  diviseur  de  A , A,  ; divisant  cette 
dernière  identité  par  D , nous  aurons 

A A,  R 
fl'D=lT'Q+D- 

Ici  — Q,  sont  des  fonctions  entières  de  x;  - est  donc 

aussi  une  fonction  entière  de  x.  D’ailleurs  D étant  le  plus  grand 

A A 

commun  diviseur  de  A et  A,,  les  quotients  —,  — ' sont  premiers 

A,  R ... 

entre  eux  : il  s ensuit  que  — et  — sont  aussi  premiers  entre  eux  : 

.A,  R . . .... 

car  si  — , - avaient  un  facteur  commun  ifjx,  ce  facteur  diviserait 

. Q et  — ; donc  il  diviserait  a . g;  mais  comme  il  est  premier 

avec  a qui  est  indépendant  de  x,  il  diviserait  — (p.  12);  ainsi 

A,  A 

— auraient  le  facteur  iftx  commun  et  ne  seraient  pas  pre- 


miers entre  eux,  ce  qui  est  contraire  à l'hypothèse  faite  sur  D. 

Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A et  A,  est  le  même 
que  celui  de  À,  et  R.  Actuellement  si  R renferme  un  facteur 
indépendant  de  x , que  je  nommerai  f,  ce  facteur  sera  premier 
avec  A,.  Donc  on  pourra  diviser  R par/;  soit  A,  le  quotient; 
la  question  est  réduite  à chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  A,  et  A,. 

Remarquons  ici  que  l’on  peut  éviter  les  dénominateurs  au  . 
quotient  et  par  conséquent  au  reste.  Car  l’identité 

Art  = A,Q-(-R, 
ou  Art  = A,Q-t-A,/, 

montre  qu'il  suffit  pour  cela  de  multiplier  le  dividende  par  un 
certain  facteur  a.  Dans  les  exemples  ci-dessous  on  verra  comment 
ce  multiplicateur  se  détermine.  Quoi  qu’il  en  soit,  les  raisonne- 
ments qui  vont  suivre  ne  supposent  pas  que  ce  facteur  soit 
connu  avant  la  division  : on  peut,  si  l’on  veut,  admettre  que 
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les  divisions  donnent  des  dénominateurs  au  quotient,  et  faire 
comme  plus  haut. 

Divisons  A,  par  Aa;  soit  a,  un  multiplicateur  tel  que  A ,«, 
divisé  par  A,,  donne  un  quotient  entier  Q,  et  un  reste  de  degré 
moindre  que  le  diviseur;  supposons  ce  reste  décomposé  en  deux 
facteurs,  l’un  f,  indépendant  de  x,  l’autre  A,  fonction  de  x ; 
on  aura  A,«,  = AaQ,4-A 

En  vertu  du  raisonnement  fait  plus  haut,  le  plus  grand  com  - 
mun  diviseur  de  A,  et  A,  est  le  même  que  celui  de  A,  et  A3- 
On  divisera  donc  A,  par  A3,  et  l’on  aura  une  identité  telle  que 

Aaaa  = A3Qa4-A4/a , 

Qa,  A4,  /„  ayant  des  significations  analogues  à celles  de 
n, , Q,,  A3,  on  continuera  ces  opérations,  et  comme  les 
degrés  des  restes  Aa/,A3/, , etc. , par  rapport  à x , vont  en  di- 
minuant, au  moins  d’une  unité,  on  arrivera  finalement  à un 
reste  indépendant  de  x;  soit  A;  le  dividende,  Ah-,  le  diviseur, 
Q;  le  quotient  ,f  )e  reste  de  celte  dernière  division,  de  sorte  que 

Ai<Xi  ■=  A;  -i-,  Qi+/i. 

Si/;  est  nul , le  plus  grand  commun  diviseur  sera  Ah-,*  car  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  A ét  A,  est  le  même  que  celui 
dç  A,  et  A,  ; celui-ci  est  le  même  que  celui  de  A,  et  A3,  etc. , et 
enfin  que  celui  de  A;,  Ah-,. Mais  si  f est  nul,  on  a Aiaj  = AH-iQi» 
de  sorte  que  A;-t-,  divise  A; a;,  et  par  suite  A;,\vu  que  a,  est  in- 
dépendant de  x.  Or  si  l’on  divise  Ai  et  Ah-,  par  Ah-,  , les  quo- 

tients  etl  sont  premiers  entre  eux;  donc  Ah-,  est  le  plus  grand 

Ah-, 

commun  diviseur. 

Si/!  n’était  pas  nul , le  plus  grand  commun  diviseur  de  A,  A, , 
serait  le  même  que  celui  de  Ah-,  ,/î  qui  n’ayant  de  commun  au- 
cun facteur  fonction  de  x , sont  premiers  entre  eux  : il  en  sera 
donc  demême  de  A , A,. 

Exemple  1er. 

6a,” — 4x* — llx3 — 3xa — 3r — 1,  et  Â.v^-\-2x3 — 18x’+3x — 5. 
Si  on  divisait  le  premier  polynôme  par  le  second,  on  aurait 
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au  quotient  un  coefficient  fractionnaire;  pour  éviter  cela  il  suffit 
de  multiplier  le  dividende  par  un  nombre  tel  que  le  produit  de  6 
par  ce  nombre  soit  divisible  par  4 , ce  qui  peut  se  faire  d’une  in- 
finité de  manières;  la  plus  simple  consiste  à multiplier  ici  le  di- 
vidende par  2;  car  2x6  est  divisible  par  4 , et  en  général  à trans- 
former le  premier  coefficient  du  dividende  dans  le  plus  petit 
multiple  commun  à ce  coefficient  et  au  premier  coefficient  du  di- 
viseur. 

12a?5 — 8x< — 22x3 — 6x* — 6x — 2 4x4-f-2x3-18xa-h3x-5 
i*r  reste  — 14x4-b32x3-15x’-+-9x_2  3x,  —7 

28ar»  + 64x3. 30x*-f-18x 4 le  Prem'er  rc8tc  donnerait  aussi  au 

* quotient  un  coefficient  fractionnaire: 
a*  reste.  + 78x3  — 156ra  -f-39x  -39  ainsi  on  multiplie  par  a. 

Ce  reste,  qui  est  de  degré  moindre  que  le  diviseur  contient  le 
facteur  39  ; débarrassé  de  ce  facteur,  il  devient  2x3 — 4x*-+-x—  1 , 
et  si  l’on  divise  le  second  polynôme  donné  par  ce  dernier , on 
trouve  pour  le  dernier  reste,  zéro. 

4x4+2x3— 18.r’-j-3x— 5 2x3—  4x*-+-x— 1 

■+■  10x3 — 20xa  H-  5x — 6 ~2x-f-ô 
0. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  est  donc  2x3 — 4x3-f-x  — 1 

2e  Exemple. 

2x5 — x4 — 3x3+  3xa+x— 2 et  3x4— 4x3— 2x*  +4x— 1. 

On  multipliera  le  premier  polynôme  par  3 , 

6x5 — 3x4 — 9x3+9x’-(-3x — 6 3x4—  4r3— 2x’-|-4x—  1 
i,r  •**•*.  5x4 — 5x3-f-xa  + 5x — 6 2x , 6 

.",“1  15**-15x»+3x-+15x-18 

5x3-f-13xJ — 5x — 13 

I 

Ce  reste  va  servir  de  diviseur;  on  multiplie  par  5 le  polynôme 
3x4 — 4x3. ....  qui  va  servir  de  dividende. 

15x4 — 20x3 — 10xa-f-20x — 5 5x3H-13xa-5x- 13 
i"  re«te.  — 59x3-j-5x*-+-69x — 5 3x , — 59 

£ pars.)  -ù9*3  X S+25xa+29ox-2Ô 

reste.  -f-792xa  — 792 
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Ce  reste  est  divisible  par  792,  et  se  réduit  à x’— *1  qui  divise 
le  reste  de  la  division  précédente  , 6x3-f-  13x’ — 5x— 13;  donc 
x* — 1 est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

On  trouvera  de  même  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes 

x"  -f- 6x® -+- 6*5 — 6-t'i — ISr3 — 3x’-|-8x-t-4 
7.i6-f-30x5-f-30x4 — 24 x 3 — 45x’ — 6x-(-8  (dérivée  du  premier) 

est  x4+3x3+x’ — 3.r-f-2. 

Remarque.  Lorsqu’on  divise  un  polynôme  A par  un  autre  A, , 
il  peut  arriver,  que  pour  obtenir  un  reste  de  degré  moindre  que 
A,,  on  ait  à faire  plusieurs  divisions  partielles,  et  qu’on  se  trouve 
dans  le  cas  de  préparer  chacun  des  dividendes  partiels  dans  le  but 
de  n’avoir  point  de  termes  fractionnaires  au  quotient.  Or,  cela  re- 
vient au  même  que  de  préparer  d’un  coup  A,  de  façon  que  l’on 
arrive  à un  quotient  entier  et  à un  reste  de  degré  moindre  que 
A,.  En  effet,  soit  m le  multiplicateur  employé  dans  la  première  di- 
. vision  partielle,  q le  terme  du  quotient,  A'  le  reste  ou  second 
dividende  partiel;  soit  m' le  multiplicateur  de  ce  second  divi- 
dende, q‘  le  terme  du  quotient;  A"  le  reste  ou  troisième  divi- 
dende partiel,  m"  son  multiplicateur,  et  R le  reste  que,  pour  fixer 
les  idées,  je  suppose  de  degré  moindre  que  A;  on  aura 

\m=k,q-\-\\ 

\lm'—\lq'  -|-A" 

A"m'  — A,çf"-j~R. 

Multipliant  la  première  de  ces  égalités  par  m'm",  la.seconde 
par  m",  la  troisième  par  1,  et  ajoutant,  on  aura 

Amm'm"=A, 

Cette  égalité  prouve  que  si  l’on  avait  multiplié  A par  le  produit 
mm'm",  on  aurait  trouvé  le  même  reste  R;  elle  détermine  aussi 
le  quotient  dont  la  formation  est  facile  à saisir. 


PROPOSITION  XJX.  — PROBLÈME. 

Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  fonctions 
entières  A, , A,  . . . A„_, , A„. 
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Supposons  qu’on  sache  trouver  celui  de  A, , A, . . . A„_, , et 
nommbns-le  D;  je  dis  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  D 
et  An  sera  celui  de  A, , A,  ...  A„_ ,,  A„. 

En  effet,  soit  A,  — a,D,  A,  = aJ),....  An_,  = a^D, 
a, , a,  ....  a„— , seront  premiers  entre  eux. 

Soit  D'ie  plus  grand  commun  diviseur  deDet  A„,  ctD=d.D', 
An  = a„D';  d et  an  seront  premiers  entre  eux. 

On  aura 

A,  = «,d.  D',  A,  ?=.a,d  .D', ...  An_,  = a„-,d  . D',  A„  =a„D  . 
Si  l’on  divise  ces  polynômes  par  D',  les  quotients 
u,  d , et  {d , • • • ua  — ,d,  un 

seront  premiers  entre  eux.  Car  tout  facteur  qui  divise  aD,  est 
premier  avec  d,  vu  que  d l’est  avec  aB ; donc  si  une  fonction 
entière  pouvait  diviser  tous  ces  quotients , de  ce  qu’elle  divise  aa 
on  conclurait  qu’elle  divise  a,,  n,  ...an_,,  comme  étant  pre- 
mière avec  d.  Mais  a,,  a,  sont  premiers  entre  eux. 

Donc , etc.  Donc  D'  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
A, , À,  ...  A». 

Ainsi  sachant  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
fonctions  entières  A,,  A„  on  saura  trouver  celui  de  trois,  A, , 
A,,  A3,  par  suite  celui  de  quatre,  etc. 

\ 

PROPOSITION  XX.  — PROBLÈME. 

« 

Trouver  le  multiple  commun  le  plus  simple  de  deux  fondions 
entières  A,  B. 

Soit  D le  plus  grand  commun  diviseur  de  A,  B;  posons 
A = A'D,  B = B'D;  je  dis  que  le  plus  simple  multiple  commun 
est  A'B'D  = AB'  = A'B.  En  effet  ce  résultat  est  divisible  par 
A et  par  B séparément.  De  plus , si  l’on  y supprime  un  facteur 
quelconque , il  cessera  d’être  divisible  par  A ou  par  B,  au  moins. 
Car,  soit. A' = A"K,  divisons  A'B  par  K,  le  quotient  est  A"B 

A"B'  B'  • 

ou  A"B'D,  qui,  divisé  par  A,  donne  •r~~=r-  ou  — qui  n’est  pas 

A K. 

entier;  car  K , facteur  de  A',  ne  saurait  diviser  B'  qui  est  pre- 
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mier  avec  A '.  Ainsi  A"B'D  n’est  plus  divisible  par  A.  De  même 
si  on  supprimait  un  facteur  de  B',  le  résultat  ne  serait  pas  divi- 
sible par  B.  Enfin  supposons  qu’on  y supprime  un  facteur  de  D , 

soit  â ce  facteur  : le  multiple  commun  devient  A 'B' ; divisé 


J/ 

par  A , il  devient  — ; divisé  par  B , il  donne  — ; or  A’,  B',  étant 


premiers  entre  eux',  il  est  impossible  qu’un  facteur  â les  divise 
tous  les  deux;  donc  une  des  quantités  A, B,  au  moins  ne  divisera 

pas  A'B '5,  Par  conséquent  A'B'D  est  le  multiple  commun  le 

plus  simple. 

Corollaire.  Lorsqu’on  saura  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  D de  deux  polynômes  A,  B,  on  saura  aussi  trouver 
leur  plus  petit  multiple  commun.  A cet  effet  on  multiplie  l’un 

g 

des  deux  polynômes  A par  le  quotient  — ; car  A'B'D  — A 'D  . B ' 


PROPOSITION  XXI.  — PROBLÈME. 

Sachant  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ou 
plusieurs  fonctions  entières  de  n lettres,  trouver  celui  de  deux 
fonctions  entières  de  n+1  lettres. 

Soient  M , N , les  deux  fonctions  données.  On  décomposera 
M en  termes  monômes  par  rapport  aux  lettres  principales,  et  on 
cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  termes  monômes, 
ce  qui  peut  se  faire  immédiatement , puisque  leurs  facteurs  pre- 
miers sont  en  évidence  : ainsi  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  x,3x,*  et  x^x,  est  x,3x,.  S’il  y a des  coefficients  numériques 
entiers,  on  pourra  aussi  prendre  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur : cela  simplifie  les  calculs. 

Soit  a le  plus  grand  commun  diviseur  monôme,  des  termes 
M 

de  M , M'  le  quotient  —,  de  sorte  que  M = aM'.  On  ordonnera 


Digitized  by  Google 


I.IVRE  IV.  ÔpQ 

M'  par  rapport  à l’une  des  lettres  principales;  supposons  que  ce 
soit  x.  M'  pourra  être  mis  sous  la  forme 

L*m+L,a5ra-'4-  • • • ~HU„ , 


L,  L,  ...  Lm  étant  des  fonctions  entières  des  n autres  lettres. 

On  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  poly- 
nômes; nous  le  nommerons  a',  et  représenterons  par  A le  quo- 
tient de  M'  par  a',  ce  qui  donne  M'=cc'A  et  M = aa'A.  On 
remarquera  1°  que  M'  n’admettant  plus  de  facteur  monôme,  il 
en  sera  de  même  de  A,  et  de  a ; 2°  que  A n’admet  plus  aucun 
facteur  indépendant  de  x (p.  18). 

On  décompose  de  même  N en  trois  facteurs  /î/9  A, , analogues 
à a- a , A.' 

Ainsi  on  a M = aa'A,  N = /Î/Î,A1. 


Le  plus  grand  commun  diviseur,  quel  qu’il  soit,  pourra  être 
décomposé  de  même,  et  ne  pourra  l’être  que  sous  une  seule 
forme  (p.  14);  représentons  par  â le  produit  de  tous  les  facteurs 
monômes  qu’il  contient,  par  â le  produit  des  facteurs  polynô- 
mes indépendants  de  I,  par  D le  produit  de  ceux  qui  contien- 
nent x ; le  plus  grand  commun  diviseur  sera  dd'  D. 

Puisqu’il  divise  M et  N,  chacun  de  ses  facteurs  divise  ces 
deux  polynômes;  or  â qui  est  monôme,  est  premier  avec  a' A ; 
donc  (p.  19)  â divise  a ; on  reconnaît  de  même  que  d divise  /?. 
En  second  lieu  d' qui  est  polynôme  et  n’a  aucun  facteur  monôme, 
est  premier  avec  a ; il  l’est  avec  A qui  n’admet  aucun  facteur 
indépendant  de  x : donc  (T  divise  a’;  et  de  même  il  divise  (f. 

Enfin  D qui  n’admet  aucun  facteur,  soit  monôme,  soit  poly- 
nôme indépendant  de  a-,  est  premier  avec  au1;  donc  il  divise  A. 
Il  divise  de  même  A,. 


*.  ..  , . a a A fi  ft  A,  , 

Actuellement  les  quotients  - . -7 . - et  - . — . — devant  être 

0 o o 0 11 


premiers  entre  eux,  il  faudra  que  7,  ^ le  soient,  ç’est-à-dire 

O o 


que  ô soit  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a y (i  ; de  même  il 

24 
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faut  que  d soit  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a!  et  fi,  et  I> 
celui  de  A et  A,. 

Ainsi  on  cherchera  1°  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a 
et  (i , qui  sont  monômes  par  rapport  aux  lettres  principales; 
2°  celui  de  a',  (i ' qui  ne  renferment  pas  plus  de  n lettres  ; 3°  enfin 
celui  de  A et  A, , et  c’est  ce  dont  on  ya  donner  les  moyens. 

Supposons  que  A ne  soit  pas  d’un  degré  moindre  que  A,  par 
rapport  h x,  pris  pour  lettre  d’ordre.  On  divisera  A par  A,, 
et  si  la  première  division  partielle  ne  peut  pas  se  faire  en  termes 
entiers , on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier 
coefficient  de  A et  du  premier  coefficient  de  A,;  soient  H,  I,  ces 
coefficients  respectifs , d leur  plus  grand  commun  diviseur.  On 

I , . HI 

multipliera  A par  -,  et  le  premier  coefficient  de  A sera  ou 


H 

d 


I;  il  sera  donc  divisible  par  I. 


On  fera  de  même  si  les  divisions  suivantes  présentent  les 
mêmes  cas.  Il  est  prouvé  qu’on  obtient  le  même  reste  que  si  l’on 
multipliait  A par  le  produit  de  tous  les  multiplicateurs  employés 
pour  faire  la  division  de  A par  A,  (p.  16,  r).  Soit  a ce  produit, 
Q le  quotient  ; quant  au  reste,  qui  est  de  degré  moindre  que  A, , 
par  rapport  à x , on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  coefficients  de  x;  soit /ce  plus  grand  commun  diviseur, 
A,  le  quotient  de  ce  même  reste  par f;  ce  reste  sera  A,/,  et  A, 
sera  premier  avec  tout  facteur  indépendant  de  x.  On  aura  donc 
la  relation 


(1)  An  = A ,Q-)-Aa/. 

Or  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A et  A,  divisera  A a, 
A.Q,  et  par  suite  A,/;  mais  ce  plus  grand  commun  diviseur  ne 
saurait  contenir  aucun  facteur  indépendant  de  x , car  un  pareil 
facteur  ne  diviserait  ni  A ni  A,;  donc  ce  même  commun  diviseur 
est  premier  avec / et  divise  A,.  Appelons-  le  toujours  D et  divi- 
sons l’équation  (1)  par  D,  il  vient 


Aa 

TT 


. Q-h—.f 
D J 
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A,  A, 

On  reconnaît  ici  que  — et  sont  premiers  entre  eux;  car  s’ils 


avaient  un  facteur  commun  , cc  facteur  serait  fonction  de  x , vu 
que  ni  A, , ni  A,  n’ont  des  facteurs  indépendants  de  .r.Ce  facteur 
A 

d’ailleurs  diviserait —a,  et  comme  il  est  premier  avec  a,  par  la 
raison  qui  vient  d’être  énoncée,  il  diviserait  — ; ainsi  ~ et  ^ ne 


seraient  pas  premiers  entre  eux.  Donc  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  A et  A,  est  le  même  que  celui  de  A,  et  A,. 

On  divisera  maintenant  A,  par  A,,  et  chaque  reste  par  le  sui- 
vant, en  ayant  soin  1°  de  préparer  chaque  dividende  comme  on 
a fait  de  A,  2°  de  supprimer  dans  chaque  reste  les  facteurs  indé- 
pendants de  x,  avant  d’employer  ce  reste  comme  diviseur.  Soient 

a, rt;  les  multiplicateurs  analogues  à a;  Q,  Q, Q, 

les  quotients;  A./, , A-/,....  Ai+,/,  les  restes  dans  lesquels/,,/,.... 
représentent  les  produits  des  facteurs  indépendants  de  x : suppo- 
sons Ai-f-,  = t , de  sorte  que  le  reste  Ah-,/  se  réduise  à/,  et  soit 
indépendant  de  x , ce  qui  finira  par  arriver,  puisque  les  degrés 
de  A,,  A,,  A5 ,....  vont  en  décroissant  au  moins  d’une  unité.  On 
aura 


(2)  A.a.zz:  A,Q,  -f-A/, 

(3)  A,a,— AjQ„-f-  Aj/m 

etc 

Ai«i— Ah-j.Qi  -+-/. 

On  verra  ici  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A,  et  A,  est 

le  même  que  celui  de  A,  et  A j,  de  A3  et  A4 de  A;  et  Aj+,; 

si  donc/  est  nul,  le  plus  grand  commun  diviseur  est  A;V, » si / 
n’est  pas  nul , A et  A,  sont  premiers  entre  eux. 

Cela  posé,  les  p.  16  et  17  montrent  comment  on  trouve  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  fonctions  d’une  lettre;  donc  on 
saura  trouver  celui  de  deux  fonctions  entières  de  deux  lettres , et 
en  vertu  de  p.  17  , celui  de  plusieurs  pareilles  fonctions,  etc. 
Exemple. 

M = x~  (4y® — 4/ — 1 6y  *+• 1 6yJ)-t-x6( — 4y'-+-4y'-4-l  Gy1 — 1 6y’)-t- 
ar*  (4y 1 — 1 6y3)  H-*3( — 4y 'H-i6y’) 

N = xs(6 y6 — 6y 5 — 1 2y')  -(-je/ — 6y'  -(-6/*-)- 1 2 y3)  -f- 
x3(6y"' — 12yi)-f-ar,( — 6yA-j- 1 2yr) 

24. 
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On  trouve  a —4x‘3y'>,  fi~6xy3,  d’où  â — 2jr’y\ 

Ensuite  M'=r.r '•(y*  — y3  _ 4y’+ 4y)  -f-jr3( — .yM-y’-f- 4y — 4)  -+- 
^(t3— 4y)— r’+4 

N '~.r  3(y3  — y’ — 2 y)  -+-  x J ( — y‘-\-y-{-2)~\~x(j''‘ — 2y)  —y- f-2 . 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  x dans  M' 
est  y1 — 4 , celui  des  coefficients  de  x dans  N'  est  de  y — 2 ; ainsi 

ci— y'1 — 4 , ft'=y — 2,  d’où  d'—y — 2. 

Delà  A ~x!,(y'' — y)-|-.r3( — y-{-i)-\-xy — 1 

A,— r3(j-’  4~y)H-*’(— y—  \)-+-xy— 1. 

On  divise  A par  A,;  mais  comme  le  premier  coefficient  de  A 
n’est  pas  divisible  par  le  premier  coefficient  du  diviseur,  on  cher- 
che le  plus  simple  multiple  commun  à ces  deux  coefficients  qui 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme  y(y — 1) , y(y+l);  le  plus  sim- 
ple multiple  commun  est  donc y(y— - (— 1);  par  conséquent 
on  multipliera  A par  y+1 , en  indiquant  l’opération  pour  le 
premier  terme 

®4y(lM)(y+l)-*-*3(— yS-t-l  )-Kc(yg~Hy)--y-l|x3(ÿ-M)y-l-x?(-;/-l)-H:ry-1 
y2-t-y)+x(y!-4-2y— 1)— y— 1 |x(y—  l) 

Cette  première  division  donne  au  quotient  x(y — 1),  et  pour 
reste  un  polynôme  de  degré  moindre  que  le  diviseur.  Ce  reste, 
d’ailleurs,  ne  renferme  point  de  facteur  indépendant  de  x;  c’est 
ce  qu’on  reconnaît  sans  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  coefficients. 

En  effet,  ce  facteur,  s’il  existait,  ne  pourrait  être  que  le  der- 
nier coefficient  y-|-l  qui  est  une  quantité  première;  mais  pour 
que  y- f-1  divisât  les  autres  coefficients,  il  faudrait  (p.  9)  que 
y— — 1 les  annulât,  ce  qui  n’est  pas.  On  divise  donc  A,  par  ce 
reste;  le  premier  coefficient  du  reste  esty( — y-f-  1);  ainsi  on 
multipliera  d’abord  A,  par —y-f- 1. 

x3y(y+l)(-ÿ+l)+»-(y--D+x(-y?-+-y)+y— lia^yf— y+l)-Kcfÿ3-H2y-l)-ÿ- 1 
-+-x5(— y3—  2y2— y;-t-x,3y-t-i;-(-y— 1 |x  y-t-1) , — y-— 2y— 1 

Le  premier  terme  de  ce  reste  a pour  coefficient-f-y( — y’ — 2 y — 1 ) ; 
on  multiplie  donc  par  — y-f-1 , on  a 

^’r(— 7’— 1 ) (—7+ 1 )+•*(— 37'+27+ 1 ) — 7’+27— 1 ; 
et  il  reste  ■x(y^-4y3*^-y,  -f-2y) — T1 — 4y* — y — 2 
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Le  premier  terme  de  ce  reste  se  met  sous  la  forme 

xy(j3  -H/’ -h/ +2  ; 

le  facteur  ^*34-4j-’-|-j-|-2  est  donc  commun  ; on  le  supprime, 
et  ce  reste  devient  xy — 1;  on  divise  le  dernier  diviseur  par  ce 
binôme 

*>(—7+0  -M(++2j— 1)— /— 1 xy—  1 

+*(r’+7)— y— 1 k(— 7+i)+7+i 

0 

Cette  division  donne  pour  reste  zéro.  Donc  xy — 1=D  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  A.,  A,,  et  dd'D  ou  2x’ja  (y — 2) 
(xy — 0 est  celui  de  M et  N. 

Remarque  1.  La  p.  17  montre  comment  on  trouvera  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  plusieurs  polynômes. 

Remarque  2.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  fonctions 
entières  est  une  fonction  dont  l’expression  ne  dépend  nullement 
de  la  marche  qu’on  suit  pour  la  trouver.  Car  chacune  des  fonc- 
tions données  ne  pouvant  se  décomposer  en  facteurs  premiers 
que  d’une  manière , le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  com- 
muns à ces  deux  fonctions  est  unique. 

Remarque  3.  1°  Si  au  lieu  de  simplifier  M et  N,  on  opérait  im- 
médiatement sur  ces  deux  polynômes;  si  de  plus  on  préparait  les 
dividendes  sans  simplifier  les  restes  et  qu’on  arrivât  à un  reste 
nul , le  dernier  diviseur  serait  le  produit  du  plus  grand  commun 
diviseur  multiplié  par  un  facteur  indépendant  de  a?.  En  effet,  soit 
a le  multiplicateur  auxiliaire  , Q le  quotient , R le  reste.  On  a 

Ma  = NQ+R. 

Tout  polynôme  qui  divise  M et  N , divise  R;  soit  E . F un  po- 
lynôme qui  divise  R et  N,  F ne  renfermant  aucun  facteur  indé- 
pendant de;r,E  n’étant  qu’un  produit  de  facteurs  indépendants 
de  x > F divisant  N et  R divisera  Mu , et  comme  il  est  premier 
avec  a il  divise  M;  mais  E,  qui  divise  également  Ma,  n’est 
peut-être  pas  premier  avec  a;  on  ne  peut  donc  pas  conclure 
qu’il  divise  M.  Ainsi  le  plus  grand  commun  diviseur  de  N et  R 
peut  différer  de  celui  de  M et  N par  un  facteur  indépendant  de  x , 
que  celui-là  contient  de  plus. 
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2°  On  peut  aussi  opérer  par  quotients  fractionnaires  sur  M et 
N , sans  aucune  espèce  de  préparation  ; le  diviseur  qui  précède 
le  reste  nul , renfermera  exclusivement  tous  les  facteurs  du  plus 
grand  commun  diviseur  qui  contiennent  x ; quant  aux  facteurs 
indépendants  de  x , le  diviseur  peut  en  renfermer  d’étrangers  , 
il  peut  aussi  ne  pas  contenir  tous  ceux  qui  sont  communs  à M 
et  N.  Car  dans  ce  cas  on  a une  relation  de  la  forme 

(a)  M = N.5-1--. 

a a 

Soit  D'  le  produit  de  tous  les  facteurs  fonctions  de  x,  dans  le 
plus  grand  commun  diviseur,  sans  aucun  facteur  indépendant 
de  x ; on  aura 

M _ N_  Q _R__ 

F'  - F'  ‘ a “'“«D'5 

M N Q . R , . . 

r-,  — . - étant  entiers  par  rapport  a x,  — le  sera;  de  plus 
I)'  D'  a a I) 

N R 

— , — n’admettront  plus  aucun  facteur  fonction  de  x.  Ainsi 
D'  aD'  1 

D'  sera  le  produit  de  tous  les  facteurs  fonctions  de  a:,  qui  di- 

« R 
visent  N et  — . 

a 

Il  n’en  sera  pas  ainsi  des  facteurs  indépendants  de  x;  car 
l’équation  (a)  ne  permet  pas  de  conclure  que  tout  facteur  pareil 

qui  divise  M et  N divise  R , vu  que  — n’est  pas  entier  par  rap- 

a 

port  aux  lettres  autres  que  x.  De  même  les  facteurs  de  celte  espèce 
qui  divisent  N et  R,  ne  divisent  pas  nécessairement  M. 

3°  Si  l’on  opère  sur  A et  A,  sans  aucune  préparation , le  der- 
nier diviseur,  réduit  au  même  dénominateur  s’il  y a lieu,  puis 
débarrassé  de  ce  dénominateur  et  des  facteurs  indépendants 
de  x , sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A et  A,. 

Corollaire.  Si  les  polynômes  dont  on  cherche  le  plus  grand 
commun  diviseur,  n’ont  que  des  coefficients  rationnels,  il  en 
sera  de  même  du  plus  grand  commun  diviseur.  Car, pour  arriver 
au  plus  grand  commun  diviseur,  on  ne  combine  les  coefficients 
des  polynômes  que  par  addition , soustraction  multiplication  et 
division. 
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PROPOSITION  XXII.  — THÉORÈME. 

Toute  équation  à coefficients  réels  qui  a une  racine  imaginaire 
a , en  a une  seconde  a — 0^-1. 

Soit  fa  — 0 l’équation  donnée;  /(«  + O est  de  la 

forme  P-f-Q/îl/ — 1 (p.  2,  c.  1)  et  f{u — /?  y — l)  de  la  forme 
P— Q/9»7— 1,P  et  Q étant  réels  et  les  mêmes  de  part  et  d’autre. 
Or  si  f[a  4-/9  P7 — l)  est  nul,  il  faut  que  P-f — 1 le  soit» 
ce  qui  exige  que  P et  Q soient  nuis , vu  que  /?  ne  l’est  pas.  Mais 
si  P et  Q sont  nuis  , J' (a  — P^~-  O l’est  aussi.  Donc  si 
u+fi  ^ — 1 est  racine  de  fa  — 0,  a — fi  \/  — \ l’est  aussi. 

PROPOSITION  XXIII.  — THÉORÈME. 

Dans  toute  équation  à coefficients  réels,  les  racines  imagi- 
naires, s’il  y en  a , sont  en  nombre  pair. 

Car  si  l’équation  fx=0  a une  racine  imaginaire  a,-\rfi,y — 1 , 
elle  en  a une  seconde  a,  — f),  y — t. 

Donc/#  est  divisible  par  le  produit 

(#— a,—  fi,  — l)  (#— c e,+/ît y — 0 = (®— a,y-h(i\ 

(p.  9 et  13). 

Or  le  quotient  de  fa  par  celte  expression  aura  encore  ses 
coefficients  réels;  soit/,#  ce  quotient,  on  a 

/#=/#((#— a,  )’+/?■’)•  

Si  l’équation  f,x=0  a une  racine  imaginaire  a,-\-(i,  y — 1 , 
elle  en  a une  seconde  a% — fi,y — 1 ; donc /,#  est  divisible  par 
(# — a,)’-l-/9\ , et  on  peut  poser 

/,#  =/,#  j (#— | 

Supposons  qu’on  ait  de  même 

/#=/,#  { (#—«,)’+/?<*  J 

etc. 

/_,#  —fx  { } 
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Supposons  que  fx  = 0 n’ait  pas  de  racines  imaginaires,  ce 
qui  aura  lieu  au  plus  tard,  quand  fx  sera  du  degré  1 ou  du 
degré  0.  Multipliant  membre  à membre  les  équations  précédentes 
depuis  fx  — etc.,  on  trouve 

fx=  [(*— «,)’-)-/?,’]  [(a: -«,)’+/?,’]  ... 

Pour  annuler  ce  produit , il  faut  et  il  suffit  que  l’on  annule 
l’un  quelconque  des  facteurs,  ce  qui  donne 

x — a,±(i,  V'  — 1 
x — u,±fi,  b7 — 1 
etc. 

x — — 1 etc.,  fx  — (S, 

et  puisque  cette  dernière  n’a  pas  de  racines  imaginaires,  l’équa- 
tion/a: = 0 , a ses  racines  imaginaires  en  nombre  pair.  De  plus 
ces  racines  sont  deux  à deux  de  la  forme  a±/9  V' — 1 , formant 
ainsi  des  couples  de  racines  qu’on  nomme  conjuguées. 

Corollaire  1.  Toute  équation  de  degré  impair  à coefficients 
réels,  ayant  ses  racines  en  nombre  impair,  et  les  racines  imagi- 
naires en  nombre  pair,  a ses  racines  réelles  en  nombre  impair. 
Une  pareille  équation  a donc  au  moins  une  racine  réelle. 

Corollaire  2.  Toute  équation  de  degré  pair  à coefficients  réels 
a ses  racines  réelles  en  nombre  pair  ou  nul. 

Corollaire  3.  Tout  polynôme  à coefficients  réels  est  un  pro- 
duit de  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré.  Car  on  a 
prouvé  que 

fx—  [(x— a,)’-!-/?,1]  etc. ...  xfx; 

et  si  fiX  n’est  pas  du  degré  zéro , il  est  un  produit  de  facteurs 
réels  du  premier  degré. 

PROPOSITION  XXIV.  — THÉORÈME. 

Dans  toute  équation  de  la  forme 

fx  = x'"— j— p , xm  - ' -f-p  lX'"-  ’+p  jXm- 3+ . . . +p.n-  >x-hpm  = 0 , 
le  coefficient  du  second  ternie , pris  en  signe  contraire,  est  égal 
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à la  'somme  des  racines  ; le  coefficient  du  troisième  terme  est 
égal  à la  somme  des  produits  2 à 2 des  racines;  le  coefficient, 
du  quatrième  terme  pris  en  signe  contraire  est  égal  à la  somme 
de  leurs  produits  3 rt  3,  etc.  ; en  général  le  coefficient  du  ternie 
de  rang  n-|-l , est  égal  à la  somme  des  produits  n à n des  ra- 
cines changées  de  signe ...  ; le  dernier  terme  pIU  est  égal  au 
produit  des  racines  changées  de  signe. 

Car  fx  se  décompose  sous  la  forme  (p.  10) 

(x—a,)  (x—a,)  ...  (x—am),. 

de  sorte  que  les  racines  sont  a,,  a, . . . am , et  réciproquement , 
si  a,,  a, ...  am  sont  les  racines,  fx  se  décomposera  sous  cette 
forme,  sans  quoi  il  y aurait  des  racines  autres  que  a, , a,  ...  am. 

On  aura  donc  l’identité 

x'"-\-p . jr 1 -\-p,x'n - . . . -+-puxm-a- 1-  . . . = 

( x — a,)  (x — a,)  ...  ( x — am). 

Or,  on  a prouvé  (1. 1,  p.  12)  que  dans  un  pareil  produit  le  terme 
de  rang  n-(- 1 est  le  produit  de  xm~ ",  par  la  somme  des  produits 
n à n des  seconds  termes  — a , , — a, . . . — am , c’est-à-dire  par 
la  somme  des  produits  n à n des  racines  changées  de  signe;  donc 
/>„  est  égal  à cette  somme. 

. Si  n est  pair , on  peut  changer  les  signes,  de  tous  les  facteurs , 
et  p„  est  égal  à la  somme  des  produits  n à n des  racines;  si  n est 
impair,  en  changeant  les  signes  des  facteurs,  on  change  ceux 
des  produits  ; donc  c’est  alors  — p„  qui  est  égal  à cette  somme. 

Ainsi  — />,  = a.  -f-  a,  + . . . + am 

pi  — a , û,  - f- ...  am — , am 

— p3  = a,  a,  a3-+- , 

etc. 

± pm  = a,  a,  a3  ...  a„,  ; le  signe  H-  a lieu  si  m est  pair,  le 
signe  — si  m est  impair. 

Corollaire  1.  Former  urne  équation  dont  les  racines  sont 
données.  Le  degré  de  l’équation  est  égal  au  nombre  des  racines 
(p.  11).  On  changera  les  signes  des  racines  et  on  fera  la  somme, 
la  somme  des  produits  2 à 2 , la  somme  des  produits  3 à 3 , etc., 
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cl  enfin  le  produit  de  ces  racines  changées  de  signe,  ce  qui  don- 
nera les  coefficients  de  l’équation. 

Par  exemple,  si  les  racines  sont  — 3, +2, — 4, — 5;,  on  les 
change  de  signe  et  l’on  a +3, — 2 ,+4 ,-+-5. 

La  somme  est  +3  —2+4+5  = 10. 

La  somme  des  produits  2 à 2, 

3 . ( — 2)+3 . 4 + 3 . 5+( — 2) . 4+( — 2) . 5+4 . 5 = +23. 

La  somme  des  produits  3 à 3 , 

3( — 2) . 4+3( — 2)  . 5+( — 2) . 4 . 5+3 .4.5=  -34. 

Le  produit  3 . ( — 2)  .4.5=  — 120. 

Et  comme  il  y a 4 racines,  l’équation  est  du  quatrième  degré; 
donc  elle  est  a^+10.r3+23;r’ — 34a: — 120  = 0. 

Corollaire  2.  Le  coefficient  du  second  terme,  pris  en  signe 
contraire,  étant  égal  à la  somme  des  racines,  si  ce  second  terme 
manque,  on  en  conclura  que  la  somme  des  racines  est  nulle,  et 
réciproquement.  On  peut  toujours  transformer  une  équation 
en  une  autre  privée  du  second  terme.  Car  soit  xm-\-p,xm—  ' 
+p,xm— ’+  . . . +p,„  = 0 l’équation , a, , a, . . . am  ses  racines  ; 
leur  somme  est  — p,;  or,  si  de  chaque  racine  on  retranche  la  mc 

partie  de  cette  somme,  c’est-à-dire — — , la  somme  des  racines 
1 m 

sera  diminuée  de  mx — — ou  de  — p,  et  sera  nulle.  Ainsi  il  s’agit 
m 0 

de  former  une  nouvelle  équation  qui  ait  pour  racines 

p , p,  p, 

ai~\ , at~\ , 

mm  m 

et  dans  cette  équation  la  somme  des  racines  sera  «,+a, ...  +a„,+p , 
ou  — p+p , ou  0. 

Mais  fx  — {x— «,)  (x—  a,)  ...  (x—  um). 

Et  l’équation  cherchée  devant  avoir  pour  racines 

P,  P, 

<*,+  —.,  «a+—  etc., 
ni  m 

son  premier  membre  sera  le  produit  des  facteurs 
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produit  qu’on  déduit  d efx, 


en  remplaçant *x  par/ -;  donc 


l’équation J‘ (y — —1=0  sera  privée  du  second  terme,  ce 
qu’on  peut  vérifier  en  développant  J ^ d’après  la  pro- 


position 2. 

Corollaire  3.  Le  dernier  terme  pm  est  le  produit  des  racines 
changées  de  signe;  mais  pour  qu’un  produit  soit  nul,  il  faut  et 
il  suffit  qu’un  des  facteurs  le  soit.  Donc,  pour  que  le  dernier 
terme  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  qu’une  des  racines  le  soit.  Si 
Ara— , est  aussi  nul,  il  y a 2 racines  nulles,  etc. 

Corollaire  4.  Une  équation  dont  toutes  les  racines  sont  réelles 
et  positives,  a ses  termes  alternativement  positifs  et  négatifs. 
Car , si  a, , a, , a, . . . am  sont  réels  et  positifs,  — a, , — a, ...  — am , 
qui  est  la  valeur  de  p, , est  négatif;  a,  a3-|-...-|-am_,ain, 

qui  est  la  valeur  de  p , est  positif;  — a,a^a3 — a,a,a.-t — etc.,  ou  p3 
est  négatif,  et  ainsi  de  suite. 

Réciproquement,  une  équation  complète  qui  a ses  termes 
alternativement  positifs  et  négatifs,  n’a  point  de  racines  néga- 
tives. Car  soit  l’équation  .r"‘ — axm~ '-{-bx'a~ 1 — cxm~3-+- , etc., 
dt«=:0,  a,  b,  c,  etc.,  étant  des  nombres  absolus;  si  l’on  rem- 
place x par  un  nombre  négatif — a,  de  deux  choses  l’une,  ou 
m est  pair,  ou  il  est  impair.  Si  m est  pair,  xm  devient  ctm ; 
mais  dans  ce  cas  m — 1 est  impair  et  — b rm— 1 devient  -+-bam~‘  ; 
on  reconnaîtra  de  même  que  tous  les  termes  du  premier  membre 
deviennent  positifs  : donc  leur  somme  ne  saurait  être  nulle.  Au 
contraire  si  m est  impair,  xm  devient — am,  — bxm—'  devient 
— bam—‘  ; tous  les  termes  du  premier  membre  deviennent  néga- 
tifs, et  leur  somme  ne  saurait  non  plus  être  nulle. 

Corollaire  5.  Une  équation  qui  a toutes  ses  racines  réelles  et 
négatives,  a tous  ses  termes  positifs.  Car  les  racines  changées  de 
signe  deviendront  positives;  les  sommes  des  produits  2 à 2,  3 à 3, 
etc.,  de  ces  racines  ainsi  changées  de  signes,  seront  positives. 
Donc  etc. 

Réciproquement  une  équation  dont  tous  les  termes  sont  po- 
sitifs, n’a  point  de  racines  positives. 
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Corollaire  6.  Une  équation  étant  donnée,  pour  en  former 
une  seconde  dont  les  racines  soient  respectivement  égales  et 
de  signes  contraires  à celles  de  la  première,  il  suffit  de  changer 
dans  la  première,  supposée  complète,  les  signes  des  termes  de 
rang  pair.  Car  soit  l’équation  donnée 

fx  = ...  -hpm  = 0. 

Soient  a,,  a a,  ...  am  ses  racines;  soit  l’équation  cherchée 

*-hp'3xm-3-+- . . . -+-p'm  = 0 , 
ses  racines  sont  — a , , — a, , — a3 ...  — am. 

Or,  on  a P<  = — a> — «a  ••• — - 

et  p\  = -f-a,4-aa ...  donc  p\  — — 

On  a ensuite  p,  — a,a1-\-...-j-am—,am 

p\  — a,a,-+- ...  -f-fla,— donc p\—p,. 

On  prouvera  de  même  quep'3= — p3,  p'^zzzp^,  etc.,  de  sorte 
que  la  transformée  revient  à : 

*m— p,Xm-'-hp*Xm-1— p3Xm  ~ 3+  . . . ±pm  = 0. 

Autrement  : L’équation  donnée  étant 

fx  — (x — a,)  (x — àa)  . . . (x — am)  — 0 
la  transformée  sera  (x-f-a,)  (x-|-a„)  ...  (x-f-a,„) zs  0. 

Or,  si  dans  fx  on  remplace  x par  — x,  on  a 

/(*)  = (— x— a,)  (— x— a,)  ...  (— x— am) 

=±  (x-+-a.)  (x-Hc)  . . . (x+am). 

Ainsi  l’équation  cherchée  est/( — x)  = 0.  Or,  en  remplaçant 
x par  — x dans  fx,  on  change  les  signes  des  termes  de  degré 
impair;  si  l’équation  èst  de  degré  pair,  ces  termes  sont  ceux  de 
rang  pair;  si  l’équation  est  de  degré  impair,  ce  sont  au  con- 
traire ceux  de  rang  impair;  mais  dans  ce. cas,  on  peut  changer 
les  signes  de  tous  les  termes , et  en  définitif,  il  n’y  a que  ceux 
de  rang  pair  qui  auront  changé  de  signe. 

Corollaire  7.  Connaissant  toutes  les  racines  d’une  équation , 
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excepté  une,  on  pourra  trouver  celle-ci  en  relrancbant  de  — p , , 
la  somme  des  racines  connues;  car  — p,  est  la  somme  de  toutes 
les  racines. 

S’il  y a deux  racines  inconnues , on  peut  en  trouver  la  somme 
en  retranchant  de  — p,  la  somme  des  racines  connues;  on  peut 
aussi  trouver  le  produit  des  2 racines  inconnues,  en  divisant  pm 
par  le  produit  des  racines  connues,  changées  de  signe,  puisque 
pm  est  le  produit  des  racines  changées  de  signe.  Connaissant  ainsi 
la  somme  et  le  produit  des  deux  racines  inconnues , on  trouvera 
ces  racines  au  moyen  d’une  équation  du  second  degré  (I.  2, 
p.  31). 

En  général , si  l’on  connaît  plusieurs  racines  a, , a,  etc.  a„  d’une 
équation  fx  = 0,  on  trouvera  toutes  les  autres  en  divisant  fx 
par  ( x — a,)  ( x — a,)  ...  ( ’x — a„),  et  égalant  à zéro  le  quotient, 
ce  qui  fournira  une  équation  dont  les  racines  sont  les  autres 
racines  de  fx  — 0. 

Corollaire  8.  Si  dans  A.r"’-(-A,.rm— '-f-  . . . +A„,  = 0,  le  coef- 
ficient A est  infiniment  petit,  il  y a une  racine  infiniment  grande. 

1 A 

Car  soit  x—~;  on  aura  kmym+  ...  -f-A,y+A  = 0;  or,d:^ 

est  le  produit  des  racines;  si  aucune  racine  n’était  infini- 


ment petite,  ±—  serait  fini.  Donc  il  y a une  valeur  dey*  infi- 

Am 


niment  petite,  et  comme  y-  = - , il  y a une  valeur  de  x infinie. 

x 


Par  rapport  aux  autres  racines,  on  a A,#”- ....  -f-Am^O. 
Si  A,  est  aussi  infiniment  petit,  il  y a une  seconde  racine  infinie. 


PROPOSITION  XXV.  — THÉORÈME. 

Les  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  et  les  racines 
d’une  équation  ne  peuvent  déterminer  ces  racines  sans  le  secours 
de  l’équation  même. 

Soit  l’équation  arm-(-p1a;ni— ‘-f-p’x”— ’-f- ... +pm— ,ar-(-pm  = 0; 
soient a, ...  am  les  racines  supposées  inconnues.  Les  relations 
dont  il  s’agit,  sont  : 
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«■+<*,-+-  •••  ~h«m  = ~P, 

...  ■+-nm-lnm=p, 

f/ , — 1 — ...  = — pi 

etc. 

«,«,«} ...  am-,am=±pm. 

Supposons  que  par  un  moyen  quelconque  on  soit  parvenu  à 
déduire  de  ces  équations  (l)  une  équation  qui  ne  renferme  que 
a,  ; soit  tpa,  0,  celte  équation.  Si,,  au  lieu  d’opérer  sur  a, , 
on  opère  sur  a,,  les  calculs  ne  seront  changés  qu’en  ce  que 
partout  a,  sera  remplacé  par  puisque  les  équations  (l)  sont 
symétriques  par  rapport  à toutes  les  racine^  prises  2 à 2 ; donc 
(1.  2,  p.  10)  l’équation  qui  donne  «,  sera  (pa,=  0;  de  même 
la  racine  a3  sera  donnée  par  cpa3  — 0 , etc.  Donc  enfin  l’équation 
(pa,  =0  qui  donne  une  des  racines,  les  donne  toutes;  par  con- 
séquent, cette  équation,  si  elle  ne  renferme  aucun  facteur  su- 
perflu, ne  saurait  être  autre  que/«,  = 0 ou/.r:=0,  puisque  ses 
racines  sont  celles  de/a;  = 0. 

Voici  comment  on  traite  les  équations  (1)  pour  trouver  l’é- 
quation qui  donne  a,. 

Représentons  la  somme  •••  par  X,; 

la  somme  des  produits  2 à 2 de  ces  m — 1 racines  par  X,;  etc. 
la  somme  de  leurs  produits  n à n par  X„; 

leur  produit  par  Xm— ,. 

— p sera  égal  à 1— X, , et  la  première  équation  (1)  devient 

«,+X,  = — p,  ; la  valeur  de  p,  se  compose  de  deux  parties  : 
parmi  les  produits  2 à 2,  les  uns  contiennent  a,,  les  autres  ne 
le  contiennent  pas;  la  somme  de  ceux  qui  contiennent  a,  ne 
peut  être  autre  que  a,(a,-|-a3  ...  H-am),  ou  a.X,;  ceux  qui  ne 
contiennent  pas  a,  forment  la  somme  des  produits  2 à 2 de 
a3  ...  am,  c’est-à-dire  X,;  donc  a,X,-\-X,  = pt. 


On  trouve  de  même  «,X„—  ,-j-Xn  —± />„ . 

etc. 


• n,Xm — i f~'Xm — i — J_ p„, — . , 

d’ailleurs  a,a%  ...  nm  = «lXm_,  ; donc  a,Xm—l  = ±pm. 

Ainsi,  pour  éliminer  a,,  a3,  etc.,  am  entre  les  équations  (I), 
il  sulïit  d’éliminer  X,,  X,  ...  Xm_t,  entre  les  suivantes  : 
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a,-+-X,  = —p, 

fl.X.+X,  — p , 

«iX,H-X3  — — j>< 


«.Xn_,4-X„=±^„  • 

^iXn“f~Xn^-i  — -t-pn-t-i 

etc. 

^.Xnl  — 3 | Xm — i _L Pm — i 

^ i X ni — '|  h pm 

Or  les  quantités  à éliminer  ne  se  trouvent  ici  qu  au  premier 
degré;  chacune  d’elles  n’entre  que  dans  deux  équations  consé- 
cutifs, dans  l’une  avec  le  coefficient  -+-1 , dans  l’autre  avec  le 
coefficient  a.  On  multipliera  donc  la  première  de  ces  équations 
par  — a,m~ ' , la  seconde  par  % la  troisième  par  — a,m~3, 

et  la  nc  par  la  suivante  par  +«im— n—1 , l’avant-der- 

nière par  ±a,‘ , la  dernière  par  +a,° , et  l’on  ajoutera  ; il  vient 
— a,' m=-i-plalm-‘+p,a/a-*-p-...-+-paa,"‘~°-\-  etc. 
ou  transposant, /«,  =0. 

Définition  1 2.  Une  limite  supérieure  des  racines  positives  d’une 
équation  est  un  nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  racine 
positive.  Par  conséquent  cette  limite  est  une  indéterminée  : car 
depuis  la  plus  grande  racine  positive  jusqu’à  l’infini,  tous  les 
nombres  peuvent  être  pris  pour  limite. 

Définition  13.  Une  limite  inférieure  des  racines  positives  d’une 
équation  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  la  plus  petite  ra- 
cine positive.  Cette  limite  est  aussi  indéterminée. 

Définition  14.  Une  limite  numériquement  supérieure  des  ra- 
cines négatives  d’une  équation  est  nombre  compris  entre  — oo  , 
et  la  racine  négative  la  plus  rapprochée  de  — oo  . 

Définition  15.  Une  limite  numériquement  inférieure  des  racines 
négatives  est  un  nombre  compris  entre  zéro  et  la  racine  négative 
la  plus  rapprochée  de  zéro. 

Remarque  1.  Les  deux  limites  supérieures  se  nomment  aussi 
les  deux  limites  extrêmes. 

Remarque  2.  Dans  ce  qui  suit  il  ne  sera  question  que  d’équa- 
tions à coefficients  réels , à moins  d’avis  contraire. 
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PROPOSITION  \W1.  — THÉORÈME. 


Toute,  limite  supérieure  des  racines  positives  d'une  équation 
fxrzO,  substituée  à la  place  de  x rend  fx  positif;  réciproque- 
ment tout  nombre  positif  K qui  rend  fx  positif,  et  qui  est  tel  que 
tout  autre  nombre  plus  grand  rend  aussi  fx  positif,  est  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  l’équation  fx  = 0. 

En  effet , soient  a, , a, . . . a„  les  racines  positives  de  l’équation , 
le  produit  <px  — (x—a,)  (x— a,)  ...  (x—a„)  sera  rendu  positif, 
si  l’on  met  pour  x un  nombre  positif  plus  grand  que  la  plus 
grande  des  racines  a,,  a, ...  a„. 

Soient  — b, , — b, . . . — bn , les  racines  négatives  ; le  produit 
(p,. x — (.r+A,)  (.r+A,)  ...  (x+Anl)  est  rendu  positif  par  la 
substitution  de  toute  valeur  positive  à la  place  de  x. 

Enfin  soient  a,±/9,  ^ — 1 , — 1,  etc.,  les  racines 

imaginaires  de  l’équation  ; le  produit 

(p2x=  [(.r— 1-^,’]  [(x— «,)*+/?,’],  etc. 

devient  également  positif  par  toute  valeur  positive  mise  pour  x. 

Mais  fx  — rpx  . tp,x . rp,x.  Donc  tout  nombre  plus  grand  que 
la  plus  grande  racine , mis  pour  x , rend  fx  positif. 

Réciproquement  si,  en  faisant  varier  x depuis  K jusqu’à 
+oo  , on  trouve  que  fx  est  toujours  positif,  on  peut  conclure 
que,  de  K à +oo , il  n’y  a aucun  nombre  qui  annule  fx;  donc 
s’il  existe  des  nombres  qui  annulcnt/r , ces  nombres  sont  plus 
petits  que  K,  c’est-à-dire  que  les  racines  réeïlcs  de  l’équation 
fx  = 0 sont  moihdres  que  K.  Donc  K est  une  limite  supérieure. 

Corollaire.  Soit  C le  plus  grand  des  modules  des  coefficients 
de  l’équation  ramenée  à la  forme  .r"+ , etc.,  = 0 ; il  est  prouvé 
(p.  3 , c.)  que  si  l’on  fait  varier  x depuis  C+l  jusqu'à  +oo  ,fx 
reste  positif.  Donc  C+l  est  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  de  fx  = 0.  Les  propositions  suivantes  donnent  dans 
certains  cas  des  déterminations  plus  simples  pour  cette  limite. 
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PROPOSITION  XXVII.  — THÉORÈME. 


Si  N est  le  plus  grand  des  modules  des  coefficients  négatifs 
de  l’équation  x"1-)- ...  =0,  N— f-1  sera  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  ; 'et  si  n est  la  différence  entre  l’exposant 
du  premier  terme  positif  et  celui  du  premier  terme  négatif  de 

n 

l’équation,  sera  encore  une  limite  supérieure. 

En  effet  1%  il  est  prouvé  que  si  un  nombre  mis  pour  x rend 
le  premier  terme  plus  grand  que  la  somme  des  modules  des 
termes  négatifs,  ce  nombre  et  tout  autre  plus  grand,  rend  fx 
positif  (p.  4);  donc  ce  même  nombre  est  une  limite.  Or  la  somme 
des  termes  négatifs , pris  en  valeur  absolue,  n’est  jamais  supé- 
rieure à 

Nxm-'+N jc™ -■>_!_  . . . 

Ainsi  il  suffit  de  rendre 


xm  > Njcd,-,+Nx'”-,+  . . . H-Nar-f-N. 

En  raisonnant'comme  à la  prop.  3 , on  trouve  x ^ N— t- 

2°  Supposons  que  le  premier  terme  négatif  soit  axm— \ la 
somme  des  valeurs  absolues  des  termes  négatifs  ne  surpassera  pas 

Nxra— M-N-r'”— "-'-f- . . . -t-Nar-HV. 

Ainsi  il  suffit  de  rendre 

xm^>  Nxm-"4-Nxm-"-,+  ...  -+-N*h-N. 

Divisons  les  deux  membres  par  xm,  il  vient 


>>-+ 

xa 


N 

x”-*-' 


N 

xm  ’ 


supposons  x 1 ; cette  inégalité  sera  satisfaite  à fortiori,  si  on 
rend  1 plus  grand  que  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  la 
progression  infinie 

N N 

!r“  + xa+'  ' ’ ‘ 


limite  qui  est 


N . 
x°~'(x — 1)’ . 


20 
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et  à fortiori  encore  si  on  rend  1 égal  ou  supérieur  à 


N 


N 


(*—1)— {*—!)— (*—!)»* 

. » 

etpourcela  ilsuffitque(.r — 1)"^  N d’où  x ^ l+I^N. 

Remarque.  On  peut  dans  plusieurs  cas  déterminer  des  limites 
plus  simples. 

1°  Si  tous  les  exposants  dear  sont  multiples  d’un  même  nombre. 
Soit  l’équation  xmcl-+- . ..  — axi.m— n)*±  etc.  = 0; 
supposons  que  — «*(”-")»  soit  le  premier  terme  négatif;  la  dif- 
férence entre  ma  et  (m — n)d  étant  na,  N ayant  la  même  signi- 
fication que  plus  haut,  la  limite  est 


L=l-fVN. 


Mais  si  l’on  pose  x*=y,  on  trouve  (ar*)m  ou 
(x*)m—  ou  x*(m~')  — ym~~' , etc. , (x*)"—n  ou  *(“—)* 
substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  donnée,  on  la  trans- 
forme en 

ym+  etc.  — aym_D+ ...  = 0, 


le  premier  terme  négatif  est  ici  — aym~a,  et  les  coefficients 
n’ayant  pas  changé,  cette  équation  a pour  limite  supérieure 

n __ 

l+l/N;  ainsi 

n 

, J,  ou  X*  1+  , 


d’où  x 


quantité  que  nous  nommerons  L'. 

Voilà  donc  une  seconde  détermination  de  la  limite,  et  je  dis 
que  celte  valeur  est  moindre  que  L.  En  effet 

n 

L'ï  = 1+1/N, 
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se  compose  de  a+1  termes  po- 
sitifs (I.  1 , p.  28),  dont  le  premier  est  1*  ou  1,  et  le  dernier 


tandis  que  L“ 


= ^1+£V)° 


ou  i^N,  c’est-à-dire  que  les  deux  termes  extrêmes  de 
L*  valent  ensemble  L'*;  donc 

L“>L*  et  L>L’. 


1er  Ex.  fx  — x5— 7 x'*— 6xJ_x’— 12x+24  = 0. 

On  a C+l  = 25,  N+l  = 13. 

n 

Le  second  terme  étant  négatif,  la  détermination  1 + k^N  ne 
donne  pas  autre  chose  que  N+l. 

2'  Ex.  2x6+27x'+ 1 4 x 1 — 3r  ’ — 3 4x+ 4 8 = 0. 

34 

Ici  on  divise  d’abord  par  2,  et  l’on  a N = — = 17. 

Ensuite  la  différence  entre  l’exposant  6 du  premier  terme  et 
l’exposant  2 du  premier  terme  négatif  est  4 ; donc  n — 4,  et 

n _ /, 

1+  1/n  = 1+1/ 17. 

Tout  nombre  plus  grand  étant  aussi  limite,  on  peut  prendre 
1+3  ou  4. 

3e  Ex.  x*+24x6+6x*— 156x’— 39  = 0. 

n_  f. 

N = 156,  n = 8-2=  6,  et  1+l/N  = 1+^156, 
en  nombres  entiers,  4. 

Mais  les  exposants  de  x sont  multiples  de  2;  on  peut  donc 
faire  x’  —y,  et  l’on  a 

y 4+24ji+6/’  _ 1 56r — 39  = 0. 

3 

On  fera  n=  3 , N=  166 , d’où  y < t+1^156  <Y 

•j  5. 
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Donc  a? 1 <^7  et  x <^1^7  3. 

Dans  l’équation  a:G-|-8a:4— 1 3a:1 — 5=0,  les  deux  détermi- 


net  ■ / n 

nations  1-+- l//N  et  V l-f-'v  N,  se  confondent,  en  nombres 
entiers. 

. 2°  Il  y a encore  lieu  à simplifier  la  détermination  de  la  limite 
supérieure , si  le  premier  membre  de  l’équation  peut  être  regardé 
comme  la  somme  de  plusieurs  polynômes  ordonnés,  commen- 
çant chacun  par  un  terme  positif,  et  fournissant  pour  N+l , ou 

l-l-l'^N  des  valeurs  plus  simples  que  fx  lui-même.  Telle  est 
l’équation 

fx  = x* — 2a?-  — a^-j-SOa?3 — 40a:* — 80a:3 — 30a:’-f-40a? — 36  = 0. 


On  décomposera  fx  dans  les  trois  parties  a?8 — 2a?? — x6, 
80a?s — 40a?'* — 80a:3 — 30a?1,  40a: — 36.  Or  la  première  est  rendue 


gQ 

positive,  si  x ^ 2-4-1  ou  3;  la  seconde,  si  x ^ 1-f-  — ou 


la  troisième,  si  x — . Donc  x 3 rend  fx  positif,  et  3 est 

une  limite,  tandis  que/r  lui-même  donne  N— |— 1 — 80-f-l  = 81. 

Cette  décomposition  réussit  surtout,  si  à chaque  terme  néga- 
tif il  répond  au  moins  un  terme  positif  de  degré  plus  élevé, 
comme  dans  l’équation 

fx  = a:6-+-29a:5-)-38ari — 4a:3 — 56a?1 — 30a:-|-64  = 0. 

On  décompose  ainsi 

(jr6— 4x3)-t-(29a:5— 56a:1)-f-(38a:*-30.r)-(-64  = 0 
ou  a?3  (a;3— 4)  4- 29a?1  ^a?3— ^j+38a:^a:3— -f  64  = 0. 


Or  la  première  partie  devient  positive , si  a?3^>  4 


ou  a? 


la  deuxième 


• 66 
si  a?3  > — 

29 
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la  quatrième  est  positive. 

Donc  x ^ 2 rend  positives  toutes  les  parties  donc/r  est  la 
somme,  et  2 est  une  limite  supérieure. 

n 3 

On  trouve  ici  N-+-1  = 57 , 1-1- V' N = 56  ...  ou  5, 


30 

la  troisième  partie  devient  positive  si  x*  )>  — ou  ,x 

38 


PROPOSITION  XXVIII.  — THÉORÈME. 


Tout  nombre  qui  rend  positives  fx  et  ses  dérivées , est  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  fx  = 0.  (Méthode  de 
Newton). 

Soit  d un  nombre  tel,  que  fd,  fd,  fd...  fM~'d,  soient 
positives ,f"'d  l’est  aussi,  vu  que  f"x  est  un  nombre  indépen- 
dant de  x. 

On  a f(d+r)=fd+yfd+Ç  .J"d+...+r  2 ^ 

Or  tous  les  coefficients  de  ce  développement  sont  positifs; 
donc  si  l’on  y fait  varier  y de  0 à +X  ,/(d-f-j)  sera  toujours 
positif.  Mais  faire  varier  y de  0 à -t-x>  dans  f(d-+-f) , c’est  faire 
varier  x de  d à -+-»  dans  fx , et  puisque  celte  fonction  reste 
positive,  d est  une  limite  supérieure  d efx  = 0 (p.  26). 


Exemple. 

Il 

fx  = a;4— f-7 je3 — 2x’ — 24x — 36  =0  ; on  a ici  \-\-V' N =7* 
fx  = 4xM-21x’ — 4x — 24 

j"x  — 6x’H-21x — 2 


x — 4x-j-7 


La  dernière  est  rendue  positive  par  x ^ 0. 
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- Ÿ".x  n’est  pas  rendu  positif  par  x = 0 , mais  par  x = 1. 

Donc  x t=.  1 rendant  positive  la  fonction  f'x  et  ses  dérivées 
f"!x , f""x,  tout  nombre  )>  1 , rendra  f'x  positive. 

f'x  n’est  pas  rendue  positive  par  x=  1 ; on  essaye  donc  x—  2 , 

qui  la  rend  positive.  Mais  on  sait  que  tout  nombre  1 rend 

f'x  et  ses  dérivées  positives;  donc  a?  = 2 rendant  positive  fx  et 
ses  dérivées,  tout  nombre  ^>2,  jouira  de  la  même  propriété. 

fx  devient  négative  pourx  = 2;  mais  x — Z la  rend  positive, 
elle  et  ses  dérivées.  On  voit  que  celte  limite  3 est  plus  simple 

• n 

que  celle  qu’on  a trouvée  au  moyen  de  i-\V N. 

Remarque.  Toutes  les  fois  que  le  nombre  qui  rend  positives 
fx , f'x , etc.,  rend  fx  négative,  on  est  certain  de  trouver  le 
nombre  entier  le  plus  simple  qui  puisse  être  limite  supérieure. 
Car  tout  nombre  supérieur  à la  plus  grande  racine,  rendant^x 
positive  (p.  26),  tant  que/x  sera  négative,  les  nombres  mis 
pour  x seront  moindres  que  cette  plus  grande  racine.  Or,  on 
n’augmente  ces  nombres  que  d’une  unité  à chaque  substitution. 
Donc  on  arrivera  à deux  nombres  entiers  k,  /r-f-1 , tels  que 
fk<fO , /(/r-|-ï  ))>0  ; k sera  inférieur  et  /r-f-1  supérieur  à la  plus 
grande  racine;  ainsi  fr-f-l  sera  la  limite  supérieure  la  plus  simple, 
en  nombres  entiers.  Il  est  entendu  que  l’on  doit  être  certain  que 
k-+-l  rend  les  dérivées  positives,  ce  qui  a lieu,  si  l’on  opère 
comme  on  a fait  ci-dessus,  en  commençant  par  la  dérivée  qui 
est  du  premier  degré  en  x. 


PROPOSITION  XXIX.  — PROBLEME. 

Déterminer  la  limite  inférieure  des  racines  positives,  ainsi  que 
les  deux  limites  des  racines  négatives  d’une  équation  fx  = 0. 
Pour  avoir  la  limite  inférieure  des  racines  positives  de/x  — 0 , 

on  remplace  x par  - ; si  fx  admet  un  facteur  (x — a)n,  la  trans- 

^ N" 

formée  contiendra  le  facteur  ^ a ) ou  ( 1 oy)",  ou  encore 
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seront  în- 


(y — ^n;  ainsi  toutes  les  racines  de  la  transformée 

verses  de  celles  de  la  proposée.  Dans  la  transformée,  soit  l la 
limite  supérieure  des  racines  positives,  on  aura  pour  les  valeurs 

Il  1 

positives  de  d’où et  x^>- ; ainsi  les  valeurs  positives 

de  x seront  au-dessus  de  c’est-à-dire,  que  ^ sera  la  limite 

inférieure  des  racines  positives. 

Soit  lequalion  Sx* — 3x3 — 8x’-|-28x-|-32  = 0; 

1 5 3 8 20  ■ 

posant  x = -,  on  a — 1 (-32  = 0; 

y y'  y3  y ’ y 

Chassant  les  dénominateurs  et  intervertissant 

« 

32j*1-)-20j'' — 8j’ — 3j’-)-5  = 0. 

Cette  équation  se  décompose  en 

(32r*_8r’)+(20r3-3r)+5=0 


ou 


32 r (V— +20j  (r’— +s = o. 

En  faisant  ou  y=-,  on  rend  le  premier  membre  positif. 

Donc  2 est  une  limite  inférieure  des  valeurs  positives  de  x. 
Nommant  t la  valeur  absolue  du  dernier  terme  d’une  équation 
x”1-)-  etc.,  =0 , k celle  du  plus  grand  coefficient  de  signe  con- 
traire au  dernier  terme,  on  démontre  que  ^ ^ est  une  limite 

inférieure  des  racines  positives;  mais  celte  détermination  donne 
toujours  un  nombre  moindre  que  1 , tandis  que  dans  l’exemple 
ci-dessus  on  a trouvé  une  limite  plus  grande  que  1,  ce  qui  est 
souvent  très-important. 

Pour  avoir  les  limites  des  racines  négatives  de/r  = 0,  on 
pose  x = — x';  les  racines  positives  de  la  transformée  auront  les 
mêmes  valeurs  absolues  que  les  racines  négatives  de  la  proposée. 

Soient  donc  L1  et  i les  limites  des  racines  positives  de  l’équalion 
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en  x*  ; — L' et  — - seront  celles  des  racines  négatives  de/x  = 0. 

Exemple.  L’équation  2x5 — 7x* — 8.r3H-9jr’H-54ar — 85  = 0. 
Changeant  x en  — x'  (p.  25,  c.  6),  on  a 

2x'5H-7x'*_8x,3-9x'’-f-ô4x’-t-8S  = 0. 


En  réunissant  le  premier  et  le  troisième  terme,  puis  le  second 
et  le  quatrième,  on  a 

2y3(x’’— 4)+7*'î(*”-^)  +54.r'-f-85  = 0. 

La  limite  sera  ✓4  ou  2. 

Pour  avoir  la  limite  inférieure  de  l’équation  en  x’,  on  rem- 


place x'  par  - , ce  qui  donne 


pu 


85/H-6  4/4 — 9J1— 8j’-f-7j-f-2 = 0. 

La  limite  supérieure,  trouvée  par  décomposition,  est  j/ 

v \ ou  = > la  limite  inférieure  de  x'  est  donc  2. 

» 6 2 


54 


Ainsi  les  limites  des  racines  négatives  de  l’équation  proposée 
sont  — 2 et  — 2 , de  sorte  qu’elle  n’a  pas  de  racines  négatives. 


Remarque.  Une  équation  qui  ne  renferme  que  des  puissances 
paires  de  l’inconnue,  ne  change  pas  si  l’on  remplace  x par  — x; 

par  conséquent,  si  L et  ^ sont  les  limites  de  ses  racines  positives , 

— L et  — y seront  celles  des  racines  négatives, 

Dans  une  pareille  équation,  les  racines  sont  deux  à deux  égales 
et  de  signes  contraires;  car  si  a est  une  racine  de fx  — 0,  l’équa- 
tion/^— x)  admet  la  racine  — a;  mais /( — x)  = 0 est  identique 
avec/x  = 0,  puisque  l’équation  ne  change  pas,  si  l’on  remplace 
x par  — x;  donc  fx  — 0 admet  aussi  la  racine  — a.  Cela  posé> 
fx  sera  divisible  par  (x — a)  (x-f-a)  ou  par  x’ — a’,  et  comme 
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fx  ne  renferme  que  des  puissances  paires  de  x , il  en  sera  de 

fjc  fjc 

même  du  quotient  — — — : ainsi  — = 0 aura  aussi  deux 

racines  égales  et  de  signes  contraires,  et  ainsi  de  suite. 

Réciproquement  une  équation  qui  a ses  racines  deux  à deux 
égales  et  désignés  contraires,  ne  renferme  que  des  puissances 
paires  de  x.  Car  soient  x = ±.a,  x = ±:b,  etc.,  les  racines  de 
l’équation.  Son  premier  membre  sera  le  produit  des  facteurs. 

{x — a)  (.r-|-a)  ( x — b)  (x-+-b)  etc.  ~(x‘ — a’)  (x' — b‘)  etc., 
et  ce  produit  ne  renferme  que  des  puissances  paires  de  x. 

Définition  16.  Il  y a variation  entre  deux  termes  consécutifs 
d’un  polynôme,  si  ces  deux  termes  sont  de  signes  contraires. 
Ainsi  une  variation  est  la  succession  de  deux  signes  contraires. 
Une  permanence  est  une  succession  de  deux  signes  semblables. 
Dans  un  polynôme  complet  du  degré  m par  rapport  à la  lettre 
d’ordre , il  y a m-f-1  termes;  chaque  terme,  à partir  du  second, 
inclusivement,  détermine  une  succession  de  signes  avec  le  pré- 
cédent, de  sorte  qu’il  y a m successions  de  signes  dans  le  poly- 
nôme. 

Définition  17.  Deux  termes  sont  dits  de  même  parité , s’ils  sont 
tous  les  deux  de  degré  pair,  ou  tous  les  deux  de  degré  impair. 
Deux  termes  sont  dits  de  parité- différente,  si  l’un  est  de  degré 
pair,  l’autre  de  degré  impair. 


PROPOSITION  XXX.  — THÉORÈME. 

Une  équation  ( complète  ou  non ) n’a  pas  plus  de  racines  po- 
sitives que  de  variations  ; et  si  deux  termes  consécutifs  quel- 
conques sont  de  parité  différente,  l’équation  n’a  pas  plus  de 
racines  négatives  que  de  permanences.  (Règle  des  signes  de 
Descartes.) 

Pour  prouver  la  première  partie  de  cette  proposition,  on  va 
démontrer  que  si  l’on  introduit  une  racine  positive  dans  une 
équation,  la  transformée  aura  au  moins  une  variation  de  plus 
que  la  proposée. 
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Soit  fx  — 0,  une  équation,  a un  nombre  positif,  je  dis  que 
(.r  — à)fx  aura  au  moins  une  variation  de  plus  que/ir. 

Le  premier  terme  de  fx  est  xm , qui  est  positif;  à la  suite  de 
xm  il  peut  y avoir  des  termes  positifs,  dont  le  nombre  peut  être 
nul;  représentons  par+Ax*,  le  dernier  de  ces  termes,  le  terme 
suivant  étant  négatif  et  représenté  par  — k'xx~'  ; A peut  d’ail- 
leurs être  nul. 

À la  suite  de  — h!x*~ ' il  peut  y avoir  une  série  de  termes  né- 
gatifs, dont  nous  représenterons  le.dernier  par  — lix1;  le  premier 
des  termes  suivants  sera  positif  et  représenté  par  ',  etc. 

Ainsi  soit.rra-|-...  + Ax* — \'x*~'  — etc '+... 

l’expression  de  fx;  chaque  lacune  ne  répondant  qu’à  des  per- 
manences; avant  Lrx  il  y a tant  de  séries  de  permanences  qu’on 
voudra,  ce  terme  est  le  dernier  d’une  série  de  permanences  po- 
sitives ou  négatives  ; il  est  suivi  d’une  série  de  termes  tous  néga- 
tifs ou  tous  positifs.  Faisons  le  produit  defx  par  x — a. 

.rm-t-...-+-A.r *— A'x*~ ' — ...— B.r  3-+-B'je'/8  '-K.±Lt  X4-L'^k—  ' 


x — a 


■rm-+-'-|-...  — A' 

x * ••  • 

IjrJ»....  =pL' 

x * ... 

— A a 

• • -f-Ba 

-t-Lrt 

±Ma. 

Le  premier  terme  xm+l  est  positif. 

Le  terme  en  x*  a son  coefficient  essentiellement  négatif.  Car 
de  deux  choses  l’une  ou  fx  ne  contient  que  des  termes  positifs , 
et  alors  A',  B. . ..  sont  tous  nuis  et  A ne  l’est  pas,  comme  étant 
le  dernier  terme  de  fx  ; donc  dans  ce  cas  le  dernier  terme  de 
( x—a)fx  est  — A axx;  il  est  négatif,  tandis  que  le  premier  *m+’ 
est  positif;  ainsi  [x — afx  a au  moins  une  variation  ; fx  n’en 
ayant  pas,  le  produit  en  a au  moins  une  de  plus  qu  e fx.  Si  fx 
n’est  pas  composé  de  termes  tous  positifs , A peut  être  nul;  mais 
A'  ne  l’est  pas,  et  le  coefficient  de  x* , dans  le  produit,  est  en- 
core négatif;  ainsi  de  a7m+l  à #*,  le  produit  a au  moins  une  va- 
riation ; mais  de  xm  à x*~ ' ,fx  n’en  a qu’une. 

Le  terme  en  a:3  est  essentiellement  positif,  comme  le  terme 
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+ B'x.s_1  de  Jx;  or,  de  x*~'  à x*—',  fx  ne  contient  qu’une 
variation;  de  x*  à xt  le  produit  en  a au  moins  une. 

On  reconnaîtra  de  même  qu’à  chaque  variation  defx,  il  en  ré- 
pond au  moins  une  dans  (a: — a)/x,  jusques  et  y compris  celle  qui 
est  déterminée  par  x'~'  dans  fx,  et  par  x*  dans  le  produit;  or 
à la  suite  de  xx~'  , fx  n’a  plus  que  des  permanences,  tandis  que 
le  produit,  ayant  son  dernier  terme  Ma  de  signe  contraire  au 
terme  en  x* , contient  encore  une  variation  à laquelle  il  n’en 
répond  aucune  dans/x.  Donc  ( x — apfx  a au  moins  une  varia- 
tion de  plus  que/jr. 

Cela  posé,  soit  (px=0  une  équation  qui  n’a  point  de  racines 
positives;  soient  a, a3,.. . a„  (hes  nombres  positifs;  (je- — a,)<px 
contient  une  variation  de  plus  que  (px;  (x — a,)  ( x — a,)<px, 
contient  une  variation  de  plus  que  (x—a,)(px  et  ainsi  de  suite; 
donc 

(l)  ( x — a,)  (x— a,) ....  (x — a„).(px  = 0 

contient  au  moins  n variations  de  plus  que  (px , c’est-à-dire  qu’il 
en  contient  au  moins  n.  Mais  cette  équation  n’a  pas  plus  de  n 
racines  positives.  Donc  enfin  une  équation  n’a  pas  plus  de  ra- 
cines positives  que  son  premier  membre  n’a  de  variations. 

En  second  lieu,  soit  un  polynôme  Yx,  complet  ou  non,  mais 
dans  lequel  deux  termes  consécutifs  quelconques  sont  de  parité 
différente.  Je  dis  que  l’équation  F.rzz  0 n’a  pas  plus  de  racines  ■ 
négatives  qu’elle  n’a  de  permanences. 

En  effet,  remplace*  x par  — x' ; les  racines  changeront  toutes 
de  signe,  de  sorte  que  si  F.r=:0  a k racines  positives,  F(— #')=:0 
aura  k racines  négatives  ; mais  puisque  dans  F#  deux  termes 
consécutifs  quelconques  sont  de  parité  différente,  si  l’on  rem- 
place x par  — il  est  évident  aussi  que,  de  deux  termes  con- 
sécutifs , il  y en  a toujours  un  seul  qui  change  de  signe;  si  donc 
dans  F.r  on  "considère  deux  termes  consécutifs  de  même  signe, 
dans  F( — x ')  les  termes  correspondants  seront  de  signe  con- 
traire, et  réciproquement,  c’est-à-dire  que  les  permanences  de 
Fa:  se  sont  changées  en  variations  et  les  variations  en  permanen- 
ces. Or,  F( — x1)  — 0 ayant  k racines  positives,  aura  au  moins  k 
variations;  donc  F.r=:0  a au  moins  k permanences,  c’est-à-dirc 
au  moins  autant  de  permanences  que  de  racines  négatives. 


Digitized  by  Google 


algUbre. 


3 96 

Remarque  1.  Si  dans  Fx=0  deux  termes  consécutifs  quelcon- 
ques ne  sont  pas  de  parité  différente , le  changement  de  x en  — x' 
ne  transforme  ni  toutes  les  permanences  en  vacations,  ni  toutes 
les  variations  en  permanences.  Et  en  effet  la  seconde  partie  du 
théorème  n’est  pas  vraie  pour  ces  sortes  d’équation.  C’est  ainsi 
que  l’équation  x’ — 1=0,  qui  n’a  point  de  permanence,  ne 
laisse  pas  d’avoir  une  racine  négative. 

Remarque  2.  On  peut  supposer  que  l’équation  ne  renferme 
pas  de  puissance  de  x comme  facteur  à tous  les  termes,  et  c’est 
ce  qu’on  supposera  en  effet  dans  ce  qui  suit. 

Remarque  3.  D’un  terme  pogilif  à un  terme  négatif  il  y a tou- 
jours un  nombre  impair  de  variations.  Car  une  variation  conduit 
d’un  terme  à un  autre  de  signe  contraire;  si  cette  première  va- 
riation est  suivie  d’une  seconde,  on  retombe  sur  le  signe  du 
premier  terme;  ainsi  2,  et  en  général  un  nombre  pair  de  varia- 
tions, ramènent  au  premier  signe;  une  variation  nouvelle  don- 
nera un  signe  contraire.  Par  conséquent,  dans  le  produit  d efx 
par  x — a,  produit  effectué  ci-dessus,  il  peut  se  faire  que  de 
x"+'  à x*  il  y ait  un  nombre  impair  de  variations,  c’est-à-dire,  un 
nombre  pair  de  plus  qu efx  n’en  contient  depuis  xm  à x*-'.  En 
continuant  ce  raisonnement,  on  reconnaîtra  que  jusqu’à  x' ' le 
produit  contient  un  nombre  pair  ou  nul  de  variations  de  plus 
que  fx  ; mais  de  x ' à la  fin,  ce  produit  contient  encore  un 
nombre  impair  de  variations  de  plus  que_/x;  donc  (x — à)  fx 
contient  un  nombre  impair  de  variations  de  plus  que_/x.  II  en 
est  de  même  des  permanences,  si  fx , et  ( x — a)  fx  satisfont  à 
la  condition  prescrite  dans  l’énoncé  de  la  proposition  30. 

Le  produit  (ar’-f-x’-l-Sx-j-ô)  (x — 2)  = x'< — xM-x* — x — 10 
contient  trois  variations  de  plus  que  le  multiplicande. 

Le  polynôme  (x’-t-x+l)  est  incomplet;  les  deux  premiers 
termes  sont  de  même  parité;  aussi,  en  multipliant  par  x-(-l , 
obtient-on  un  produit  qui  renferme  deux  permanences  de  plus 
que  le  multiplicande,  tandis  que  x3  — x'-+-3x — 4 multiplié  par 
x-f-2,  donne  un  produit  contenant  trois  permanences  de  plus 
que  le  polynôme  multiplicande. 

Toutes  les  fois  que  celle  circonstance  se  présente,  on  peut 
conclure  que  l’équation  proposée  a des  racines  imaginaires;  si 
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(a.-— a)  fx  — 0 a <2k-\-\  variations  de  plus  que  fx,  l’équation 
fx  = Q a au  moins  2 k racines  imaginaires.  C’est  ce  qui  peut  se 
démontrer. 


PROPOSITION  XXXI.  — THÉORÈME. 


Une  équation  a au  moins  2n  racines  imaginaires  1*  toutes  les 
fois  qu’entre  deux  termes  successifs  il  en  manque  2n  ; 2°  toutes 
les  fois  qu’entre  deux  termes  successifs  de  même  signe  il  en 
manque  2n  — l , ou  qu’entre  deux  termes  successifs  de  signes 
contraires  il  en  manque  2n-|-l. 

1°  Si  entre  deux  termes  successifs  il  en  manque  un  nombre 
pair  2n,  c’est  que  ces  deux  termes  sont  de  parité  différente.  Car 
soit  Ax%  le  premier  de  ces  termes,  le  suivant  doit  être  séparé 
de  celui-là  par  2 « termes;  donc  ce  terme  suivant  est  le  2n-f-le 
à la  suite  de  Ax*;  or,  le  premier  à la  suite  de  Ax * est  A,x*~', 
le  second  À,®*-’  ...  le  2/H-l*,  Bx*—’0-'  ; mais  a et  a — 2 n — 1 
sont  de  parité  différente  ; car  si  a est  pair,  a — 2n — 1 est  impair 
et  réciproquement.  Cela  posé,  s’il  manque  d’autres  termes  dans 
l’équation,  supposons  les  autres  termes  rétablis  avec  le  coeffi- 
cient -|-0;  soit  V le  nombre  total  des  variations,  P le  nombre 
des  permanences  qui  ont  lieu  après  ce  rétablissement;  comme  le 
polynôme  premier  membre  de  notre  équation  est  incomplet , 
V-)-P  n’est  pas  égal  au  degré  de  l’équation,  c’est  V-|-P-t-2/i  qui 
l’est.  Car  puisqu’il  y a V-f-P  successions  de  signes,  le  nombre 
des  termes  est  V— 1— P— |— 1 5 en  y ajoutant  le  nombre  des  termes 
manquants,  on  voit  que  V-|-P-|-2re-f-l  serait  le  nombre  total 
des  termes,  si  l’équation  était  complète;  donc  V-fP-f2n  est  le 
degré  de  l’équation , ou  le  nombre  des  racines.  Mais  l’équation 
proposée,  satisfaisant  aux  conditions  de  l’énoncé  de  la  propo- 
sition précédente,  n’a  pas  plus  de  V racines  positives  ni  plus 
de  P racines  négatives;  ainsi  elle  n’a  pas  plus  de  V-f-P  racines 
réelles;  donc  elle  a au  moins  2 n racines  imaginaires. 

2°  Supposons  qu’entre  deux  termes  successifs  de  môme  signe 
il  en  manque  2n  — 1;  ces  deux  termes  seront  de  la  forme 
-f-Aa^-f-Ifr*-1" , et  seront  de  même  parité;  rétablissons  le  pre- 
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micr  terme  à la  suite  de  x * avec  le  coefficient  —0,  de  sorte  que 
cette  partie  de  l’équation  devient 

-f-Ax*— 0x*—  -+-Bx*-a°. 

Suppopons  aussi  qu’on  ait  rétabli  les  termes  qui  peuvent 
manquer  avant  A.r*  et  après  Bx*— in;  soit  V le  nombre  des 
variations,  P le  nombre  des  permanences  que  présente  l’équa- 
tion ainsi  modifiée;  comme  il  y a encore  2 n — 2 termes  man- 
quants, le  nombre  des  racines  est  V-|-P-+-2n — 2;  cette  équa- 
tion, dans  laquelle  deux  termes  consécutifs  quelconques  sont 
de  parité  différente,  a au  plus  P racines  négatives;  mais  si  l’on 
omet  le  terme  — 0x*~‘ , l’équation  aura  deux  variations  de 
moins;  donc  elle  en  aura  V— 2,  et  on  pourra  conclure  qu’elle 
n’a  pas  plus  de  V — 2 racines  positives.  Donc  elle  n’a  pas  plus 
de  V-4-P — 2 racines  réelles,  et  comme  elle  a V+P — 2+2 n ra- 
cines, ella  a au  moins  2n  racines  imaginaires. 

Enfin,  si  entre  deux  termes  successifs  de  signes  contraires 
+Àx* — Bx‘*■-’n-,,  il  en  manque  2n+l,  rétablissons  le  terme 
-f-0x“— ainsi  que  ceux  qui  peuvent  manquer  avant  Ax"  et 
après  Bx“~,n— J;  soit  V le  nombre  des  variations,  P le  nombre 
des  permanences  de  l’équation  ainsi  modifiée.  Comme  il  manque 
encore  2 n termes,  le  nombre  total  des  racines  est  V+P-j-2/i. 
Or,  ici  encore  deux  termes  consécutifs  quelconques  sont  de 
parité  différente  ; donc  l’équation  n’a  pas  plus  de  V racines 
positives,  pas  plus  de  P racines  négatives,  et  au  moins  2 n ra- 
cines imaginaires. 

Pour  montrer  comment  ces  raisonnements  généraux  s’appli- 
quent à la  fois,  soit  l’équation 

x'^lx10— 4x5+2x+l  = 0. 

Cette  équation  n’ayant  que  deux  variations,  n’a  pas  plus  de 
deux  racines  positives.  Pour  pouvoir  y appliquer  la  seconde 
partie  du  théorème  de  Descartes,  il  faut  rétablir  un  terme  entre 
x'4  et  et  x'°,  et  un  autre  entre  x5  et  x,  afin  qu’il  n’y  ait  jamais 
de  suite  deux  termes  de  même  parité;  on  a ainsi 

x'4 — 0 . xl3+7  .x,u_4x'1— -0.x4+2x+l  =0. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  IV. 


399 

Or,  ici  il  n’y  a que  deux  permanences,  donc  pas  plus  de  deux 
racines  négatives;  ainsi  il  y a au  moins  dix  racines  imaginaires, 
comme  le  théorème  général  permet  de  le  conclure. 


PROPOSITION  XXXII.  — THÉORÈME. 

Une  équation  complète  qui  a toutes  ses  racines  réelles,  a 
autant  de  racines  positives  que  de  variations , et  autant  de  ra- 
cines négatives  que  de  permanences. 

Soit  V le  nombre  des  variations,  P le  nombre  des  perma- 
nences, m le  degré  d’équation;  puisqu’elle  est  cohiplète,  on  a 
VH-P  = m.  Soit  p le  nombre  des  racines  positives,  n le  nombre 
des  racines  négatives;  puisque  toutes  les  racines  sont  réelles, 
on  a aussi  p-f-n  — m ; donc  p+n  = V-+- P;  mais  (p.  30)  p ne 
saurait  surpasser  V ; donc  n n’est  pas  inférieur  à P ; car  si  l’on 
avait  n <^P,  il  faudrait  que  p fût  )>  V;  mais  n n’est  pas  non 
plus  supérieur  à P (p.  30);  donc  n=Pet p = V;  ainsi  le  nombre 
des  racines  positives  est  égal , etc. 

Remarque  1.  Une  équation  peut  avoir  toutes  ses  racines  réel- 
les sans  être  complète.  Telles  sont  les  équations 

x' — 1 =0,  a?4 — 10a;’-{-9  = 0 , etc. 

•Une  condition  nécessaire,  c’est  qu’il  n’y  ait  aucune  lacune  où 
il  manque  plus  d’un  terme  et  que  là  où  il  en  manque  un,  ce  soit 
entre  deux  termes  de  signes  contraires  (p.  31). 

Dans  une  pareille  équation  le  nombre  des  variations  est  égal 
au  nombre  des  racines  positives;  de  là  on  déduit  facilement  le 
nombre  des  racines  négatives. 

Remarque  2.  On  reconnaîtra  combien  les  énoncés  des  prop. 
30  , 31 , 32  deviendraient  embarrassants , si  l’on  ne  regardait 
pas  les  racines  égales  comme  autant  de  racines  distinctes. 

PROPOSITION  XXXIII.  — THÉORÈME. 

Toute  racine  entière  d’une  équation  à coefficients  entiers  est 
un  diviseur  du  dernier  terme. 


Digitized  by  Google 


1 


4oo  Ai.fil-Bni;. 

Soit  l’équation 

Axm-h\,xm  . — f-At- — . ,x— f-Am  0; 

les  coefficients  A,  À, , . Am  étant  tous  entiers;  soit  a une  racine 
entière  de  cette  équation;  on 'aura  l’identité 

Aam-f-A,am  1 — {—  • • • —{—Am ,a-f-Am  0 , 

ou  Aam-+-A>am-~‘~\T-  * » « — |— Âm — 1 a — Am. 

Or  le  premier  membre  est  divisible  par  a,  vu  que  toutes  les 
lettres  qui  y entrent,  représentent  des  nombres  enüers;  donc 
Am  est  aussi  divisible  par  a. 

Corollaire.  On  peut  donc  reconnaître  tous  les  nombres  entiers 
qui  sont  racines  d’une  équation , en  prenant  tous  les  diviseurs 
du  dernier  terme  qui  sont  compris  entre  les  deux  limites  extrêmes , 
et  les  substituant  à la  place  de  x dans  l’équation;  ceux  qui  an- 
nulent le  premier  membre,  sont  racines.  Cette  substitution  peut 
se  faire  comme  le  calcul  de  fx  (prop.  2,  c.  2)  ; ce  qui  est  assez 
simple.  On  préfère  ordinairement  un  procédé  fondé  sur  la 


PROPOSITION  XXXIV.  — THÉORÈME. 

Pour  qu’un  diviseur  du  dernier  terme  d’une  équation  à coef- 
ficients entiers  soit  racine,  il  faut  et  il  suffit  qu’il  remplisse  les 
conditions  suivantes  : 

1°  Que  le  quotient  du  dernier  terme  par  ce  diviseur,  ajouté 
au  coefficient  de  x' , donne  une  somme  divisible  par  ce  même 
diviseur. 

2“  Que  ce  nouveau  quotient,  ajouté  au  coefficient  de  x’,  donne 
une  somme  divisible  par  ce  même  diviseur. 

3°  Que  ce  dernier  quotient , augmenté  du  coefficient  de  x3, 
donne  une  somme  divisible  par  ce  diviseur. 

Et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  ait  été  conduit  à ajouter 
le  coefficient  de  xm_1  ; la  somme  ainsi  obtenue,  divisée  par  le 
diviseur  en  question,  devra  donner  un  quotient  égal  au  coefficient 
de  x",  pris  en  signe  contraire. 

Soit  l’équation 

Ax“’-{-A1Xm-,-f-  ...  -j-Am-a^-f-Am-^’H-Am-.X-f-Am  — 0. 
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Soit  a une  racine  entière , les  coefficients  \ ...  \m  étant  tous 
entiers. 

On  aura 


Am  = — Am_,a— Am_aa1~Am_3a3 — A.a0*-'—  Aam. 


Nommons  q , le  quotient  de  Ara  par  a;  il  vient 

q . — — =—  Ara_,—  \m-2a— Am_3a1—  ...  — A.a”*^1— Aam—  , 
a 

transposant  Am_,,  divisant  par  a,  et  nommant  q2  le  quotient, 

_ <h±Kn-,  _ _Am_i_Ain_3<I A.a™- 3 — Aam—\ 

a 

Tous  les  nombres  qui  entrent  dans  le  dernier  membre  sont 
entiers;  q2  qui  en  est  la  somme  algébrique  est  donc  aussi  entier. 

Transposant  — A,,,—,,  divisant  par  a,  et  nommant  q3  le 
quotient, 

_ g.+A—,  = _Aai_3 Airf»- 4_Aa—3, 

a 

qui  est  encore  entier. 

On  arrivera  ainsi  à 


7»  — 


7— ,-l-A  m — n-f-t 


= — A„_n A,a“-“— — A«n— ', 


puis 

An, — n 

q □+.  = 2 = 

a 

On  trouvera  donc  aussi 

<7m— J-|-A, 


- A , rtm— »— 1 _ Aam-n— . 


■ =■ 


—A, — An, 


transposant  — A,  et  divisant  par  a,  on  aura 
<7m— I+A,  A 


Ainsi  le  dernier  quotient  est  égal  au  coefficient  de^m,  pris 
en  signe  contraire. 

26 
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Les  conditions  indiquées  dans  l’énoncé  sont  donc  toutes  né- 
cessaires. Elles  sont  suffisantes  ; en  effet  supposons  qu’on  ait 
les  identités 

Am 


O) 


<h 

<h 


a 

a 

f/j-t-Am— j 


etc. 


qa  = 

*7"+'  — 
etc. 


Qn — i"^- Am — ii.}m 

a 

9n+Am_„ 


(jm  — i * 


{ / m — a'  l A» 


—A  = 


ffm—  l4~A, 


on  multiplie  la  première  par  a , la  seconde  par  a*,  etc.;  enfin  la 
me  par  am , et  il  vient 


aq,  — 

Am 

» 

Il 

aq Am—- iU 

a3q  3 = 

à’Çt- (-Am— ><** 

etc. 

a"q„  — 

fl”“,?0-.+Anl_0+1an- 

= 

an<7„— f-Am-n«n 

etc. 

» 

3 

1 

fcCÏ 

S 

I 

II 

0 = ara-,9m_l-f-AamH-A1«m—. 

% ’i 

Ajoutant  toutes  ces  identités , on  a 

0 = Aam+A,am_,H-  etc.  +Am-„an+ .. . +Am_,a-)-Am , 
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identité  qui  prouve  que,  en  effet,  a est  racine  de  l’équation 
proposée. 

Remarque  1.  Celte  dernière  conséquence  est  vraie,  que  a 
soit  entier  ou  non;  de  même  les  coefficients  À,  A,  , . ..  Am  et 
q, , q, ...  peuvent  être  entiers  ou  non.  Car  la  somme  des  iden- 
tités (1)  conduit  toujours  à 0=:Aam-|-  ...  +Ara. 

Remarque  2.  Si  a est  racine  de  fx  = 0 , les  quantités  — A, 
qm- 1,  qm—,,.. . q 3,  q*,q, , ne  sontaulre  chose  que  les  coefficients 


du  quotient 


, pris  en  signe  contraire.  Çn 


effet  les  rela- 


tions (1)  ci-dessus  donnent 


— qm — = A«-f-A, 

' q rn — a Q ni  — I . a I 'V . 


q n — q n-f~ i a | A n — D, 

ce  qui  montre  que  — qm—,  se  déduit  de  A,  premier  coefficient 
du  quotient,  d’après  la  loi  qui  sert  à former  le  second  coeffi- 
cient de  ce  quotient  (p.  9 , c.  1)  et  que,  en  général,  -~q„  sc  dé- 
duit de  — d’après  la  même  loi. 

Donc  si  fa  — 0 , on  a 

fx 

— Axm— — qm_,xm^’— qm-*xm~ 5—  ...  —q,x—q,. 

x — a . 

PROPOSITION  XXXV.  — PROBLÈME. 

Étant  donnée  une  équation  fx  = 0 , dont  les  coefficients  sont  • 
des  nombres  entiers , trouver  toutes  ses  racines  entières  tant 
simples  que  multiples  ( égales ) et  déterminer  combien  de  fois 
chacune  de  celles-ci  est  racine. 

Soit  l’équation  fx  = 0 ou  A^rm— f—  ...  -+-Am  — 0. 

On  détermine  tous  les  diviseurs  de  Am,  en  tant  qu’ils  sont 
compris  entre  les  deux  limites  extrêmes.  Soit  a un  de  ces  divi- 
seurs : on  divise  Am  par  a;  au  quotient  on  ajoute  Am_, , et  on 
divise  la  somme  par  a;  si  le  quotient  n’est  pas  entier,  a n’est 
pas  racine;  s’il  est  entier,  on  y a joute  A„_, , et  ainsi  de  suite. 

a G. 
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Supposons  que  a soit  racine,  on  connaîtra  immédiatement  le 
quotient  d cfx  par  x — a;  ce  quotient  égalé  à zéro  est 

Axm~  ' — — ...  — q,  = 0, 

et  fournit  les  autres  racines  d efx  = 0.  $i  a divise  q , et  se  trouve 
compris  entre  les  limites  extrêmes  des  racines  de  celte  nouvelle 
équation,  on  l’essayera,  et  ainsi  de  suite. 

Ex.  1.  xrj — 13x*+67x3 — 171x’+216x — 108  = 0. 

La  limite  supérieure,  déterminée  par  décomposition  (p.  31) 
est  13;  l’équation  étant  du  reste  complète  et  n’ayant  point  de 
permanences , n’a  pas  de  racines  négatives.  Il  reste  donc  à cher- 
cher les  diviseurs  du  dernier  terme  108,  depuis  0 jusqu’à  13. 
Ces  diviseurs  sont 

1,2,3,  4,  6,9,  12. 

Quant  à 1 , on  peut  lui  appliquer  la  même  règle,  ou  calculer 
immédiatement /I  ; la  première  manière  est  préférable,  parce 
que  si  1 est  racine , on  a aussi  immédiatement  le  quotient  de  fx 
par  x — 1 . On  trouvera  ici  que  1 n’est  pas  racine.  Quant  à 2 et  3 , 
voici  le  tableau  des  opérations  : 

1)  x 5 — 1 3 je4— 1— 67 jït3  — 171  ce*— J— 2 1 6a? — 108  rr  0. 

2)  , - 2 , -f-22  , — 90  , 162, 


3) 

4) 

-1+11 

+ 2 

_ 45  + 81  — 
— 18  , + 54  , 

54 

x=  2 

5) 

+ 1 

— 9 + 27  — 

27 

jc~2 

6) 

— 3 , + 18  , 

7) 

— 1 + 6 — 

9 

x — 3 

8) 

+ 3 

9) 

+ 1 

3 

x — 3 

0 

x = 3. 

Divisez  — 108  par  2,  il  vient  — 54  qu’on  a écrit  sous  — 108, 
à la  ligne  3;  on  y ajoute  +216 , coefficient  de  x' , ce  qui  donne 
+162,  qu’on  a écrit  sous  216-r;  on  divise  +162  par  2 ; on  a 
+8 1 , qu’on  ajoute  à — 171,  coefficient  de  x * , et  l’on  a — 90 , 
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placé  sous  — 171  ^r’  ; divisant  — 90  par  2 , on  a — 45,  qui  est 
au-dessous;  à — 45  on  ajoute  -4-67,  coefficient  de  a:3;  on  a +22 
qui , divisé  par  2 , donne  +1 1 , qu’on  ajoute  à — 13  ; la  somme 
— 2 , divisée  par  2 , donne  — 1 , coefficient  de  x5  pris  en  signe 
contraire. 

Donc  2 est  racine,  et  les  quotients  — 1 , +11 , — 45,  +81  , 

f JQ 

— 54,  écrits  sur  la  troisième  ligne  sont  ceux  de  - — , qui  est 

OC  — J, 

ainsi  égal  à 

— x'+t 1 x3 — 45x’+81x — 54. 


En  l’égalant  à zéro  , on  forme  l’équation  qui  admet  les  autres 
racines  de  la  proposée;  au  lieu  d’écrire  cette  équation,  on  s’est 
contenté  d’opérer  sur  scs  coefficients , à la  troisième  ligne. 

Le  dernier  terme  —54  étant  encore  divisible  par  2,  on  a pris 

—54  . ... 

— - — qui  est  = — 27 , qu’on  a placé  à la  fin  delà  cinquième  ligne; 

JL 

54 

— 27+81  (coefficient  de  x')  donne  +54  , et  +— - donne  +27 

JL 

qui,  ajouté  à — 45  (coefficient  de  x1),  donne  — 18  ; ce  nombre 
divisé  par  2 , donne  — 9 quij  ajouté  à +1 1 (coefficient  de  x3), 
donne  +2;  enfin  +2,  divisé  par  2,  donne  +1 , qui  est  égal  et 
de  signe  contraire  à — 1 (coefficient  de  x'1);  donc  2 est  une 
seconde  fois  racine. 

La  ligne  (5)  nous  apprend  que  le  quotient  de  fx  par  (x — 2)’ 
est  x3 — 9x’+27x — 27.  En  l’égalant  à zéro,  on  a l’équation  qui 
fournit  les  autres  racines  de  la  proposée;  comme  le  dernier  terme 
27  n’a  pas  d’autres  diviseurs  que  3 et  9,  ce  sont  les  seuls  à 
essayer;  du  reste  la  limite  supérieure  de  celle  équation  est  9; 
donc  il  ne  reste  à essayer  que  3. 

On  opère  encore  ici  sur  les  coefficients.  Le  dernier  terme  — 27 
divisé  par  3 donne  — 9,  qui  est  placé  sur  la  ligne  (7)  ; — 9 ajouté 
à +27,  coefficient  de  x1  donne  +18,  qui  divisé  par  3 donne 
+6;  +6  et  — 9,  coefficient  de  x’,  donne  — 3,  qui  divisé  par  3 
donne  — 1,  coefficient  de  x3  en  signe  contraire;  ainsi  3 est 
racine,  et  le  quotient  par  x — 3 est,  en  signe  contraire, 
— x’+6x — 9.  Ce  quotient  égalé  à zéro  forme  une  équation  du 
second  degré  dont  les  deux  racines  sont  égales  à 3.  On  peut  aussi 
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opérer  sur  cette  équation  comme  sur  les  précédentes;  les  résul- 
tats sont  représentés  aux  lignes  8 et  9;  on  trouve  sur  la  ligne  9 de 
quoi  former  un  dernier  quotient  x — 3 , qui  est  annulé  par  x — 3 . 

Ainsi  la  proposée  a deux  racines  égales  à 2 , et  trois  racines 
égales  à 3;  son  premier  membre  est  ( x — 2)’(.r— 3)3. 

Ex.  2.  3 J — 1 O^c3 — 68#1 — 104.Z+96  = 0. 

En  réunissant  le  premier  et  le  troisième  terme  d’un  côté  , le 
second  et  le  quatrième  de  l’autre,  on  trouve  pour  limite  supé- 
rieure L = 6. 

- Pour  la  limite  des  racines  négatives,  on  change  aren  — x , ce 
qui  revient  à changer  les  signes  des  termes  de  rang  pair  dans 
une  équation  complète  (p,  2ô , c.  6). 

On  a ainsi  3x4 — 10x3 — 68x+-104.r+96  =0. 

68 

Ici  la  limite  est  1-) — ou  24. 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  96 , entre  5 et  24  sont 
4,  3,  2,  1,  -1,  —2,  —3,  —4,  —6,  -8,  —12,— 16. 
Commençons  par+1, 

1)  3.r'+10.r3 — 68#’ — 104#+96  = 0. 

2)  —12  —88  —80 

3)  — 3 —22  —20  +24  # — 4 

4)  • ‘ — 6 -32 

6)  +3  +16  —12  x=—  2 

1 n’est  pas  racine  non  plus  que  2 ni  3.  On  essaye  4 qui  est 
racine,  parce  que  le  dernier  quotient  — 3 (ligne  3)  est  égal  et  de 
signe  contraire  au  coefficient  de  a?4;  — 1 n’est  pas  racine. 

— 2 est  essayé  aux  lignes  4 et  5;  il  est  racine  et  donne  le  quo- 

2 

tient  3#’+16#— 12  = 0;  les  deux  autres  racines  sont  — 6 et  ~. 

O 

Si  dans  l’équation  proposée  il  manque  des  termes , il  est  bon, 
pour  la  régularité  de  l’opération  , de  les  rétablir  avec  le  coef- 
ficient zéro. 

«r 
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Soit  l’équation  x'< — 45*’ — 40^r— f— 84  = 0. 

On  la  met  sous  la  forme 

x^-j-Ox1 — 45x’ — 40^r— f— 84  = 0. 

Les  limites  sont  8 et  — 7 ; les  diviseurs  à essayer  7,  6,  4,3,2, 


-1,-2,- 

-3, -4, -6. 

— 1 — 1 
—42 

+44  +84 
+86 

x = 1 

— 

(M  <M* 

1 1 

_j_43  +42 
+72 

2 

d 

+24  +28 
+65 

3 

» +21 
+58 

4 

+ 7 

» +1 4 
+56 

6 

+ 1 

+ 8 +12 

“ x=7. 

On  trouve  que  1 est  racine;  il  ne  l’est  qu’une  fois;  2,3,  4 , G , 
ne  sont  pas  racines;  7 l’est;  le  quotient  x +8j+12  =0  donne 
en  01111*6  x — — 2 , x — — 6. 


PROPOSITION  XXXVI.  — THÉORÈME, 

Pour  qu’un  diviseur  du  dernier  terme  d’une  équation  fx  = 0 , 
à coefficients  entiers,  soit  racine , il  faut  que , ajouté  à — 1 , il 
divise  fl,  et  que,  ajouté  à + 1,  il  divise  f( — 1).  (Règle  d’ex- 
clusion). 

En  effet , soit  a une  racine  entière  defx  = 0;fx  est  divisible 
par  x — a,  et  comme  les  coefficients  de  fx  sont  des  nombres 
entiers,  ceux  du  quotient  seront  aussi  entiers  (p.  9).  Soit  (px 
ce  quotient,  on  aura  l’identité 

fx  — (x—d)(px^ 

Faisant  x = 1 , on  a 

f \ =(t—  a)tpi  = — (pl  . (n— 1) 
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algèbre. 


(pi  étant  un  nombre  entier  ainsi  que  fl , il  s’ensuit  que  fl  est 
divisible  par  a— 1 qui  est  aussi  un  nombre  entier. 

Dans  la  même  identité  faites  x — 1 , il  vient 

. /(— 1)  = (—  1—  à)  y(— 1)  = — 9>(— l)X(a-f-l).  ' 

Donc  si  a est  racine,  a — 1 divise/l  et  a-f-1  divise  f( l). 

Corollaire.  Cette  propriété  sert  à diminuer  quelquefois  le 
nombre  des  diviseurs  à essayer.  Tout  autre  nombre  que  t fournit 
une  règle  analogue. 

Exemple.  xs — 17.r',-f-53.rî-|-233.r’  1278a?-f-1440  = O. 

Les  limites  sont  17  et  —6;  les  diviseurs  à essayer 

16,  16,  12,  10,9,8,6,6,4,3,2,1,  -1,  -2,  -3,  -4,  —fi. 

D’ailleurs /I  =432;  ainsi  1 n’est  pas  racine. 

Parmi  les  diviseurs  autres  que  1 et  — 1 , il  n’y  a que 


10, 9, 5, 4, 3, 2,  — 2,  3,  — 6 , 

qui,  ajoutés  à — 1 , divisent/l  ; on  va  les  comparer  à/(—  l). 

Or,/(— 1)  = — 2880.  Tous  ces  diviseurs  restants,  excepté  10 , 
peuvent  être  essayés;  car,  ajoutés  à +1 , ils  divisent /( — 1). 

En  les  essayant,  on  trouve  # = 2,  # = 3,  x~b,  et  pour 
trouver  les  deux  racines  restantes, 


d’oîi 


,x* — 7 x — 48  = 0; 


PROPOSITION  XXXVU.  — THÉORÈME. 

Une  équation , qui  a tous  ses  coefficients  entiers  et  pour  pre- 
mier coefficient  l’unité  > n’a  aucune  racine  commensurable  frac- 
tionnaire. 

Soit  l’équation  xm-\-pxm-'-+- ...  +pra_,aH-pm  = 0 , 
dans  laquelle p,,p„...]> m sont  entiers.  Supposons  que  la  frac- 
tion irréductible  ^ puisse  être  une  racine  de  l’équation , a et  b 
étant  entiers. 
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On  aurait 

am  am~'  a 

Ï^-^P'  •'  • ■+'P'— - 1 +P“  — 0- 

' Chassant  les  dénominateurs,  et  transposant,  on  a 

am  ■=.  — p,am~'b — p,am~ ‘‘b’1 — . . . pax—,abm~ ' — pmb'". 

Or,  le  second  membre  est  divisible  par  b ; donc  nm  devrait 
l’être,  ce  qui  ne  se  peut,  puisque  b est  premier  avec  a,  cl  par 


suite  avec  am.  Donc  - ne  saurait  être  racine. 
b 


Corollaire.  Ainsi  pour  qu’une  équation  à coefficients  entiers 
puisse  avoir  des  racines  commcnsurables  fractionnaires , il  faut 
que  le  coefficient  du  premier  terme  soit  plus  grand  que  1.  On 
peut  former  a posteriori  de  pareilles  équations.  Du  reste,  l’ab- 
surdité à laquelle  on  a été  conduit  ci-dessus,  disparait  si  l’on 
suppose  xm  et  par  suite  am  affecté  d’un  coefficient  À ; car  dans 
ce  cas  on  a 

A am  = —plam-'b— p„fm , 

et’ il  suffit  de  supposer  que  b est  un  diviseur  de  A,  pour  qu’il 
n’y  ait  plus  d’impossibilité. 


PROPOSITION  XXXVIII.  — PROBLÈME. 

Trouver  les  racines  comrnensurables  fractionnaires  d’une 
équation  à coefficients  cornmensurables. 

Pour  que  l’équation  ait  de  pareilles  racines,  il  faut  que,  dé- 
barrassée de  ses  dénominateurs,  elle  ait  au  premier  terme  un 
coefficient  autre  que  l’unité.  Or,  une  équation  de  cette  espèce 
peut  toujours  être  transformée  en  une  autre  du  même  degré,  et 
dont  les  racines  cornmensurables  sont  entières;  et  à cet  effet  il 
suffit  de  montrer  qu’on  peut  la  transformer  en  une  autre  dont 
le  premier  coefficient  est  l’unité,  tandis  que  les  autres  sont  en- 
tiers. Or,  soit  l’équation 

\x™-\-\lxm  (— \,xm~ (—  ...  — |— Am — ,x-f-Am  — 0, 

t » 

x 

où  les  coefficients  sont  tous  entiers.  Posons  x = -r,  x'  étant  une 

o 
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nouvelle  inconnue,  d une  indéterminée  : l'équation  devient 

\x’m  k,x'm-'  . X 

— 1-  + • • • • J.  4-  _ 0 ; 

et  si  l’on  fait  ici  d = A,  on  aura 

x,m  k,x>m-'  A^r'"—2 


x 


■ ...  +Am_,  • -7  — (-Am — 0. 
A 


Am—  Am~‘  Am~2 
ou  xlm-{-k  -f-AA,JG,m-H- . . . +Am-ÏAU1_  ,x'4-Am— Am = 0 ; 

équation  qui  remplit  les  conditions  exigées. 

Si  l’on  trouve  x'  — a,  x!  — b ...  on  aura  x — T,  x—  —,  etc. 

A A 

x'  . x' 

Car  on  a et  0 = A , ou  x-~^- 

Ainsi  il  n’y  a qu’à  chercher  les  racines  entières  de  l’équation 
en  x1 , et  on  aura  toutes  les  racines  commensurables  de  la  pro- 
posée. 

Remarque.  II  y a des  cas  où  l’on  peut  faire  cette  transforma- 
tion en  nombres  plus  simples.  A cet  effet,  il  faut  diviser  la  pro- 
posée par  A,  simplifier  chaque  coefficient  fractionnaire,  et  dé- 
terminer d comme  on  va  le  montrer  sur  un  exemple. 

Soit  l’équation  2250x3 — 5625jc’-{-1  7 SOx-t-l  44  =0. 

On  divise  par  2250  et  l’on  simplifie,  ce  qui  donne 

, 5 7 8 

a;-2X’+9X+Ï25:=0; 

x' 

Maintenant  on  fait  æ=— , et  l’on  multiplie  par  d1;  on  a 
ô * 


Ôd2#’2  7d2 


8d3 


2 +"9_‘r+Î25—  ’ 


ô(5* 

Pour  que—  soit  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  d soi  t divisible  par  2 ; 

J* 

7d* 

pour  que  — soit  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  d2  soit  divisible 

t7 

8d3 

par  9 ou  d par  3;  enfin,  pour  que— ^ s0*1  entier,  il  faut  et  il 
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suffit,  que  â3  soit  divisible  par  125,  ou  â par  6.  Donc  â sera 
divisible  par  2,, 3,  5;  on  peut  donc  faire  d=  2. 3.5  = 30,  et 
l’équation  en  x'  devient 

x13 — 75x',+700x+1728  =0. 


En  faisant  d— A = 2250,  on  aurait  eu  une  équation  plus  com- 
pliquée. 

Soit  proposé  de  trouver  les  racines  commensurables  de  l'é- 
quation 

36xG — 12x5+6  la/1 — 22x3 — 21x+-4x+2  ~ 0. 


Les  limites  extrêmes  sont  1 et  — 1.  Ainsi  il  n’y  a pas  de  racines 
entières. 


x 


En  divisant  par  36 , simplifiant,  et  posant  x —— , on  trouve 


qu’il  suffit  de  prendre  â = 6 ; la  transformée  est 

^o_2+ï+6i^4_i32.+-766x'’+864x'+2Ô92  = 0. 


Les  limites  extrêmes  sont  6 et  — 6;  car  celles  de  l’équation 

x' 

en  x sont  1 et  — 1 , et  nous  avons  x —— - ou  x'  — 6x. 

6 

Les  diviseurs  du  dernier  terme,  de  6 à — 6,  sont  4,3,2, 1 , 
-1,-2, -3, -4. 

Voici  le  calcul  (ni  1 ni  — 1 n’est  racine,  vu  que  2592 
surpasse  la  somme  des  autres  coefficients)  : 


^û_2x,5+61x'4— 132X*3— 756xjH-  864x4-2592  = 0 


—378 

+1512 

* 

—3  — 3 

—192 

» 

—180 

+ 378 
+1728 

+ 648 

4 

— 1 — 1 
3 

— 64 
-h  12 

— 60 
+228 

+ 576 
+ 864 

+ 864 

3 = x1 

+ 1 

4- 

+ 2 

+ 76 
+ 4 

+ 288 
+ 144 

+ 288 

3 = x' 

- 1 

— 2 

— 2 

— 72 
0 

— 144 

—2  = x' 

+ 1 

0 

+ 72 

—2  = x’ 

« 
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Les  deux  autres  racines  sont  données  par  a?'*-|-72  — 0. 

x1  3 2 

On  a donc  x = — deux  fois  et  x — deux  fois; 

O O O 

il*1  1 _ 

c’est-à-dire  x 2’  2’  3’  3 Cl  ^ — 36  36 — ’ 

ou  x — — 2. 

Remarque.  Pour  résoudre  une  équation  on  commence  par  la 
ramener  à la  forme 

Rxm~\-klxm~'  -+- + A„,=0. 

S’il  y a des  dénominateurs,  il  faudra  donc  les  chasser.  Pour 
les  dénominateurs  indépendants  de  il  n’y  a aucune  observa- 
tion à faire.  Quant  aux  dénominateurs  qui  sont  fonctions  de  x , 
il  faut  avoir  soin  de  réduire  au  dénominateur  commun  le  plus 
simple , afin  d’éviter  des  calculs  inutiles.  En  effet,  supposons  que 
l’équation  soit 


< px 


après  qu’on  aura  réduit  au  dénominateur  commun  le  plus 
simple. 

Pour  qu’une  valeur  finie  de  x satisfasse  à cette  équation , il 
faut  et  il  suffit  qu’elle  annule  fx  sans  annüler  (px.  Ainsi  il  y a 
dansfx=.0,  deux  espèces  de  racines  à considérer:  1"  celles  qui 
annulent  fx , sans  annuler  (px  et  qui  satisfont  par  suite  à l’é- 
quation proposée;  2°  celles  qui  annulent  à la  fois  fx  et  (px . Pour 
celles-ci,  ce  qu’il  y a de  mieux  à faire,  c’est  d’examiner  directe- 
ment si  elles  conviennent  ou  non  au  problème  dont  d’équation 
est  la  traduction  algébrique. 

Gela  posé,  si  au  lieu  de  réduire  au  dénominateur  commun  le 
plus  simple , on  arrive  à l’équation 

(jlX(pX 

On  aura  à résoudre  l’équation  xpx,fx  = 0 , plus  compliquée 
(\ucfx—  0 , et  de  plus  on  aura  à soumettre  à la  discussion  , les 
racines  de  yjx  ~ 0 , ce  qui  aurait  pu  être  évité. 
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On  trouve  un  exemple  du  premier  cas  dans  l’équation 
x — 3 2ar — 1 aH-12 


+ 


=0. 


x{x — 1 ) (x-t- 1 ) (x — 1)  (jr — | — 1 ) (x — 2)  x(x, — 2)(ar+2) 

Le  dénominateur  commun  le  plus  simple  est 
■*(•*— t)  (aH-1  ).(*—' 2)  (jî— (— 2) , 
et  l’équation  devient 

( x — 3)  (x% — 4)  -f-  (2x — 1 ) ( æ-(-2)  +—  (je— f—  1 2)  (x’ — 1)=0 

x(x%  — 1 ) ( x ’ — 4) 

Le  numérateur,  ainsi  que  le  dénominateur,  est  annulé  par 
x — 0;  la  substitution  dearzzO.,  dans  l’équation  proposée  donne 

3 1 12_n 

2+ir~  ’ 

ce  qui  n’apprend  rien;  il  faudra  donc  recourir  au  problème  d’où 
cette  équation  dépend,  et  examiner  si  # = 0 , peut  en  être  une 
solution. 

Du  reste,  on  pourra  quelquefois  reconnaître  cela  en  substi- 
tuant une  pareille  valeur  de  x dans  l’équation.  Car  ou  le  facteur 
x — a qui  y répond  ne  se  trouve  qu’à  un  dénominateur,  ou  il  se 
trouve  à plusieurs.  S’il  ne  se  trouve  qu’à  un  seul  dénominateur, 
. fx  , 

soit  - — - — — — la  fraction  ; apres  qu  on  aura  réduit  au  même 

(x — a)f,x 

dénominateur,  les  numérateurs  de  toutes  les  autres  fractions 
auront  été  multipliés  par  x—a,  et  le  numérateur  définitif  sera 
de  la  forme 

M/z-K-r— «)N 

Il  ne  sera  donc  annulé  par  x — a que  si  fx  l’est,  puisque  M 

qui  est  un  produit  de  certains  facteurs  des  autres  dénominateurs 

ne  l’est  pas.  Or,  s\fx  était  annulé,  la  substitution  de  x—a  dans 

. . . fx  0 

I équation  proposée,  changerait  la  fraction  — en-,  et 


l’équation  deviendrait 


(x—a)f,x  0 


- ± etc.  = 0 , 
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d’où  l’on  ne  peut  rien  conclure.  Que  si  fx  n’est  pas  annulé,  le 
A; 

terme  *'  -----  devient  oo  , et  les  autres  restant  finis,  l’équation 

(x—aff.x 

ne  sera  pas  satisfaite. 

Enfin  si  x — a se  trouve  à plusieurs  dénominateurs,  plusieurs 
termes  de  l’équation  deviendront  infinis , ce  qui  n’apprend  rien. 


Pour  qu’une  fraction  comme devienne  nulle  il  ne  faut  pas 

(px 

précisément  que  son  numérateur  le  devienne:  il  suffit  encore 
que  son  dénominateur  devienne  infini  sans  que  le  numérateur  le 
soit.  Comme  cela  ne  peut  jamais  arriver  que  par  des  valeurs  in- 
finies de  x , on  fait  ordinairement  abstraction  de  ces  solutions. 
Cependant  nous  ferons  observer  que  x=ac  annule  en  effet 
toute  fraction  dont  le  numérateur  est  de  degré  inférieur  à celui 
du  dénominateur.  Car  soit 


oxm  — bxm~  ' — |—  ....  -J—  U 
a’xm+»  b'xm+°- 

divisant  les  deux  termes  par  i“,ona 


b u 

* — l-  • ...  H 

x xm 


aV’  + éV—  

xm 


Si  l’on  fait  x — oo  , le  numérateur  se  réduit  à a et  le  dénomi- 
nateur à la  valeur  que  prend  a'x°-\-b'x"- c’est-à-dire 
à oo  . La  fraction  devient  donc  0. 

Remarquons  enfin  1“  que  si  l’on  multiplie  une  équation  fx=0 
par  un  facteur  (px,  la  nouvelle  équation  fxXcpxïzO  contient 
comme  étrangères  à la  première,  toutes  les  racines  de  (px  = 0; 
2°  que  si  dans  fx  = 0 , fx  se  décompose  en  facteurs  tels  que 
/, x .fx .fx on  pourra , au  lieu  de  la  proposée,  résoudre  les 
équations  plus  simples  fx=.0,fx=0,  fx=z 0 , dont  les  raci- 
nes conviennent  toutes  à la  proposée.  Par  conséquent  il  ne  faut 
jamais  supprimer  dans  une  équation  des  (acteurs  fonctions  de  x, 
sans  en  tenir  compte,  ni  en  introduire  sans  rejeter  les  racines 
qui  en  proviennent. 
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PROPOSITION  XXXIX.  — THÉORÈME. 

Si  une  équation  fx  = 0 admet  a racines  égales  à a , toutes 
les  dérivées,  depuis  fx  jusqu’à  celle  de  l’ordre  a — 1 inclusive- 
ment sont  annulées  par  x = a , et  réciproquement. 

Car  on  aura  fx  = ( x — a)*<px,  (px  étant  entier  par  rapport 
à x , et  si  l’on  pose  x = a-\-y , il  vient 

/(«-hr)  = r“-  sp(a+r); 

donc  /(<M-y)  doit  être  divisible  par  y*. 

Mais  /(«-hr) 

=fa+rf  a~^~  • • • ■+ 

et  pour  que  ce  polynôme  soit  divisible  par  y* , il  faut  que  les 
termes  qui  contiennent  y à des  puissances  inférieures  à celle-là, 
soient  nuis.  Donc  on  a 

fa  — 0 , f'a  — 0 , fa  = 0 , . . f*~'a  — 0. 

Donc  x — a annule  les  dérivées  d e fx  jusqu’à  f*~'x  inclu- 
sivement. 

Réciproquement  si  fa,  fa,  fa  ....  f*~'a  sont  nulles, 
f{a-\-yj  est  divisible  par  y*,  et  de  la  forme f (a-fy)  = y*yjy; 
remplaçant  y par  x-~a,  on  a 

fx  — ( x — a)*tp(x — a ) , 

donc  fx  — 0 admet  a racines  égales  à a,  c’est-à-dire  autant  de 
racines  égales  à a qu’il  y a d’unité\dans  l’ordre  de/“a , première 
dérivée  qui  ne  s’annule  pas.  Il  ne  peut  d’ailleurs  y avoir  plus 
de  a racines  égales  à a,  sans  quoi/*a  serait  nul. 

Corollaire  1.  Ainsi  toutes  les  fois  que  fx  a des  racines  égales, 
fx  et/  x qui  sont  annulés  par  une  même  valeur  de  x , ont  un 
diviseur  commun  (prop.  9). 

Corollaire  2.  1°  Si  a est  un  nombre  pair  de  fois  racine  de 


y»—  .f*~'a  1 y*f  aa  ymf"'a 

2.. ..(a — l)_^2..a~*-  ~^2.3..m’ 
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fx=0,  i un  infiniment  petit, /(a— i)  et  /(a-H' ) seront  de 
même  signe. 

Car  si  a est  2 n fois  racine,  fa , fa , fa...  f‘a~  'a  sont  nulles, 
et  f"a  ne  l’est  pas. 

-t-i’” 

Donc  f(a — i)  = + ^ . f"a  ± , etc. , 

!*■ 

/(«+0  = + t ; fYn  • * etc*  ^p‘  2') 

Or,  iétant  infiniment  petit,  c’est  le  premier  terme  qui  déter- 
mine le  signe  du  développement  (p.  6). 

Donc  /(«—/)  et  /(«-+- i)  sont  de  même  signe;  et  ce  signe  est 
celui  de  f°a. 

Si  a n’était  pas  racine  du  tout,  f[a  — i) , /(«-H)  auraient 
pour  premier  terme  commun  fa,  et  seraient  de  même  signe 
que  fa. 

2°  Si  a est  un  nombre  impair  de  fois  racine,  on  reconnaîtra 
de  même  que/(a — i)  et  f (a-f-i)  sont  de  signes  contraires,  et  le 
dernier  est  du  signe  de  la  première  des  dérivées  que  a n’an- 
nule pas. 

PROPOSITION  XL.  — THÉORÈME. 

Si  fx  a des  facteurs  multiples,  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  fx  et  f' x est  le  produit  des  facteurs  qui  sont  répétés,  élevés 
chacun  à une  puissance  moindre  d’une  unité  que  dans  fx. 

En  effet  si  fx  — (x — afepx,  c’est  que  fa , fa, . . . f*~'a 
sont  nulles;  donc  f'x  et  ses  dérivées  fx, ..  fx~'x  sont  annu- 
lées par  x — a;  mais  f*x,  qui  n’est  pas  annulée,  est  la  dérivée 
de  l’ordre  a — 1 d efx;  donc  f'x  admet  a — 1 facteurs  égaux  à 
x — a ; ainsi/1  x est  divisible  par  (.r — a)*- '.  De  même,  si/r  ad- 
met les  facteurs  (x—b)&,  {x—cf  ...,  fx  admettra  (x— i)8-' , 
(x—cf-'i  donc  fx  est  divisible  par  le  produit 

(x— a)*—'(x— b)&~ '(x— c)>-' 

Ce  produit  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  fx  et  fx; 
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car  les  facteurs  x — a , x—b  . .. , ne  se  trouvent  dans  f'x  qu’aux 

puissances  a — 1,  fi — 1, , et  si  des  faeteurs  tels  que 

x—ci,  x—b',  ne  sont  qu’à  la  première  puissance  dans  fx , aucun 
d’eux  ne  saurait  diviser/1#,  sans  quoi  il  serait  dans  fx  au  moins 
à la  seconde  puissance.  * 

Corollaire  1.  Pour  reconnaître  si  une  équation  a des  racines 
égales , il  suffit  donc  de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  son  premier  membre  et  la  première  dérivée  ; s’il  y a un 
commun  diviseur,  il  y a aussi  des  racines  égales,  et  récipro- 
quement. 

Le  degré  du  plus  grand  commun  diviseur  fera  connaître  com- 
bien il  y a dans  fx  de  facteurs  premiers  différents  : le  nombre 
de  ces  facteurs  est  exactement  égal  au  degré  defx,  diminué  du 
degré  du  plus  grand  commun  diviseur.  Car  si 

fx—  (x — a)*(x — bŸ(x — cfr  (x — b')  ( x — c')  ... 

Le  plus  grand  commun  diviseur  est 

(x — «)  1 (x — b)&~fx — c)5'-  ‘ . 

Le  degré  defx  étant 

ni  = a-j-fi+y+-  ...  — f— 1 — 1— lH— 1— |—  ..., 
celui  du  plus  grand  commun  diviseur 
k =z  a— 1-+-/9—  l-t-y  — 

On  voit  qu’on  déduit  k de  m , en  retranchant  une  unité  de 
l’exposant  a,  fi , y ...  1 , 1 , 1 de  chaque  facteur  distinct 

(#—  a)*,  (x  — b)a  , . . . (x—  a1) , (# — b’),....,  de  façon  que  si  n 
est  le  nombre  de  ces  facteurs , on  a 

rn — nzzk,  d’où  n~m — k. 

Corollaire  2.  Si  une  équation  n’a  pas  de  racines  égales,  et 
qu’on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  fx  et  f'x,  on 
arrivera  à' un  reste  indépendant  de  x , qui  ne  sera  pas  nul.  Or, 
dans  ce  cas,  deux  restes  consécutifs  quelconques  sont  premiers 
entre  eux  : car  le  plus  grand  commun  diviseur  defx  et  f'x  est 
le  même  que  celui  de  deux  pareils  restes.  Donc  il  ne  pourra 

27 
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jamais  arriver,  dans  ce  cas,  qu’une  même  valeur  de  x annule 
deux  restes  cogsécutifs;  car  si  x = a produisant  ce  résultat, 
x — a diviserait  à la  fois  ces  deux  restes,  ce  qui  ne  se  peut. 


PROPOSITION  XLI.  — TIIÉORÈME. 


Toute  équation  fx  = 0 , qui  a des  racines  égales  peut  se  ra- 
mener à d’autres  équations  plus  simples.  (Méthode  des  racines 
égales.) 

Soient  a,,  b,,  c,  ...  les  racines  simples  d’une  équation,  et 
posons  ( x — a,)  (x — b,)  [x — c,)  . . . =:  X,  ; ce  facteur  se  trouvera 
à la  première  puissance  dans  fx. 

Soient  a, , 4,, ...  les  racines  doubles,  posons 

(x—  a,)  (x—bt)  ...  =X,; 

ce  facteur  se  trouvera  à la  seconde  puissance  dans/x. 

etc. 

Soient  bn ...  les  racines  qui  entrent  le  plus  de  fois  dans 
/:r  = 0;  posons  ( x — a„ ) {x—  b„)  ...  = X„  et  supposons  que  X„ 
entre  à la  puissance  « dans  fx , de  sorte  que 

fx  ~ xx’x| . . . X°_ 1 x". 

J i a 3 n — i n 


Le  plus  grand  commun  diviseur  de  fx  et  fx  contient  les 
facteurs  multiples  à une  puissance  moindre  d’une  unité  que^ir,- 
nommons/,*  ce  plus  grand  commun  diviseur;  on  aura 


a s n — a n — i 

fx=XX,X,...X  X . 

J*  1 S 4 n— i n 


Soit  fx  le  plus  grand  commun  diviseur  de  fx  et  de  sa 
dérivée;  par  le  même  principe,  on  aura 


fx  = X3X 


X 


3 


De  même plus  grand  commun  diviseur,  entre  f et  sa 
dérivée  sera  . , 

fx=X4  ...  X„_,-  X„  , 

etc. 


Continuant  à chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
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chaque  diviseur  trouvé  et  sa  dérivée,  on  arrivera,  en  conser- 
vant les  mêmes  notations,  à 


/„_,#= X„_,XD* 
fnx  — Xn. 


Ici  se  terminera  cette  série  d’opérations;  car  X„  n’ayant  que 
des  facteurs  simples  ( # — «„)  (# — b„)  ...,  n’a  pas  de  diviseur 
commun  avec  sa  dérivée;  c’est  donc  là  le  caractère  auquel  on 
reconnaît  qu’il  faut  arrêter  les  opérations.  Le  dernier  diviseur 
trouvé  sera  X„,  ou  le  produit  des  facteurs  qui  ont  le  degré  de 
multiplicité  le  plus  élevé,  et  ce  degré  est  égal  à l’indice  de  /„#, 
ou  bien  au  nombre  des  communs  diviseurs  cherchés,  augmenté 
d’une  unité. 

Actuellement  on  divisera  chacune  des  fonctions/#,/,#  ...  par 
la  suivante;  soient  Q,,  Q,  ...  les  quotients;  il  vient 


Ç-=Q,  = X,X,X3  ...  Xn_,X„ 
/,# 

f^X  _ 

J~=Q%=  X,X} ...  Xn_,X„ 

JiX 


f$X 

h=Q‘= 


^■3  •••  — t^n 


= = X„_,X„ 

f«x 

ajoutant  /„#  = Xn , 

on  divisera  chacun  de  ces  quotients  par  le  suivant,  ce  qui  donne 


on  connaîtra  donc  les  facteurs  X, , X,  .. . , et  on  pourra  former  . 
les  équations 

X,  — 0 , X,  — 0 , X.i  — 0 , . • • X„ — , — 0 , Xn  — 0 , 

dont  la  première  donne  les  racines  simples,  la  deuxième  les 
racines  doubles , la  troisième  les  racines  triples,  etc. 

27. 
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Si  l’une  ou  l’autre  de  ces  fonctions  X,,  X,  ...  se  réduit  à un 
nombre,  on  en  conclura  que  les  racines  au  degré  de  multiplicité 
correspondant  manquent  dans/r  = 0. 

Du  reste  on. peut  varier  cette  méthode;  ainsi , conservant  les 
mêmes  notations,  après  avoir  cherché  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  fx  et  f'x,  lequel  est 

f,x=\,x1%3  , 

on  divise  fx  par  fx,  et  l’on  a un  quotient 
Q,  =X.X1X3...Xn. 


On  cherehe  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  Q,  et  fx; 


il  est 


(px  — X,Xj  ...  X„ 


Enfin  on  divise  Q,  par  px , et  l’on  a = X,.  Si  l’on  égale 


à zéro  X, , on  aura  les  racines  simples;  l’équation  (px  — 0 don- 
nera les  racines  multiples,  chacune  une  seule  fois.  Cela  posé,  si 
les  racines  de  cpx  = 0 peuvent  se  trouver  exactement , on  pourra 
en  déterminer  le  degré  de  multiplicité  comme  on  va  le  voir: 
soit  aa  une  racine  qui  entre  a fois  dans/r  — 0,  elle  ferapartie 
de  l’équation  X^zzO,  et  le  facteur  Xa  se  trouvera  a — 1 fois  dans 
fx;  donc  a j est  a — 1 fois  racine  de  fx  — 0 ; on  substituera 
donc  dans  les  dérivées  de  fx  et  l’ordre  de  la  première  des 
dérivées  f^Xyf'^x  ...  qui  ne  sera  pas  annulé,  sera  a — 1.  Donc 
a sera  connu. 

Si  les  racines  de  (px—  0 ne  peuvent  pas  être  déterminées  exac- 
tement, on  remarquera  que  X,  est  le  produit  des  facteurs  simples 
d efx;  on  opère  donc  sur  fx  comme  on  a fait  sur  fx,  et  on 
trouvera  X,  comme  on  a trouvé  X, , et  ainsi  de  suite. 


Exemple. 

fx~ 

x'7-(-x" — x'J  — 6. r8 — 5^— 4x,’-t-xr’-+-9x'>-h8x3-i-12x,-h4x-h4=0. 
fx  — xf' — 3.x1 — 2. 


11  a donc  dans  fx  six  facteurs  distincts,  (p.  40 , c.) 
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fcc 

Ensuite  ^ — = x’-\-xrj — x 3 — 3x‘ — 2# — 2 = Q,. 

f,x 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de/,#  et  Q, , est 

(px  = x'* — x* — 2 = O, 

Q, 

et  — = X,  = — 0. 

( px 

La  première  de  ces  deux  équations , (px  — 0 , donne  les  racines 
multiples,  la  seconde  X,  = 0 , les  racines  simples. 

L’équation  (px  = 0 peut  se  résoudre,  puisqu’elle  est  réduc- 
tible au  second  degré;  on  en  tire 


Ainsi  #’  = 2 et  x''  — — 1 , 
d’où  x — ±1/2  et  x — ±\^ — 1. 

Pour  reconnaître  le  degré  de  multiplicité  de  ces  racines , on 
prend  la  dérivée  de  (px , laquelle  est 
6x‘ — 6#, 

on  peut  faire  abstraction  du  facteur  6.r  qui  n’est  annulé  par 
aucune  de  nos  racines;  il  reste  x'1 — 1 qui  n’est  annulé  ni  par 

x — -f-  P7 2 , ni  par  x — — ^2.  Ainsi  a — 1 = 1,  « = 2 , et 
chacune  de  ces  racinés  est  double;  en  comptant  les  deux  racines 
de  X,  = 0,  voilà  déjà  six  racines.  Mais  x> — 1 est  annulé  par 

x —±v- — 1;  donc  chacune  de  ces  racines  est  au  moins  triple, 
mais  comme  il  ne  nous  reste  que  six  racines  à chercher,  nous 
conclurons  que  ces  racines  ne  sont  en  effet  que  triples. 

Donc  fx  =.  . 

(x—V'^f  (x-j-V^y  (x—V^ — 1)‘  (r-t-P7 — l)’  1) 

= (#’ — 2)’  (#’+l)3  . 

Même  exemple  : 

On  a fx  ■=. 

1 — xo— 6#8— 5x’— 4#6-+  # 2#’+4.r-|-4 

fiX  — x?' — 3#’ — 2 

fix  — , 
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ce  dernier  polynôme  n’ayant  pas  de  commun  diviseur  avec  sa 
dérivée,  on  en  conclut  qu efx  est  de  la  forme  X,Xa’X3  , et  que 
X3=x’-j-l. 

Par  suite/,#  = XJL} . 

Actuellement  au  lieu  de  suivre  la  marche  générale,  on  peut 
abréger  ainsi  qu’il  suit  : 


On  aura  X, 


f,x #6 — 3#’ — 2 

X3a  — (— 2usa — f—1 


2. 


Par  suite  nous  avons  trois  racines  égales  à — 1 , trois 
autres  égales  à — V' — 1 , deux  qui  sont  égales  à 2 , et 
deux  à — P^lf.  Voilà  dix  racines  connues;  il  n’en  manque  que  2. 
On  formera  donc  l’équation  du  second  degré  qui  les  donne, 
d’après  le  c.  7 de  la  proposition  24;  cette  équation  sera 
x*-+-x-+-l  = 0 , et  l’on  a les  mêmes  résultats  que  par  la  pre- 
mière méthode. 

Remarque.  La  méthode  des  racines  commensurables  (p.  35) 
étant  plus  simple  que  celle  des  racines  égales,  on  n’applique  celle- 
ci  qu’à  des  équations  débarrassées  de  leurs  racines  commensu- 
rables, afin  de  simplifier  la  recherche  des  racines  incommensu- 
rables et  des  racines  imaginaires. 

Corollaire.  Soit  une  équation  à coefficients  commensurables 
qui  n’a  point  de  racines  commensurables  : si  elle  a une  racine 
simple , elle  en  a au  moins  deux  ; si  elle  a une  racine  double,  elle 
en  a au  moins  deux;  en  général  si  elle  a une  racine  répétée 
n fois,  elle  en  a au  moins  une  seconde  qui  se  trouve  dans  le 
même  cas.  — En  effet,  si  fx  a ses  coefficients  rationnels,  tous 
les  facteurs  X, , X,,  etc.,  X„,  sont  dans  le  même  cas  , puisque 
ces  polynômes  se  déduisent  d efx  par  des  multiplications,  divi- 
sions , etc. , où  il  n’entre  aucun  nombre  incommensurable.  D’après 
cela  il  est  impossible  que  l’un  de  ces  polynômes  soit  du  premier 
degré  en  x,  sans  quoi,  égalé  à zéro,  il  donnerait  pour  x une 
valeur  commensurable.  Donc  si  X, , X, ...  . X„  sont  des  fonc- 
tions de  #,  elles  sont  au  moins  du  second  degré  : donc,  etc. 

Si  l’on  est  certain  qu’une  racine  de  fx  — 0 ne  puisse  être 
donnée  par  une  équation  rationnelle  d’un  degré  inférieur  à un 
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nombre  k , on  peut  affirmer  que  fx  — 0 a au  moins  k racines 
du  môme  degré  de  multiplicité  que  celle-là. 

D’après  cela  on  reconnaîtra  qu’une  équation  du  second  , du 
troisième  ou  du  cinquième  degré,  à coefficients  commensurables, 
et  sans  racines  commensurables , ne  saurait  avoir  des  racines 
égales. 

PROPOSITION  XL1I.  — THÉORÈME. 

Soit  fx  = 0 une  équation  à coefficients  réels  ; a , /? , deux 
nombres  réels  quelconques  ; si  fa,  f/9  sont  de  signes  contraires , 
l’équation  fx  = 0 aura  au  moins  une  racine  réelle , comprise 
entre  a et  fl.  . 

Supposons  /a<^0  et  ffif>®  ; faisons  varier  x d’une  manière 
.continue  depuis  a jusqu’à  fl  ; fx  variera.de  même,  depuis  fa 
jusqu’à  fjl.  Il  peut  se  faire  que  dans  cet  intervalle  fx  passe  plu- 
sieurs fois  du  négatif  au  positif,  et  réciproquement;  mais  comme 
il  finit  par  devenir  égal  à//9  qui  est  positif,  il  y aura  une  der- 
nière série  de  valeurs  négatives  qui  précèdent  fjl.  Parmi  ces  va- 
leurs négatives,  il  y en  aura  une  qui  sera  la  dernière  de  toutes  : 
supposons  qu’elle  réponde  à x — a'  qui  est  compris  entre  a et  (l ; 
parmi  les  valeurs  positives  de  fx,  et  dont  la  dernière  est  f(l , il 
y en  aura  une  qui  sera  la  première;  supposons  qu’elle  réponde 
à x—fl'.  D’abord  il  faut  que  a!  = fH , sans  quoi  fx  n’aurait 
aucune  valeur  réelle  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises 
entre  a!  et  ff , ce  qui  ne  se  peut,  vu  que  fx  est  réel  pour  toute 
valeur  réelle  de  x.  Donc,  en  second  lieu,  il  faut  que  pour  cette 
valeur  x — a!  — fl' , fx  soit  à la  fois  positif  et  négatif  ; mais  si  fx 
n’est  ni  nul,  ni  infini,  pour  une  valeur  donnée  de  x , il  n’a 
qu’un  signe.  Donc  pour  cette  valeur  x =.  a1  — fl' , fx  est  égal  à 
zéro,  qui  peut  être  regardé  comme  ±0;  il  est  vrai  que  oo  a aussi 
dans  certains  cas  le  signe  ±;  mais/r  ne  saurait  être  infini  pour 
une  valeur  finie  de  x.  Il  est  donc  démontré  que,  pour  passer  du 
négatif  au  positif,  fx  passe  au  moins  une  fois  par  zéro , et  cette 
valeur  xz=.a' , comprise  entre  a et  fl,  et  qui  annule  jx,  est 
une  racine  réelle  de  fx  — 0. 
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Remarque  1.  Le  raisonnement  précédent  prouve  qu’une  fonc- 
tion ne  peut  passer  du  négatif  au  positif  qu’en  cessant  ■ d’être 
réelle,  ou  en  devenant  nulle,  ou  en  devenant  infinie.  Donc,  de 
quelque  nature  que  soit  fx,  irrationnelle,  fractionnaire,  etc., 
pourvu  qu’entre  a et  fi  elle  ne  puisse  devenir  ni  imaginaire,  ni 
infinie,  le  théorème  ci-dessus  s’y  appliquera. 

Ce  théorème  n’est  pas  vrai  pour  fx  — qui  est  négatif 

pour  x — 3 , positif  pour  x — 5 , mais  infini  si  jc  = 4. 

Il  n’est  pas  non  plus  vrai  pour  fx  — x — {x — 2)  (x— 6). 
On  a/l<0,/6>0;  mais  de  x = 2 à x-—b , fx  est  imaginaire. 


PROPOSITION  XLIII.  — THÉORÈME. 

Si  deux  nombres  a , fi , qui  ne  sont  pas  racines  d’une  équation 
fx  — 0 , comprennent  entre  eux  un  nombre  impair  de  racines 
réelles  de  cette  équation,  fa  et  f fi  seront  de  signes  contraires  ; 
si  a , fi  comprennent  un  nombre  pair  de  racines,  fa,  f fi  sont  de 
même  signe.  Réciproquement. 

1°  Soient  a,,  a , ...  a in+1  des  racines  réelles  en  nombre  im- 
pair, comprises  entre  a,  fi  ; ces  racines  pouvant  être  toutes 
différentes  ou  non.  On  a 

fx  — {x—a,)  (x — a%)  ...  (x— a’"+')  .(px  ; 

(px  étant  le  produit  des  facteurs  qui  répondent  aux  racines 
réelles  non  comprises  entre  a et  fi,  et  aux  racines  imaginaires; 
parmi  les  racines  réelles  qui  sont  dans  ce  cas,  soient  b,,  b,  ...b-, 
celles  qui  sont  plus  petites  que  a et  fi ; c,,  c,  ...  c„,  celles  qui 
sont  plus  grandes,  enfin  soit  tfix  le  produit  des  facteurs  imagi- 
naires, lesquels  donnent  des  facteurs  du  second  degré,  tels  que 
(x— et  sont  positifs  pour  toute  valeur  réelle  de  x. 

On  a donc  (px  = (x—b,)  ...  (x — 6;)  (x — c ,)  ...  (x — ca).ipx. 

Ou  je  dis  que  (pa  et  (pfi  sont  de  même  signe.  Car  puisque  a 
et  fi  sont  plus  grands  que  toutes  les  racines  de  b,  » b,,  et  plus 
petits  que  toutes  les  racines  de  c,  à c„,  a — b , , a — b2  ...  a — b, 
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sont  positifs  de  même  que  fi — b, , fi — b2,  ...,  /3 — b, , tandis  que 
~a — c,  ...  a — c„,  fi — e,  ...fi — ca  sont  négatifs;  xpa,  ij/fi  sont 
positifs.  Donc  cpa  et  rpji  ont  leurs  facteurs  correspondants  de 
même  signe,  et  sont  aussi  de  même  signe. 

Cela  posé,  supposons  a plus  petit  (algébriquement) , et  fi  plus 
grand  que  chacune  des  racines  a,,  a,  .,.  ; on  aura 

fa  — (a — a,)  ( a—af ) ...  (a— a1B+,).ÿ« 

JP  = Qi-at)  (fi -a,)  . . . (/?-aJO+1)  . <pfi. 

Or,  a étant  moindre  que  a,,  a,...  les  binômes  a— a,, 

a — a,, ...  a — aan+1  sont  négatifs,  et  puisqu’ils  sont  en  nombre 
impair,  leur  produit  est  négatif,  donc  fa  est  de  signe  contraire 
à <pa  ou  à (p(i.  Mais  fi  étant  plus  grand  que  a, , a, ... , les  binômes 
— a> » fi — «*,  sont  positifs,  et  f{3  sera  de  même  signe  que  <p/î. 
Donc/a  et  ffi  sont  de  signes  contraires. 

2°  Si  les  racines  comprises  entre  a et  (i  étaient  en  nombte 
pair  2 n,  on  reconnaîtrait  qu e fa,  ffi  sont  de  même  signe;  n 
peut  d’ailleurs  être  zéro. 

Réciproquement  si  fa  et  ffi  sont  de  signes  contraires , il  y 
a un  nombre  impair  de  racines  réelles  entre  a et  fi • Car  s’il 
n’y  en  avait  pas , ou  s’il  y en  avait  un  nombre  pair , on  vient 
de  prouver  que  fa,  ffi  seraient  de  même  signe. 

Et  si  fa,  ffi  sont  de  même  signe,  les  racines  comprises  entre 
« et  fi  seront  en  nombre  pair , ou  nul , sans  quoi  fa,f(i  seraient 
de  signes  contraires. 

Remarque  1.  Cette  proposition  est  démontrée  indépendam- 
ment de  la  prop.  46 , qui  se  trouve  comprise  dans  celle-ci , dans 
le  cas  où  fx  est  une  fonction  entière  de  x. 

Remarque  2.  Les  racines  égales  sont  ici  traitées  comme  autant 
de  racines  distinctes;  car  c’est  le  nombre  des  facteurs  du  premier 
degré  en  x qui  fait  la  base  du  raisonnement. 

PROPOSITION  XLIV.  — THÉORÈME. 

Toute  équation  de  degré  impair  a une  racine  réelle  de  signe 
contraire  à son  dernier  terme. 
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1°  Soit  l’équation  /#=#“+■  -(-etc.. .. — « = 0,  dont  le  der- 
nier terme  est  négatif;  soit  C le  module  maximum  des  coeffi- 
cients; on  a /(C-|-1))>0  (p.  3 ),f0  = — k<^0.  Donc  entre 
C-)-l  et  0 il  y a une  racine  réelle , qui  est  par  conséquent  po- 
sitive (p.  42). 

2°  Soit  -{-«=0,  le  dernier  terme  étant  po- 

sitif. On  a/0=«)>0,  et  /( — C — 1)<^0  (p*  3);  donc 
entre  0 et  — 0 — 1 il  y a une  racine  réelle,  qui  est  par  suite  né- 
gative. 

Remarque.  Ce  théorème  peut  sc  conclure  de  ce  que  toute  fonc- 
tion entière  de  x est  décomposable  en  facteurs  réels  du  premier 
et  du  second  degré , ainsi  qu’on  a déjà  démontré  (p.  23,  c.  1) 
que  dans  une  équation  de  degré  impair  les  racines  réelles  sont 
en  nombre  impair.  On  reconnaîtra  d’ailleurs  que  si  le  dernier 
terme  est  négatif,  les  racines  réelles  positives  sont  en  nombre 
impair;  s’il  est  positif  ce  sont  les  racines  réelles  négatives  qui 
sont  en  nombre  impair. 


PROPOSITION  XLV.  — THÉORÈME. 

Dans  toute  équation  de  degré  pair  à dernier  terme  négatif,  il 
y a au  moins  une  racine  réelle  positive  et  une  racine  réelle  né- 
gative. 

Soit fx=.x™ — «=0  l’équation.  Nommons  encore  C le 
module  maximum  des  coefficients  ; on  a 

/(C+l)>0,/0=-M<0,/(— C_1)>0. 

Donc  entre  C-f-1  et  0 il  y a un  nombre  impair  de  racines, 
qui  sont  positives,  et  entre  0 et  — C — 1 , il  y en  a un  nombre 
impair , qui  sont  négatives. 

Remarque  1 . Ce  théorème  peut  se  déduire  de  la  meme  pro- 
priété que  le  précédent. 

Remarque  2.  Si  un  polynôme/#  ne  change  pas  de  signe  pen- 
dant que  x varie  de  — oo  à+oo,  ce  polynôme  est  de  degré 
pair;  car  s’il  était  de  degré  impair,  — C — 1)  serait  <^0  et 
/(C-Hf))>0,  en  supposant  le  premier  terme  positif. 

De  plus  ce  polynôme  égalé  à zéro  ne  donnera  que  des  racines 
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imaginaires  et  des  racines  réelles  d’un  degré  de  multiplicité 
pair.  Car  si  l’équation  avait  une  racine  a , d’un  degré  de  multi- 
plicité impair,  h étant  un  infiniment  petit  a-)-Aet  a — h compren- 
draient un  nombre  impair  de  racines , de  sorte  que  f{a-\~h)  et 
f(a — h ) seraient  de  signes  contraires. 

Réciproquement  si  un  polynôme  de  degré  pair  fx  n’admet 
aucun  facteur  réel  du  premier  degré , il  ne  changera  pas  de  signe 
- pendant  que  x varie  de  — 00  à -|-  00  . Car  si  fa  et  fft  étaient  de 
signes  contraires  ,fx  — 0 aurait  au  moins  une  racine  réelle  entre 
a et  (i , et  fx  aurait  un  facteur  réel  du  premier  degré,  ce  qui 
peut  encore  se  conclure  directement  de  la  décomposition  en 
facteurs. 

PROPOSITION  XLVI.  — THÉORÈME.  (De  M.  StLRM.) 

Soit  fx=0  une  équation  qui  n’a  pas  de  racines  égales  ; si  l'on 
cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  fx  et  fx  en  ayant 
soin  de  changer  les  signes  de  chaque  reste  avant  de  le  prendre 
pour  diviseur  de  la  division  suivante  , on  aura  une  série  de  restes 
que  nous  nommerons — f,x, — f,x,  — f3x,..,  — fw  , et  dont  le 
dernier  sera  indépendant  de  x.  Si  dans  la  série  des  polynômes 

fx,  f'x,  f.x,  f.x....  f* 

on  substitue  successivement  deux  nombres  à,  (i,  le  premier 
plus  petit  que  le  second;  je  dis  que,  autant  V équation  propo- 
sée contiendra  de  racines  réelles  entre  a et  {ï , autant  la 
substitution  de  (S  donnera  de  variations  de  moins  que  celle  de 
a,  ces  variations  étant  celles  que  présente  la  série  des  valeurs 
de  h,  fx,  etc. 

De  sorte  que  si  les  résultats  fa,  fa,  fa,  fa . . . ./*  présen- 
tent dans  la  succession  de  leurs  signes  un  nombre  V de  varia- 
tions, et  que  les  quantilés//3,/'/9,/,/9, /,/?.. en  présen- 
tent v,  l’équation  fx  — 0 aura  V — v racines  réelles  toutes  com- 
prises entre  a et  (3,  en  supposant  que  ni  a ni  fi  ne  soient 
racines. 

Pour  le  prouver,  soient  q,  q,...,  q„ . . . . qM-,  les  quotients  : 
on  aura  les  identités 
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fx  — q.fx—f,x 
fx=q,f,x—f.x 
f>x=q,f,x—f3x 

CO  ./n — iX qafnX  —~ifn~^-tX 


fu—*x— qu—i  f„— \X 

Remarquons  d’abord  que  si  une  valeur  x—  a annule  l’une  des 
fonctions  fx,f  x. . , cette  valeur  ne  saurait  annuler  ni  la 

suivante  ni  la  précédente  (p.  40,  c.  2). 

D’ailleurs  si  f„a  est  nul,  l’identité  fn~,x=:q„fax —fD+,x  de- 
vient f„_,a= — /J+,a  et  prouve  quefn—,x  et/„+1a;  prennent 
des  signes  contraires. 

Cela  posé  dans  toutes  les  fonctions 

fx > fx,  f,x,  . . .fn_,x,  fx , f^.,x, . . .f„ 

faisons  varier  x d’une  manière  continue  depuis  a jusqu’à  ft. 
Tant  que  x , en  croissant,  n’atteint  pas  quelque  valeur  qui  an- 
nule l’une  ou  l’autre  de  ces  fonctions,  aucune  d’elles  ne  changera 
désigné;  car  si  entre  a et  a!,  par  exemple,  il  n’existe  aucun 
nombre  qui  annule/„.r,  c’est  que  fa,  fa'  seront  de  même  si- 
gne (p.  43).  Donc  dans  ce  cas , chacune  de  nos  fonctions  conser- 
vant son  signe,  ni  le  nombre  ni  la  distribution  des  variations  ne 
changeront.  Les  variations  ne  peuvent  donc  subir  quelque  modi- 
fication, que  lorsque  x croissant,  arrive  à prendre  des  valeurs 
qui  annulent  l’une  ou  l’autre  de  ces  fonctions. 

Or  je  dis  que  si  x vient  à prendre  une  valeur  qui  annule  une 
des  fonctions  intermédiaires  f x ,.. f—,x , sans  annuler  fx  lui- 
même,  le  nombre  des  variations  ne  changera  pas. 

En  effet , soit  a un  nombre  entre  a et  (i , et  qui  annule  fx , 
soit  A un  infiniment  petit.  Puisque  x varie  d’une  manière  con- 
tinue, avant  d’arriver  à la  valeur  a,  il  prendra  la  valeur  a — h, 
et  après  a , il  prendra  la  valeur  a-{-h.  Considérons  les  valeurs 
des  trois  fonctions  et 

pour  x = a— h A),  /„(«— A),  /„+,(«— A) , 

pour  x z=.  a , fa  = 0,  /„+,«, 

x — a-f-A  (u-f-A),  f(a-\-h),  /n-t-i('M-A). 
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On  a prouve  qne  f„—,a  et  /„+,«  sont  de  signes  contraires. 
D’un  autre  côlé  fa—,a  n’étant  pas  nul,  il  s’ensuit  (prop.  38,  c.  2) 
que  /„—.(« — A),  /,_,«,  ,(a~t-A)  sont  de  même  signe;  de 

même  /„+•(« — A)  et  /,+,(a-)-A)  sont  de  même  signe  que/,+,a. 
Donc  dans  le  tableau  ci-dessus , la  première  colonne  offre  les 
mêmes  signes , la  troisième  offre  des  signes  contraires  à ceux  de 
la  première,  de  sorte  que  ces  colonnes  ont 

la  1™  la  3e  la  i"  la  3* 

pour  x~a — A -f-  — ou  bien  — -f- 

. x~a  -)-  — — 

x — a-j-h  -+-  — — H- 

Cela  posé,  quels  que  soient  les  signes  de  la  deuxième  colonne, 
pour  x — a — h il  y a une  variation  de/,,—,  à il  y en  a 

aussi  une  pour  x zz o-f-A,  vu  qu’il  y a dans  chaque  cas,  de  /„_, 
à fn+,  trois  signes  dont  les  extrêmes  sont  contraires.  Donc  si 
x passe  par  une  valeur  a qui  annule/„.r , cette  fonction  et  les 
deux  voisines  présentent,  après  comme  auparavant,  une  varia- 
tion. Donc  si  l’une  quelconque  des  fonctions  intermédiaires  passe 
par  zéro , cette  circonstance  à elle  seule  ne  changera  pas  le  nom- 
bre des  variations  ; il  en  sera  donc  de  même , si  plusieurs  de  ces 
fonctions  intermédiaires  s’annulent,  soit  à la  fois,  soit  succes- 
sivement. Mais  chaque  fois  qu’une  de  ces  fonctions  s’annule,  il 
peut  se  faire  qu’urïe  variation  change  de  place , en  marchant  à 
gauche  ou  à droite.  Car  si  pour  x zz  a — A les  trois  fonctions 
/„_,  ,/„,  /„+, , présentent  les  signes  H — f-  — , et  si/,  a changé 

de  signe  en  passant  par  0,  pour  x zz  a-\-h  on  a -\ , et  la 

variation  aura  marché  vers  la  gauche. 

Actuellement  je  dis  que  si  x passe  par  une  valeur  qui  annule 
fx , il  disparaîtra  une  variation. 

Soit  b cette  valeur  qui  annule  fx , h un  infiniment  petit. 
Considérons  les  valeurs 

f(b-h)  f(b-h), 
fb  — 0 fb,  ■ 

/(A+A)  / (A-+-A) , 

comme  A est  une  racine  simple  de  l’équation  fx~0,f(b— h) 
et /(A+A)  sont  de  signes  contraires  (p.  38,  c.  2);  de  plus  fb  est 
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de  même  signe  qu ef(b-+-h)  ( ib ),  et  puisque  fb  n’est  pas  nul, 
f(b — A) , f b , f (b-{-  li)  sont  de  même  signe  (ib.). 

Ainsi  la  dernière  colonne  présente  le  même  signe  que /(A-f-A) , 
signe  contraire  à celui  d e/(A — h)  , de  sorte  qu’on  a 

ou  bien  — -f-  ou  -f-  — 

0 -f-  0 — % * 

-H-  -f-  — ' — 


Dans  tous  les  cas  donc  avant  que  x arrive  à la  valeur  b , fx  et 
et/  x offrent  une  variation  qui  disparait  lorsque  x dépasse  b. 
Ainsi  chaque  fois  que  x arrive  à une  racine  d efx—  0,  il  y a une 
variation  qui  disparaît;  donc  on  perdra  autant  de  variations 
qu’il  y a de  racines  réelles  de/r  ==  0,  depuis  a à fi. 

On  peut  remarquer  ici  que,  immédiatement  avant  une  racine 
b de  fx  — 0 , c’est-à-dire  pour  x = b — h,fx  est  de  signe  con- 
traire à fx,  tandis  que,  immédiatement  après,  pour  xzx.b-^-h, 
fx  est  de  même  signe  qu  efx.  Il  faut  donc  concevoir  que,  pen- 
dant que  x varie  depuis  une  racine  b jusqu’à  la  suivante  b, , les 
variations  qui  existent  entre  fx  et/^se  déplacent,  sans  chan- 
ger de  nombre,  de  manière  que  l’une  d’elles  vienne  occuper 
de  nouveau  la  gauche,  lorsque  x — b, — h,  pour  y disparaître, 
lorsque  x—b,-\-h.  Ainsi  les  variations  viennent  successivement 
refluer  vers  la  gauche  pour  y disparaître , en  nombre  égal  à 
celui  des  racines  comprises  entre  a et  fi. 

Remarque  1.  Rien  n’empêche  de  multiplier  ou  de  diviser 
fx , fx , fx ...  par  des  nombres  positifs,  puisque  par-là  on  ne 
change  aucun  signe. 

Remarque  2.  Si  a était  racine  de  l’équation , on  pourrait  di- 
viser fx  par  x — a,  et  raisonner  sur  le  quotient.  Même  remarque 
pour  ji.  On  pourrait  encore  remplacer  a par  a — h,  h étant 
infiniment  petit,  et  chercher  les  racines  comprises  entre  a — h et 
(i , ou  entre  a-\-h  et  /? , ce  qui  n’exigerait  aucun  nouveau  calcul  ; 
car /(a — A)  est  de  signe  contraire  à fa;  et  f'(a — A)  ,f,(a  — A), 
f (a — A)  ...  sont  respectivement  de  même  signe  que  fa  ,f  a, 
fa....  Si  f/3  était  nul,  on  prendrait  fi — A ou  fi  + h;  /(/S+A)  est 
de  même  signe  que/'/?. 
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Remarque  3.  Si  une  fonction  intermédiaire , telle  que  f„x 
devenait  nulle  avec  x = a , on  sait  que  fu—,a  et  fn+Ia  seraient 
de  signes  contraires.  Danscecas  f„a,  qui  est  nul,  peut  être  omis 
ou  pris  avec  le  double  signe  ±,  à volonté;  car  les  quantités/„_,a, 
/„ 4-,a  étant  de  signes  contraires , il  y aura  une  variation  de  L’une 
à l’autre,  soit  qu’on  omette  f„a  ou  non. 

Remarque  4.  Supposons  qu’on  soit  certain  que/„.r  ne  change 
pas  de  signe  de  x—a  à x~(l.  Je  dis  qu’on  peut  se  dispenser 
de  calculer  les  fonctions  suivantes,  f„+,x,  etc.  En  effet,  si  fa+  ,X 
change  de  signe,  le  nombre  des  variations  comprises  entre/,,  et 
fu,  inclusivement  ne  change  pas;  si  f„+,x  change  de  signe,  le 
nombre  de  ces  variations  ne  change  pas  non  plus , etc.  Donc  pour 
x — a,  les  fonctions  de  /„  à fu  ont  le  même  nombre  des  varia- 
tions que  pour  *=Ps  par  conséquent  il  est  inutile  de  connaître 
ce  nombre,  et  il  suffit  de  savoir  combien  il  y en  a d efx  àfn. 

Que  si /„  change  de  signe  et  que  cependant  on  ne  veuille  pas 
calculer  fu+t,  f, +,  , ou  s*  l’on  ignore  ce  que  devient  f, 

entre  a et  (i  ; voici  ce  qui  aura  lieu  : soit  V’  le  nombre  des  varia- 
tions que  présentent  fa,  fa  ...fua;  soit  k le  nombre  des  fonc- 
tions qu’on  a négligé  de  calculer,  nombre  qui  est  au  plus  égal 
au  degré  de  fx  ; f+,  détermine  une  succession  de  signes  avec 
fx,  ainsi  que  chacune  des  fonctions  suivantes  avec  la  précé- 
dente. Donc  les  fonctions  négligées  peuvent , au  maximum  , dé- 
terminer k variations,  de  sorte  que  le  nombre  total  V serait  au 
moins  = V',  et  au  plus  = V+/r.  On  verra  de  même  que  v'  étant 
le  nombre  des  variations  de  ffi ,/'/?  . . ./„/9 , v sera  au  moins=t/ 
et  au-  plus  —v'-\-k;  donc  V — v aura  pour  minimum  Vr — v' — k 
et  poUr  maximum  V' — v'-{-k.  Donc  le  nombre  des  racines  réelles 
est  compris  entre  le  nombre  des  variations  perdues  par  les  fonc- 
tions calculées,  plus  et  moins  le  degré  de  la  dernière  de  ces 
fonctions. 

Remarque  5.  La  dérivée  f'x  n’est  pas  la  seule  fonction  qu’on 
puisse  comparer  à fx  pour  en  déduire  le  nombre  des  racines 
réelles  de^à;  = 0.  Pour  qu’une  expression  F#  puisse  servir  à cet 
usage,  il  suffit  qu’elle  soit  première  avec  fx,  qu’elle  change  de 
signe  lorsque  x varie  depuis  une  racine  de  la  proposée  jusqu’à 
la  suivante  dans  l’ordre  des  grandeurs.  C’est  en  effet  sur  ces  deux 
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conditions  que  repose  toute  la  démonstration  de  la  proposition  45. 
Si  b est  une  racine  de/r  = 0 , si  de  plus/(5 — h ) ctF(3— /t)  sont 
de  signes  contraires,  ainsi  que  cela  a lieu  pour  f(b — h)  et 
f(b — h),  l’énoncé  de  la  proposition  reste  le  même;  mais  si 
f(b — h)  et  F(3 — h)  sont  de  même  signe,  alors,  en  conservant 
les  notations,  V — v sera  négatif  et  c’est  v — V qui  est  égal  au 
nombre  des  racines  réelles. 

Cela  posé,  si  fx=:0  a des  racines  égales,  et  qu’on  fasse  les 
opérations  nécessaires  pour  déterminer  les  f,x , fx  .. .,  on  trou- 
vera^, nul  (prop.  40).  Or  je  dis  qu’il  ne  sera  pas  nécessaire  de 
recommencer  un  nouveau  calcul,  et  que  pour  appliquer  le  théo- 
rème il  suffit  de  diviser  toutes  les  fonctions  fx , f x,  fx,  etc., 
par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  fx  et  fx. 

En  effet,  soit 

fx  =z  ( x — à)*(x — bŸ(x — c)y  ....  (x—a')  (x — b')  (x  — c1)  . . . . 

la  dérivée  est  (prop.  1 , r.)  la  somme  des  quotients  d efx  par 
chacun  de  ses  facteurs  du  premier  degré  ; comme  il  y a « fac- 
teurs égaux  à x — a , (i  facteurs  égaux  à x — b , etc.,  on  aura 


fifx  , yfx 


fx 


fx 


fx 


x — a 


_ T ' r-  • • • -|  r 1 77  < , 

x — o x—c  x — a x — b x — c 

— u(x — a)*~'(x — b)^(x — cf  ....  (# — a!)  (x — b’)  (x — c’)  .... 

( 3(x — a)*{x—b ) ^ ~l(x — c)*  ....  (x  —a1)  (x — b1)  (x — c ')  .... 

y{x — à)*(x — b^[x — c)y— 1 ....  ( x — a')  ( x —b')  (x — c')  .... 


-f-(x — a)*(x — b)a(x — cf  ....  (x — b')  (x—  c') 

4- (x — à)*(x — b)\x — cf  ....  {x — a')  ( x — .... 

On  sait  d’ailleurs  que  le  plus  grand  commun  diviseur  d efx 
et  fx  est  (p.  40) 

D = ( x — a)x~'(x — b')^~'(x — c'f~ 1 ... 

ce  qu’on  peut  encore  reconnaître  à la  valeur  précédente  defx. 

fx  fx 

Cela  posé,  les  deux  quotients^—  et^-  sontpremiers  entre  eux; 
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fx 

les  racines  de'—  = 0 sont  x — a,  b , c ...  ré,  b',c\  et  je  dis  que 

si  x varie  d’une  racine  à l’autre,1^-  changera  de  signe. 

En  effet  on  a 

~ a(x—b ) (x — c)  . . . (.r— «')  (x—b')  ... 

-\-fî(x — a)  ( x — c ) . . . ( x — a’)  ( x — A')  . . . 

-h  y{x—  a)  ( x — b ) . . . (x — a')  (x — b1)  . . k 
+ (x — a)  (x — b)  (.r — c)  . . . (x — b')  . . . 

+ etc. 

fx  f* X 

Représentons  ^ par  (px  et  par  y>x; 
on  a 

(f(ci — /()=  — h(a — A — b)  (a — h — c)  . . . (a — h — a')  (a — h — b")  . . » 
y,(a—h)=  «(a -h  — b) (a — A — c) .. . (a — h— a')  (a — A — A1) ... 
— Aj/3(«— A— c)  . ..+y(a— A— A)...-f-...  J 
Or  le  signe  de  t^(a — A)  dépend  de  celui  de  sa  première  ligne , 
puisque  A est  infiniment  petit,  et  ce  signe  est,  comme  on  voit, 
contraire  à celui  de  <jp(a — A).  On  reconnaît  de  même  que 
qj(a-f-A)  estdemême  signe  que  y(a-f-A).  Donc  <px et  ifjx peuvent 
être  employés;  d’ailleurs  les  restes  seront  évidemment 

etc 

D ’ D ’ C> 


Remarque  6.  Il  a été  démontré  que  si  A,  A'  sont  deux  racines 
consécutives  de  fx  = 0 , /’(A-)-A)  et  f(b' — A)  sont  de  signes 
contraires;  donc  entre  A-f-A  et  A1 — A,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  entre  A et  A1,  l’équation  fx— 0 a au  moins  une  racine 
réelle.  Ainsi  entre  deux  racines  réelles  consécutives  de  la  pro- 
posée fx=z0,  il  en  tombe  au  moins  une  de  la  dérivée  f'x=0,  de 
sorte  que  la  proposée  a tout  au  plus  une  racine  réelle  de  plus  que 
la  dérivée.  C’est  le  théorème  de  Rollf. 


PROPOSITION  XLVII.  — PROBLÈME. 

Trouver  les  conditions  nécessaires  pour  qu’une  équation 
xm — | — p , .ar"1  1 — | — . . . -f-pm  = 0 ait  toutes  ses  racines  réelles. 

î8 
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Nommons  fx  le  premier  membre  de  l’équalion,  et  cherchons 
les  fonctions  fx,  fx,  fx  . ..f,  d’après  proposition  46.  Les 

racines  réelles  sont  toutes  entre  — oo  et  . Soit  V le  nombre 
des  variations  relatives  à — oo,  v celles  qui  répondent  à -f-ao . 
Il  faudra  que  V — v soit  égal  à m.  Or  le  nombre  des  fonctions 
f,f,f ,,  •••/„  ne  saurait  surpasser  m+1  ; donc  le  nombre  des 
variations  qu’elles  fournissent,  lorsque  x — — oo  , ne  saurait  sur- 
passer ni;  donc  le  maximum  de  V — m;  mais  puisqueV — v—ni, 
Ou  Vr  — v-\-m , il  faut  donc  que  Y = m et  v = 0. 

Ainsi  lorsque  .r  = oo  , il  faut  que  les  fonctions/r,/#,  .../„ 
soient  toutes  de  même  signe;  mais  si  ^ = -f-oo  , chacune  prend 
le  signe  de  son  premier  terme  (p.  3,  c.  1 et  2),  et  les  deux  pre- 
mières ont  leurs  premiers  termes  positifs;  donc  il  faut  que  toutes 
ces  fonctions  fx,  fx...fu  aient  aussi  leurs -premiers  termes 
positifs. 

Celte  condition  suffit  : car  les  fonctions  fx,  fx,  ...  étant 
alternativement  de  degré  pair  et  de  degré  impair  et  au  nombre 
de  m-f-1,  si  l’on  y fait  x— — oo  , celles  qui  sont  de  degré  pair 
seront  positives,  les  autres  seront  négatives;  elles  n’offriront 
que  des  variations,  au  nombre  de  m.  Donc  Y — m,  u = 0,  et 
l’équation  aura  ses  m racines  réelles. 

Ainsi  on  opérera  sur  fx  et  fx , comme  le  prescrit  la  prop.  46; 
il  faudra  que  les  degrés  des  fonctions  fx,  fx,  ... f ' aillent  en 
diminuant  d’une  unité  et  que  les  premiers  termes  de  f,x, 
f%x  ...  fu  soient  positifs;  comme  ces  fonctions,  depuis  f,x 
qu’on  peut  écrire  aussi  /m_,,  sont  au  nombre  de  m — 1,  il  en 
résulte  m — 1 conditions. 

Exemple.  L’équation  x3-\-px-+-q  =0;  on  a f'x  = 3jr’-f-p. 
Pour  diviser,  on  peut  multiplier  fx  par  3. 

3.r3-|-3j>.r-|-3<7  3x2-+-p 
-\-2px-\-3q  x 

Ce  reste  donne/, x — — 2 px — q.  Pour  continuer  la  division, 
on  multiplie  "àx‘  par  2 ps , nombre  positif. 

6p,ar’-f-2p3  — 2px~  3q 

— 9pqx-\-2p3  — 3px , 9 q 
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On  multiplie  par  2 

' — iSpqx-\-4p3 

reste  27<7’+4p3.  Ainsi  f3  — — 27<7’ — 4 p3. 

Il  faut  que  P soit  positif,  ainsi  que  le  premier  terme  de  f,.v; 
ainsi 

— 2/>>0  —27g1— 4j?3>0 

ou  /k^O  j 27çH-4p3<7). 

La  première  condition  est  une  suite  de  la  seconde,  puisque 
la  seconde  donne  4p3<f — 27^’,  ce  qui  exige  que  p<^0. 

Il  reste  donc  la  condition  unique 

27^+4p3<0  ou 

ou  (i«)  GO <o* 

Il  résulte  d’ailleurs  de  p.  24 , c.  2,  que  toute  équation  du  troi- 
sième degré  se  ramème  à la  forme  x3-\-px-\-q  = 0. 

PROPOSITION  XLVIIU  — PROBLÈME. 

Etant  donnée  une  équation  fx  = 0 , qui  n’a  ni  racines  com- 
mensurables , ni  racines  égales , déterminer  le  nombre  de  ses 
racines  réelles , et  calculer  chacune  de  ces  racines  à une  unité 
près. 

On  cherchera  les  limites  extrêmes  que  nous  nommerons  -f-L 
et  — L1.  On  calculera  /(L),/(L-1),  /(L— 2)  ,.../2,  fi , /O, 
/( — 1) ,/( — 2)  . . ./( — L4-1),  /( — L') , en  remarquant  néan- 
moins, comme  on  va  le  voir,  qu’il  suffit  de  connaître  les  signes 
de  ces  quantités.  Or , ici  deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

1er  Cas.  La  suite  de  ces  quantités,  de /L  à /( — L'),  offre  autant  de 
changements  de  signes  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  de  l’équa- 
tion. Dans  ce  cas,  toutes  les  racines  de  l’équation  sont  réelles, 
et  connues  à une  unité  près  chacune.  En  effet , soit  ni  le  degré 
de  l’équation,  par  suite  la  série  /L,  etc.,  offre  m changements 
de  signe  : or,  si  /(a+l)  et  fa  sont  de  signes  contraires,  c’est 
qu’entre  a-f-1  et  « il  y a au  moins  une  racine  réelle  (p.  42). 

28. 
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ainsi  chaque  changement  de  signe  en  question  indique  une  ra- 
cine réelle , ce  qui  fait  au  moins  m racines  réelles  ; d’ailleurs  entre 
a-\- 1 et  a il  ne  saurait  y avoir  plus  d’une  racine,  sans  quoi 
l’équation  aurait  plus  de  m racines  réelles , ce  qui  ne  se  peut. 
Donc  à chaque  changement  de  signe  répond  une  seule  racine, 
et  les  deux  nombres  entiers  consécutifs  qui  ont  donné  ce  chan- 
gement, expriment,  chacun,  cette  racine  à moins  d’une  unité 
près. 

1er  Exemple,  fx  — ®3 — 8®-f-6  = 0.  On  a L = 3,  — L'  ~ — 4. 

Les  fonctions/3  ,/2,/l  ,/0,/(-l),/(-2),/(-3),/(-4). 
ont  les  signes  -f-  — — + H-  -4-  + — 

Ainsi  il  y a une  racine  réelle  entre  3 et  2,  une  autre  entre  1 
et  0 , et  la  troisième  est  entre  — 3 et  — 4. 

2e  Exemple.  f x~x'  — 1 J— 3jt— f— 2 = 0. 

Ici  L = 4 , — L1  = — 4.  Ensuite 

/4 , /3 , /2 , fl , /O , /(-  1 ) , /( — 2) , /( — 3) , /( — 4)' 

^ — — -f- , — — — — (- 

Ainsi  une  racine  entre  4 et  3 , une  entre  1 et  0,  une  entre  0 et 
— t , et  la  dernière  entre  — 3 et  — 4. 

2e  Cas.  La  série  /L , . . . ./(— L')  , a moins  de  m changements 
désigné;  dès  lors,  si /(a-+-l),/a  sont  de  signes  contraires;  on 
ne  peut  pas  affirmer,  en  général,  que  a et  tf+1  ne  comprennent 
qu’une  racine,  et  si/Q9+l)  et  f(i  sont  de  même  signe,  il  peut 
se  faire  qu’entre  ft  et  /?— (— 1 il  n’y  ait  pas  de  racines,  ou  qu’il  y 
en  ait  un  nombre  pair  (p.  43). 

Pour  lever  les  doutes,  on  applique  le  théorème  de  Sturm; 
l’on  cherche  combien  il  y a de  racines  entre  L et  L — 1 , L — 1 
et  L— 2,  etc., ...,  — L'— f-1  et  — L',  et  la  question  est  résolue. 

1er  Exemple,  x' — 4®3-t-®’-|-6®-l-2  = 0.  L = 3 , — L' =: — 1. 

Ici  tous  les  nombres  3,2,  1 , 0 , — 1 rendent/r  positif.  On 
cherche  donc/®,  f,x,  etc.;/®  est  divisible  par  2,  et  on  multi- 
plie fx  aussi  par  2. 

2®4 — 8.r'-|-2®,-(-12x-|-4  2®3 — 6®’-(-®-f-3 
— 2®3-f-®’-f-9®-+-4  x — 1 

-^5®’-|-10.r-(-7.  Ainsi/,® =-+-5®’ — 10® — 7 
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On  multiplie  fx  par  5 
10#’— 30^+5x4-15  Sx1— lOx— 7 
— lOx’+lDx+lS  2x — 2 

— x-+-\ fx—x — 1 on  divise  fx  par  fx 

5x’ — lOx — 7 x — 1 
— Sx — 7 Sx — 5 

-12  /j=12. 

Comme  fx,  f x,  /,x,  /x,  / ont  toutes,  leurs  premiers  ter- 
mes positifs,  on  peut  conclure  (p.  47)  que  la  proposée  a ses 
quatre  racines  réelles. 

Prenons  ces  fonctions 


ü a » s s 8 


Il  II  II  II 

w io 

• ■ a • 

11  h 

° 1 

. H*. 

fi. 
. O 
P 
D 
CD 

• » 
CO 

• • • « 

• • • • 

X* 

signes 

4*. 

« 

r 

t? 

^ ^ *0 

■ + + + l 

t 

to 

H 

w 

+ + 1 1 

+ 1 1 
+ 

+ 

CO 

ff 

tO 

+ + 1 1 

l+i 

+ +,+  0 

1 1 1 

Ainsi  de  x= — 1 à x=0,  on  perd  deux 
variations;  donc  il  y a deux  racines  entre  1 et  0; 
de  même  il  y en  a 2 entre  2 et  3.  Voilà  donc 
les  racines  connues  à une  unité  près,  chacune. 

2e  Exemple. 

xi— x‘— 2x— 3=0.  L=l-f-j/3=3,  — L'=  —2. 

Il  y a une  variation  de  x=l  à x=2,  et  une 
autre  de  — 2 à — t.  - 

Entre  1 et  2 il  ne  peut  y avoir  qu’une  racine  ; 
car  l’équation  n’a  qu’une  racine  positive  (p.  30). 
On  cherche/’ etc, 

2 fx  — 2x* — 2X1 — 4x — 6 2x3 — x — 1 
— x1 — 3x — 6 x 

Le  polynôme  x’-?-3x-j-6=/x  ne  change 
pas  de  signe  de  — 00  à -f  00  ; car /x  = 0 a ses 
racines  imaginaires,  donc  il  est  inutile  d’aller 
plus  loin.  Mais  comme  les  trois  polynômes 
fx  ,fx,fx  ne  peuvent  offrir  pour  x=  — 00  , 
plus  de  deux  variations,  la  proposée  n’a  pas 
plus  dé  deux  racines  réelles;  ces  racines  sont 
en  évidence  (p.  42). 
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3e  Exemple,  fx—x'' — 10a4+50.r — 21=0. 

La  méthode  de  Newton  (pr,  28)  donne  L=2 , — L'  = — 2. 

Les  substitutions  ne  fournissent  qu’un  changement  de  signe 
qui  a lieu  pour  0 et  1. 

Pour  appliquer  le  théorème  de  Sturm  on  cherche  à la  dérivée 

fx  — tixfi — 30.r’+50 

qui  se  simplifie,  et  donne  x'1 — 6.r’+10. 

Or,  cette  dérivée  égalée  à zéro  n’a  point  de  racines  réelles. 
Donc  la  proposée  n’en  a pas  plus  d’une  (p.  46,  r.  6);  elle  est 
entre  0 et  1. 

4e  Exemple,  fx —x'1  — 5a?’+7  x — 2=0. 

On  trouveL=3,  — L’  = — 3 parce  que  3^^>5.3*+7.3+2 
(p.  4 et  26). 

Cette  équation  de  degré  pair,  ayant  son  dernier  terme  néga- 
tif, a une  racine  réelle  positive  et  une  racine  réelle  négative 
(p.  45).  Comme  elle  n’a  qu’une  permanence  (si  l’on  y rétablit 
± 0.a4),  elle  n’a  qu’une  racine  négative  (p.  30). 

Les  nombres  3 ,2  , 1 , 0,  — 1,  — 2,  — 3 

donnent  les  signes  + ,+->  + , — , — , — + 

Si  les  deux  autres  racines  sont  réelles,  elles  sont  positives.  Or, 
elles  ne  sauraient  être  entre  2 et  3 ; car  leur  somme  serait  4; 
la  somme  des  trois  racines  positives  serait  donc  à fortiori  4 , 
et  comme  le  module  de  la  racine  négative  est  3,  la  somme  des 
quatre  racines  ne  serait  pas  nulle , ce  que  l’équation  exige  cepen- 
dant. 

Appliquons  la  proposition  46. 


■ — 8 

4:Z3 — 10.r+7 

■ — 8 

\x  % 

5fx—'20x3—  50x+35  lOx*  — - 21,r+8 
42x* — 66,r+35  2x,  +21 
Xpar5  +210#* — 330x+175 

+ 111  JT. 

Il  est  inutile  d’aller  plus  loin  : on  voit  que  le  premier  terme 
de  ce  reste  changé  de  signe,  est  négatif;  donc  (p.  47)  l’équation 
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donnée  n’a  pas  toutes  ses  racines  réelles;  ainsi  entre  0 et  ! il  n’y 
a qu’une  racine;  la  seconde  racine  réelle  est  entre — 2 et  — 3; 
les  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 


PROPOSITION  XLIX.  — PROBLÈME. 

Sachant  combien  l’équation  fx  = 0 a de  racines  comprises 
entre  a et  a-f-1 , les  calculer  avec  un  degré  d’approximation 
assigné. 

1.  Méthode  de  Lagrange. 

Cette  méthode  développe  les  racines  en  fractions  continues. 
1er  Cas.  On  suppose  qu’entre  a et  a+1  il  n’y  ait  qu’une  racine. 
Soit /r=0  l’équation  supposée  du  degré  m;  on  pose  (1.3, 

p.  24)  x=a-\ — ; puisque  x n’a  qu’une  valeur  comprise  entre 
a et  a- 1-1 , il  s’ensuit  que  - n’aura  qu’une  valeur  positive  plus 

y 

petite  que  1 , et  que  y n’aura  qu’une  valeur  positive  plus  grande 
que  1.  On  formera  donc  l’équation. 


f{a+i) -f^ifa+¥rflarh"-+ i.ïïm.rfo (p' 2)* 

Multipliant  par  y™,  on  a 


f"a  „ 

= 0, 

2.0  .m 


équation  que  je  représente  par  œy  = 0. 

Cette  équation  ayant  une  seule  racine  positive  plus  grande 
que  1 , c’est-à-dire  comprise  entre  1 et  la  limite  supérieure  L, , 
on  est  certain  que  (p  1 est  négatif,  vu  que  eph,  est  positif  (p.  43). 
On  calculera  donc  (p2 , ç>3,...,  jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à deux 
nombres  0,6+1»  tels  > que  ç>6  <(  0 et  y (6  + 1)  )>  0 , cè  qui 
arrivera  au  plus  tard  à L,  — 1 et  L.. 

La  valeur  de  y sera  comprise  entre  6 et  6+ 1.  Donc  on  fera 

y = 6 + -;  z n’aura  qu’une  valeur  positive,  sans  quoi  y au- 


1 


1» 
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rait  deux  valeurs  plus  grandes  que  b,  ce  qui  n’esl  pas  ; celte  va- 
leur positive  de  z est  d’ailleurs  plus  grande  que  1.  On  calculera 
donc 


qui  donne 


z'a(pb  + zm- ‘(f’b  + .... 


( pmb 
2.3  .ni 


= 0 


équation  que  je  nomme  ifjz  = 0. 

On  calcule  xfô , et  l’on  parviendra  à trouver  la  va- 

leur de  z à une  unité  près;  soit  c cette  valeur;  on  pose  z—c-\~— 


et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  x sera  développé  en  fraction  continue 

’=a+\+ i 
c 

et  pourra  être  calculé  avec  tel  degré  d’approximation  qu’on 
voudra. 

Exemple.  fx  xzx3 — 8jH-6”0. 

Ainsi  qu’on  l’a  vu  (p.  48),  cette  équation  a une  racine  entre 
2 et  3.  On  fait  donc 

x = 2-\ — , et  l’on  a 

§=«■ 

On  trouve  (p.  2) /2=  -2,  /' 2 = 4 , i f "2  = 6 , \f  " 2=1. 


Et  (fX—  — 4y’  — 6y  — 1 ==  0. 

g 

La  limite  L,  =1  + - = 4;  les  deux  premiers  termes  se  met- 

au 

tant  sous  la  forme  2/’  (y  — 2) , on  voit  que  y—  2 donne  du  né- 
gatif. <jp3  est  encore  négatif  ; donc  y est  compris  entre  3 et  4 , et 

l’on  fait  y = 3 -F  \ , ce  qui  donne 
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9 (3+  i)  ~ § ST  9’"3+  OF  9>’"3  -°- 


Cette  équation  devient  t pz  = z3 — 24z’ — 14 z — 2 = 0. 

La  limite  est  25  ; les  deux  premiers  termes , mis  sous  la  forme 
3’(z — 24),  montrent  que  z = 24  donne  du  négatif;  donc  z est 

entre  24  et  25;  faisant  z = 24+  — , on  obtient  la  transformée 


en  t. 


338/3 — 562r — 48t — 1 = 0. 


La  limite  est  ou  3;  2 dçnne  du  positif;  donc  *=1+-; 

3 «3o  w 

' on  trouve  encore  u = 1-| — , etc.  La  valeur  de  x , en  tant  qu’elle 


est  calculée,  est 


* =2+1 


3+1 


24+1 

1+1 

1+ ... 

Les  réduites  sont  (I.  3,  p.  17)  : 

2 7 170  177  347 
’ î’  3’  JW'  76  ’ 149' 

Cette  dernière  réduite  est  en  défaut , et  la  limite  de  l’approxi- 
mation est  (I.  3,  p.  21): 

1 _ 1 
149x(149+76)  “ 33525' 

Par  conséquent  on  peut  la  réduire  en  décimales,  et  en  s’arrê- 
tant au  quatrième  chiffre  décimal  pris  en  plus,  on  aura  x à 
moins  de  0,0001  (p.  24,  c.  1) 

.r  = 2,  3289±  ... 

Pour  reconnaître  si  cette  valeur  est  approchée  en  plus  ou  en 
moins , on  sait  que 

1 


347 

x=m+a 


«< 


33525 
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Ensuite 
Donc  • 


ou 


^1  = 2,3289-/*  (i  = : 


61 


«— 0< 


1490000 
x = 2,3289+ot— (i, 

1 61 


33525  1490000 


<0. 


Donc  2,3289  est  en  plus,  et  x est  entre  ce  nombre  et  2,3288. 
Si  la  limite  de  a — /9  avait  été  )>0,  on  n’aurait  rien  pu  affirmer; 
dans  ce  cas  on  aurait  calculé  /(2,3289)  dont  le  signe , comparé 
à celui  de/3  ou  de/2,  aurait  résolu  la  question  (p.  42). 

La  même  équation  x 3 — 8^+6  = 0 3 une  racine  entre  0 et  1 , 
et  une  autre  entre  — 3 et  — 4.  Pour  trouver  la  première,  on  fait 

„ 1 1 
x — oh — — — . 
r r ■ 

Pour  trouver  la  dernière , on  pose  x = — x' , et  l’équation 
x13 — 8 j?1 — 6 = 0, 


aura  une  racine  entre  3 et  4 , racine  qu’on  cherchera  comme  ci- 
dessus. 

2e  Cas.  Entre  a et  a-f-1  il  y a plus  d’une  racine;  d’après 
la  proposition  46  on  sait  combien  il  y a de  racines  entre  a et 

a-f-l  : soit  k leur  nombre.  On  pose  x = a + -,  et  - devra 

y r 

avoir  k valeurs  positives  plus  petites  que  1,  ou,  ce  qui  revient 


au 


même,  l’équation  J ^ = 0,  devra  avoir  k racines  posi- 


tives plus  grandes  que  1.  Représentons  par  (py  = 0 cette  trans- 
formée ; on  en  cherchera  la  limite  supérieure  L,  et  l’on  calculera 
çjl , ÿ2  ...  (pLt.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  : ou  bien  cette 
série  de  résultats  présente  k changements  de  signe,  ou  elle  en 
présente  moins.  Dans  le  premier  cas,  les  k racines  de  l’équation 
(py—  0 sont  en  évidence;  et  l’on  peut  en  continuer  le  calcul  au 
moyen  de  la  méthode  de  Lagrange.  Dans  le  second  cas,  on 
cherche  (p.  46)  combien  l’équation  (py  = 0 a de  racines  réelles 
entre  1 et  2,  entre  2 et  3,  etc.  Toutes  les  fois  que  deux  de  ces 
nombres  ne  comprennent  qu’une  racine,  on  peut  continuer  le 
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calcul  de  cette  racine.  Soient  6 et  6+1  des  nombres  qui  com- 
prennent plus  d’une  racine,  et  soit  /r'  le  nombre  de  ces  racines. 

On  posey:=ô+-,  on  calcule  l’équation  <jp(V+-)=:0, 

yjz  = 0,  et  celte  équation  aura  hJ  racines  positives  plus  grandes 
que  1.  On  la  traitera  donc  comme  l’équation  \}>y  ==  0 , et  l’on 
parviendra  ainsi  à trouver  toutes  les  racines  réelles  de  la  pro- 
posée. 

On  remarquera  d’ailleurs  que,  pour  appliquer  la  proposition 
46  à l’équation  cfy  — 0 , il  n’est  pas  nécessaire  de  chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  <py  et  de  sa  dérivée  ; il  suffira 

de  faire  x — a-| — dans  les  polynômes 

fx  >f x > f\x  >f*x  • • 

En  effet,  prenons  ces  fonctions 

/'  (*+7)  “c-’ 

puisque  l’équation  en  y a h racines  comprises  entre  b et  6+1 , 

l’équation  en  x a k racines  entre  a+  7 et  cH —7.  Par  consé- 

b 6+1 

quent  si  dans  ces  fx,f x,f,x  ...  on  fait 

on  perdra  h variations.  Mais  faire  ces  substitutions  revient  au 
même  que  de  faire  y = 6+1  et  y — 6 dans 


Donc  on  peut  se  servir  de  ces  dernières  fonctions,  pourvu 
qu’on  n’oublie  pas,  ce  dont  le  calcul  avertira  d’ailleurs,  que  6+1 
donnera  plus  de  variations  que  6.  Ce  sera  le  contraire  pour  z , 

où  l’on  se  servira  de  /"  ( 6+  etc.,  c’est-à-dire  que  dans 
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tières,  on  remplacera  y par  b-\ — . 


etc.,  transformées  en  fonctions  en- 


l 


II.  Méthode  par  rapprochement  des  limites. 

Je  suppose  qu’on  ait  reconnu  qu’entre  a et  a+l  il  y a k ra- 
cines comprises.  On  cherchera  combien  il  y en  a entre  a et 


112  9 

et  a~>r~ 7n’  etc->  «H-  Tn  et  "-J-1.* 


10’ 


10’ 


10 


Si  entre  deux  de  ces  nombres  consécutifs  il  ne  tombe  qu’une 
racine , on  peut  en  continuer  le  calcul  de  deux  manières  : soient 
a'  et  n'H-0,1  les  deux  nombres.  On  peut  dans  fx  — Q faire 

x — et  l’on  aura  une  équation  en  x'  dont  les  racines  seront 


décuples  de  celles  de  la  proposée,  et  qui  aura  par  conséquent 
une  seule  racine  entre  10a'  et  lOa'-f-l,  ce  qui  permet  d’appli- 
quer la  méthode  de  Lagrange. 

On  peut  encore  substituer  pour  x des  nombres  croissants  par 
centièmes  depuis  d jusqu’à  a -+-0,1 , ce  qui  fera  connaître  la 

racine  à près;  on  la  cherchera  de  même  à , etc.,  près. 
Si  entre  deux  de  ces  mêmes  nombres  a,  a-f-  — , etc. , il  tombe 


plus  d’une  racine,  on  resserre  l’intervalle;  ainsi  soient  a et 

a 1 deux  nombres  qui  comprennent  W racines,  on  cherche 

combien  il  y a de  racines  entre  deux  termes  consécutifs  quel- 
conques de  la  série 


On  continue  ainsi  jusqu’à  ce  qu’on  ait  obtenu  le  degré  d’ap- 
proximation demandé. 

III.  Méthode  de  Newton. 

Cette  méthode  suppose  qu’entre  a et  «-4-1  il  n’y  ait  qu’une 
racine,  ou  plutôt  qu’entre  deux  nombres  a,  a-b ~ il  n’y  en 
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ait  qu’une , condition  qui  peut  se  remplir  au  moyen  de  la  mé- 
thode précédente,  dans  certains  cas. 

Soit  x = a+y , y sera  plus  petit  que  ^ : on  aura 

P =faH-y)  =f<*-hrf<*  +-  Ç /'«+  . .. =0 , 


,,  . fa  r'f'a 

dou  y=  — - — 


2.3J 
ff"a 


fa  2fa  2.3  .fa 

n . 1 - t *1 

Or  y étant  < yyy , y’  sera  < ^ , y3  sera  < , etc. 

Ainsi,  surtout  si  les  coefficients  dey’,  y3,  etc.,  sont  moindres 
que  1 , il  pourra  se  faire  que  la  somme 

r jirec 

> 2 fa  2.3  fa 

soit  moindre  que  ii  peut  donc  se  faire  que  l’on  ait,  à moins 

1 fa 

de près,  y — — — ; on  calculera  cette  valeur  à moins  de 

100  v J fa 

et  on  l’ajoutera  à a,  ce  qui  donnera  une  valeur  a'  qui 

pourra  être  exacte  à moins  d’un  centième.  Pour  la  vérifier  on 
calcule  fa!  ; si  cette  quantité  est  de  même  signe  que  fa,  la  racine 
• 1 

sera  entre  a!  et  a’-f-  y^;  on  calculera 


/(rf+ï5ô)’/(“‘ 


ioo)’ctc” 


jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à deux  résultats  de  signes  contraires;  les 

nombres  qui  les  fournissent  expriment  x à yjyg  près.  Si  fa!  était 

de  signe  contraire  à fa,  la  racine  serait  entre  a et  a!;  dans  ce 
cas  on  calculerait 


f (a'- m)-  f{a‘-  > s»)- 
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Soit  (1,  fi  + yôq  les  nombres  qui  renferment  x. 
on  posera  x — fi+z , et  z sera  ; 


100’ 

de  là  f(fi+z)  =ffi-hzffi-h  Z-f'fi- f-  . 


= 0 


et 


_ ffi  zTfi 
ffi  2 ffi 


Copnme  z1 


1 . 

10000 


, s3< 


1 


1000000 


, etc. , il  peut  se  faire  que 


-ffi 
ffi 
- Il  A 


soit  la  valeur  de  x à moins  de 


1 


10000 


On  calculera  donc 


ffi 


à moins  de  0,0001  ; on  ajoutera  le  résultat  à fi  e t nom- 


mant fi1  la  somme,  on  vérifiera  fi1  comme  on  a vérifié  a’. 

En  général  supposons  que  l exprime  la  valeur  de  x à moins 

1 1 

de  — ; on  posera  x = l-\-v,  v étant  on  aura 


d’où 


/(X+tO=/X+^'X+¥/"X+  ...  = 0, 

=_n_vïl_ 

V fl  2 fl 


1 fl 

v ’ sera  etc.,  de  sorte  que  — pourra  être  la  valeur 

1 1 

de  v à moins  de  -rrr—  : on  calculera  donc  cette  fraction  à t — 
10’”  10’“ 

près,  on  l’ajoutera  à l;  la  somme  l’  pourra  être  exacte  à moins 

de  On  la  vérifiera  comme  a!  et  fi'. 

Ex.  L’équation  x3 — 9,z-(~2  = 0 a une  racine  entre  2 et  3.  Pour 

la  calculer  à — près , on  peut  employer  la  méthode  de  Lagrange , 

ou  le  rapprochement  des  limites  qui  consiste  ici  à calculer 
/(2,l)./(2,2),/(2,3)  ... 
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Comme /2  = — 8 et  que/3  = 2,  il  est  probable  que  la  racine 
est  plus  près  de  3 que  de  2;  nous  commencerons  donc  par  cal- 
culer /(  2,8)  d’après  la  marche  tracée  prop.  2 , c.  2. 

On  cherche  d’abord 


/ 2 = 23— 9 . 2+2  = — 8 
f 2 = 3.2’— 9 - 3 

f 2 = 6.2'  = 12 

f"i  = 6 = 6. 


Ainsi  les  fi 

valent > — 8 

f 2 

3 

n 

12 

f”  2 
6 

multiplicateur 

0,8 

0,8 

0,8 

2,4 

9,6 

4,8 

divisez  par  2 

multiplicateur 

• 

4,8 

0,8 

3,84 

2,4 

0,8 

1,92 

divisez  par  3 

multiplicateur ; 

• • 

0,64 

0,8 

0,512 

Donc  /(2,8)=  -8+2,4-f-3,84+0,512  = -1,248. 

Cette  valeur  prouve  que  x est  entre  2,8  et  3. 

On  aura  / (2,8)  = 3+9, 6+1 ,92  = 1 4,52 , 

/"(2,8)  = 12+4,8  = 16,8  et /"2, 8=6.  ‘ 

11  faut  maintenant  reconnaître  si  fi,  9 est  positif  ou  négatif. 
Or , /(2, 8+0,1)  =/2, 8+0, 1/2,8+  . . . 

La  somme  de  ces  deux  premiers  termes  est  — 1,248+1,452, 
quantité  positive,  et  comme  les  termes  suivants  sont  positifs, 
/2,9  l’est.  Donc  x est  compris  entre  2,8  et  2,9.  Ainsi  a = 2,8. 

-fa  1,248  1248  . 

La  correction  sera  donc  = -^  = ’ •racl,on  (1'" 

a 0,01  vaut  0,08  ; ainsi  a’  — 2,88. 

Pour  calculer  fa!,  on  le  met  sous  la  forme /(2, 8+0, 08). 
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f-  ' 

0r>  —1,248 

f- 

14,52 

f"  = 
16,8 

r- 

6 

les  produits  par  h — 0,08  sont . . . . 

1,1616 

1,344 

0,48 

. par  •/, 

par  0,08 

• • • • 

0,672 

0,05376 

0,24 

0,0192 

par  '/} 

par  0,08  . . \ 

.... 

0,0064 

0,000512 

Donc/2,88  = - 1 ,248+1 ,161 6+0,0537  6+0,00051 2 
= —0,032128 

/2,88  = 1^,8832  ,/'2, 88  = 17,28  ,f"  = 6. 

Quant  à/2,89=/2,88+0,01./288+  ... 

Les  deux  premiers  termes  font  une  somme  positive  ; le  reste 
est  positif; 

donc  /2,89  0 et  x est  entre  2,88  et  2,89. 

Donc  /?  = 2,88, 

^ 0, 032128,  = o Q 

/*/?  15,883200 

Donc  (T-  2,8820. 

• Il  s’agit  de  vérifier,  en  posant  x — 2,88  et  h — 0,0020 


/=  f = 

—0,032128  15,8832 

/"  = 
17,28 

f" 

6 

produits  par  h — 0,0020  0,0317664 

0,03456 

0,012 

0,01728 

0,006 

par  h ' 

0,00003456 

0,000012 

par  '/3 

par  h 



0,000004 

0,000000008 

D’où 

/2,8820 = -0,000327  032  ,f  = 1 5,9 1 77  7 2,/" = 1 7 ,292  ,f"  = 6. 
La  racine  est  comprise  entre  2,8820  et  3. 

On  augmente  de  0,0001  le  nombre  trouvé  2,8820  ; or 
/2, 8820+0, 000 1/'2, 8820  est  déjà  plys^>0;  donc  la  valeur 
2,8820  est  approchée  en  moins  à 0,0001  près. 
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Pour  la  corriger,  on  a 


fi, 8820  _ 327032 

jf'2,8820~  15917772000 


= 0,00002054+  etc. 


On  a donc  la  nouvelle  valeur  2,88202054;  le  calcul  montre 
qu’elle  rend/x  négatif,  tandis  que  cette  même  valeur,  augmentée 
de  (0,1)8,  rendfx  positif;  donc  x — 2,88202054+  ...  à (0,1)8 
près.  Rien  n’empêche  de  continuer  ce  calcul  et  de  chercher  huit 
nouvelles  décimales. 

Remarque.  Cette  méthode  a sur  celle  de  Lagrange  l’avantage 
de  fournir  une  approximation  plus  rapide.  Mais  quoiqu’elle  ait 
très-bien  réussi  sur  l’exemple  qu’on  vient  de  traiter,  on  voit,  par 
les  raisonnements  sur  lesquels  elle  est  basée,  qu’elle  n’est  pas 
d’une  certitude  complète,  puisque  les  valeurs  qu’elle  fournit  ont 
besoin  de  vérification.  Aussi  le  nombre  des  tâtonnements  qu’elle 
exige,  par  exemple  sur  le  quatrième,  le  huitième,  etc.,  chiffres, 
peut-il  être  assez  long  pour  qu’on  doive  quelquefois  préférer  de 
rejeter  le  dernier  chiffre  qu’elle  fournit.  Du  reste,  complétée 
comme  elle  l’est  par  les  additions  de  Fourrier,  elle  ne  laisse  plus 
rien  à désirer  sous  ce  rapport;  car,  ainsi  qu’on  va  le  voir,  on  est 
alors  certain  de  l’exactitude  de  tous  les  chiffres  qu’elle  donne, 
de  sorte  qu’il  ne  faut,  à chaque  approximation,  qu’une  seule 
vérification  pour  savoir  si  la  valeur  trouvée  est  en  excès  ou  en 
défaut. 

*1.  Il  faut  d’abord  prouver  que  l’on  peut  arrêter  le  développe- 
ment de/(a?+/i) z=.fx-\-lif'x->r  ...  au  troisième  terme,  pourvu 
que  dans/"x  on  remplace  x par  une  certaine  valeur  comprise 
entre  x et  x-\-h;  c’est-à-dire  on  va  prouver  qu’il  existe  un 
nombre  & 0 et  1 , tel  que  l’on  a 


/(*+/*)  =fx-h!ifx+  jr(x+&t t)  , 
ou  f(x-+-h)—fx—/ifx  — ^-/"O+fr/t)  , 


h étant  fini  ou  infiniment  petit  à volonté. 

A cet  effet,  considérant  que  f(x-\-h) — fx — lif'x  est  une 
fonction  de  h , on  pose 

O ) f O +4)  —fx—hfx  = (pli. 

«9 
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D’ailleurs,  si  l’on  dévcIoppc/(.îM-/i) , tous  les  termes,  à partir 
du  troisième,  sont  des  multiples  de  A’  ; on  peut  donc  aussi  écrire 

(2)  f(x+h)—fx—hfx  — Mi\ 

A étant  une  fonction  entière  de  x et  de  h , de  sorte  que 
< pli  =.  A /r  ou  — (jp/H-A/t1  z=  0. 

Mais  si  dans  cph  on  remplace  h par  0 , son  expression 
f{x->rh)—fx—hf'x , 
se  réduit  à zéro.  On  peut  donc  écrire 

çiO — ( pli—kli1  — Q . 

Relation  qui  prouve  que  l’équation  suivante 

(3)  (pz— (pli—  A(z* — h ’)  = 0 

a une  racine  égale  à zéro;  elle  est  aussi  satisfaite  par  z = h; 
donc  sa  dérivée  (p.  46,  r.  6)  a une  racine  entre  0 et  h : soit  l 
celle  racine.  La  dérivée  est 

( p z — 2Az  rz  0 , de  sorte  qu’on  a 

(4)  y'I— 2kl  = 0. 

Or , vu  l’équation  (1) , on  a 

' (6)  (pz  —f{x-\-z)  —fx—zfx , 

d’où  (6)  (pz  z=f'(x-\-z ) — / 'x , 

car  la  dérivée  se  prend  par  rapport  à z. 

Cette  relation  donne  <jp’0  = 0. 

Ainsi  l’idenlité  (4)  peut  s’écrire  ainsi 

ÿ'O — ÿ7-)-2Af  = 0 , 

et  prouve  que  l’équation 

( p'z — < pfl — 2A(z — [) 0 

est  satisfaite  par  z = 0 ; elle  l’est  aussi  par  z — L Donc  sa  dérivée 
(p"z — 2A  = 0 
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a une  racine  entre  0 et  /,  et  par  suite  entre  0 et  h;  soit  9-h  celte 
racine,  %)■  étant  0 et  <^1.  On  a donc 

(7)  y'Wi-2A  = 0 ; d’où  A = 1 q>"&h. 

Or,  de  (6)  on  déduit 

(p"z  ~ f"(x-\-z) 

donc  (p"&h  —f(x-\-d-h)  et  A z=  -f"(x-+-{Hi) 
et  la  relation  (2)  devient 

(8)  f(x+h) 

Ce  qu’il  faut  démontrer. 

On  prouve  de  même  que/(a?+/i)  = fx-\-hf{x-\-dh) , (9) 

â étant  un  certain  nombre ^>0  et <^1. 

*11.  Si  une  fonction  1 fix  et  sa  dérivée  ne  changent  pas  de  signe 
depuis  x — a jusqu’à  x = b qui  est^>a,  le  module  de  yix  ira 
constamment  en  croissant  de  x — a à x = b , pourvu  que  yix,  y/x 
soient  de  même  signe;  ce  module  de  y/x  ira  en  décroissant'- 
de  x = a à x — b,  si  y x et  y/x  sont  de  signe  contraire. 

En  effet,  soit  i un  infiniment  petit  positif;  on  a 


tp(x- 4-i)  = • .. 

i* 

Mais  dans  iy/x-\~  = yix/'-\- ...,  c’est  iy/x , et  par  suite  y;'x 


qui  détermine  le  signe;  donc  si  yi'x  est  constamment  de  même 
signe,  de  a à b,  et  si  ce  signe  est  celui  de  yjx,  il  est  évident  que 
le  module  de  yj(x-\-i)  sera  toujours  plus  grand  que  celui  de  yjx, 
et  ce  module  croîtra  avec  x.  Que  si  y/x  est  de  signe  contraire  à 
yjx,  ce  module  décroîtra. 

* III.  Supposons  actuellement  que  fx  = 0 ait  une  seule  racine 
comprise  entre  a et  b,  b étant  toujours  a.  On  commencera  par 
resserrer  l’intervalle  de  a à A,  jusqu’à  ce  qu’il  ne  tombe  dans  cet 
intervalle  aucune  racine  de/'x=:0 , ni  de  fx  = 0.  Si  cette  con- 
dition est  remplie,  ni  fx  ni  fx  ne  changera  de  signe  entre  x= a 
et  x — b,  et  deux  cas  se  présenteront. 


29. 
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1 °fa  et  fa  sont  de  même  signe,  ou  2°  ils  sont  de  signes  con- 
traires. 

1°  Dans  le  premier  cas,  représentons  notre  racine  par  6 — fi , 
fi  étant  la  correction.  Dans  la  relation  (9)  on  posera  x — b — (i , 
h=fi , et  on  aura 

fb  =f{b-fi+8r<t-&+&{t)  • 


Comme  b — fi  est  racine  de/#  = 0 , il  s’ensuit  que/(6 — fi)  est 
nul,  et  on  aura 

, fl 

1 _/'(5 -/?+#$ ' 

Mais  puisque  fa  est  de  même  signe  que  fa,  et  que/"#  ni 
fx  ne  change  de  signe  de  a à b,  il  s’ensuit  que/'#,  dérivée  de 
/#  est  constamment  de  même  signe,  de  a à b,  et  d’après  11,  le 
module  de/'#  ira  en  croissant  de  a à b ; ainsi  le  maximum  de 

/y 

ce  module  sera  celui  de  fb;  donc  fi^jrj 
et  b- fi,  ou  #<6—^. 

• En  second  lieu,  représentons  notre  racine  par  a-\-a  ; dans  (9) 
on  fera  x — a,  h — a,  e t l’on  aura 

/(a+a)  = fa-\-af(a->rda) , 
d’où , vu  que  a-\-a  est  racine , 


a=  — 


fa 


f (flr+-da) 


Donc 


..  fa  . „ fa 

a>~jrh  et  a+a  ou  #>/a-— . 


Ainsi  on  a pour  # les  deux  limites 

^ , fb  fa 


(10). 


2°  Si  fa  et  fa,  sont  de  signes  contraires , le  module  de/# 
ira  en  décroissant  de  a à b ; par  suite  le  maximum  de  ce  module 
sera  celui  de  fa,  et  dans  ce  qui  précède  on  remplacera/6  par fa. 
Donc  on  aura 

(ii). 
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Ici  ou  voit  donc  que  pour  appliquer  la  correction  — — , il 

J x 

faut  d’abord  faire  en  sorte  que  ni  y x ni  f'x  ne  s’annule  entre 
nelb;  ensuite  on  appliquera  la  correction  à 6,  si/'n  et  fa  sont 
de  même  signe,  sinon  on  l’appliquera  à a qui  est  <(6. 

Mesurons  l’approximation  : sa  mesure  est  la  différence  des 
deux  limites  de  x;  pour  (10)  nous  l’appelons  D , pour  (il) , D'* 

*="■  D = 4 


fb  ' 


soit  fait  b— a~  h ; on  aura 


^_hfb-fb+f(b-h) 

D-  Jb  • 

Or,  si  dans  (8)  on  remplace  x par  b , et  A par  — h,  on  trans- 
formera cette  expression  en 

n_h'f(b-d-h)  . 

2/6  ’ 

soit  M la  valeur  de  f"x  dont  le  module  est  maximu  A entre  a et 
b,  N celle  de/x  dont  le  module  est  minimum;  on  aura 


D<^. 

^ 2N 


Pour  D'  on  a 


V -b -a— 


A 

_ bfa—far\-h}-\-fa 

A 

expression  qui  d’après  (8)  est  égale  à 

hf  (a-hd-h) 

2 fa  * 

On  a donc  aussi 
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Ainsi , dans  tous  les  cas,  la  mesure  de  l’approximation  de  a 
ou  de  b étant  li  — b — a , ta  mesure  de  celle  que  fournissent 

(10)  ou  (11),  est 

Supposons  h < — , et  ^ , on  aura 

D < 10J”+‘. 

Donc  si  dans  une  première  approximation  on  a calcule  n dé- 
cimales, dans  la  suivante  on  pourra  en  calculer  2n-+-/*',  et  pour 
que  cette  nouvelle  approximation  ne  se  confonde  pas  avec  la  pré- 
cédente, il  faut  que 

2 n-\-h'^>n,  ou  — n. 


.Si  k était  — n , il  faudrait,  soit  par  rapprochement  des  limites, 

soit  par  tout  autre  moyen , calculer  x d’une  manière  plus  ap- 
prochée que  a et  b,  « 

En  outre,  si  l’on  est  conduit  à employer  b — 

* 1 

excès  de  moins  que  , on  le  calculera  en  moins;  si  on  cal- 


fb  . 
j~b>  qu«  est  en 


culait  aussi  en  plus,  la  valeur  calculée  ne  serait  exacte  qu’à 

2 fb  . . 

— — — près.  Ainsi  on  calculera  — , en  plus.  Si  au  contraire  on 
10’"+'  1 fb  r 

fci 

est  conduit  à employer  a — ~~  qui  est  en  défaut,  on  le  cal- 


culera en  plus. 

Dans  chaque  cas  on  sera  certain  de  l’approximation  , mais  on 
n’en  connaîtra  pas  le  sens.  Or  une  seule  substitution  le  déter- 
minera : car  soit  a1  une  nouvelle  valeur  approchée , comprise 
entre  a et  b;  si  fa'  est  de  même  signe  que  fa,  x sera  compris 
entre  a!  et  b;  ainsi  -a!  est  trop  petit;  si  fa!  est  de  signe  contraire 
à fa,  d est  trop  grand. 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  au  calcul  de  la  -racine 
positive  unique  de 


■r’-f-SGa; — 201  =0. 
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Celle  racine  est  comprise  enlre  2 cl  3.  D'a illemJfe  f a=3x’-|-86 
n\  f'x  — Qx , ne  sont  annulés  par  des  nombres  compris  entre  2 
et  3.  Le  maximum  de/"x  enlre  2 et  3 est  18  ; le  minimum  de 
fx  est  98  ; donc 

M _ 18 

2N  2.98  ^TÔ- 

Comme  x n’est  encore  calculé  qu’à  une  unité  près,  on  a n—  0; 
mais  comme  k — 1 , on  peut  appliquer  la  méthode  cl  calculer 
2n+/f=l  chitfre. 

D’ailleurs  ^2  et/"2  étant  de  même  signe,  on  emploiera  les 
formules  10. 


5 = 3,/5=/3  = 84,/'5  = 113;  donc 

/Ï  = ïï3  = 0'8-’elc' 


La  valeur  corrigée  est  3—0,8  = 2,2. 

Pour  reconnaître  le  sens  de  l’approximation,  on  calcule  f(2, 2). 


Or  on  a |/2  = — 2*  / = 9 8 f'  = 12  f"=  6 

produit  par  0,2  1,96  2,4  1,2 

par  !X  0,2 0,24  0,12 

par  ^x0,2 0,008 


/2, 2 est  <^0;  ainsi  2,2  est  approché  en  moins.  Comme  il  faut 
partir  de  la  valeur  en  plus,  on  calcule  les  fonctions  de  2,2 


|/= — 1,152 

f = 100,52 

f"— 13,2 

r= 6 

Pour  avoir  lcs/2  3,f"2,3,  etc., 
on  multiplie  par  0,1 

10,052 

1,32 

0,6 

;X0,1 

0,066 

0,03 

-5X0,1 

.... 

0,001 

Avant  de  faire  usagede  ce  tableau , nous  remarquerons  qu’ayant 
déjà  x à 0,1  près,  on  peut  faire  n=  1 , et  comme  k — 1 , on  a 
2 n-t-/f  35.  Ainsi  on  peut  maintenant  aller  jusqu’à  la  troisième 
décimale.  Dans  la  suivante,  on  pourra  calculer  2.34-1  =7  dé- 
cimales; dans  la  suivante  2 . 74-1  = 15,  etc. 
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On  trouve /2,3  = 8,967  ,/  = 101, 87,/'  = 13, 8,f"  = 6. 
Ainsi  la  correction  est 

8967 


= 0,089 — etc. 

101870 

et  la  nouvelle  valeur  corrigée  2,3 — 0,089  = 2,211  à moins  de 
0,001  près. 

Pour  reconnaître  le  sens  de  l’approximation,  il  est  plus  simple 
de  partir  de  2,2.  On  a 


/2,2  = 
— 1,152 

/'  = 
100,52 

f"  = 

13,2 

/"'« 

6 

produits  par  0,011  . 

1,10572 

0,1452  . 

0,066 

par. 1x0,011  . . . . 

0,0007986 

0,000363 

par  ^ x0,01 1 . . . . 



i 

0,000001331 

De  là  on  déduit  que/2,21 1 <^0.  Donc  2,21 1 est  approché  en 
moins. 

Pour  corriger,  on  calculera/2,212. 

Le  tableau  précédent  donne 


/ 2,211  = 
-0,045480069 

f'  = 

100,6655663 

r = 

13,266 

/'”  = 

6 

luils  par  0,001  . 

0,1006655663 

0,013266 

0,006 

1x0,001 

0,000006633 

0,000003 

-'XO.OOI 

0,000000001 

55192128 


= 0,0005482. 


On  trouvera 

/2,212 

/'2, 2 12“  100678832000' 

Ainsi  pour  troisième  valeur  approchée,  on  a 

x = 2,2 1 2 — 0,0005482  = 2,2 114518. 

Le  calcul  prouve  que  ce  nombre  est  approché  en  moins. 

On  trouve  ensuite  fi, 21 14519=0,000012053560859260359 


f 


= 100,67155851804083. 
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De  là  la  correction  = 0,000000011973154 
et  a:  = 2,2 11 4SI  888026846 

à (0,1)'5  près. ...  Le  sens  est  inconnu. 

Remarque.  Ces  différentes  méthodes  peuvent  être  employées 
à résoudre  par  approximation  les  équations,  telles  que 

x3— 7=0,  a:5— 13  = 0, 

3 5 _ 

c’est-à-dire,  à calculer  1^7,  V'XZ, ... 

Définition  18.  V élimination  a pour  objet  de  trouver  les  solu- 
tions communes  de  plusieurs  équations  renfermant  autant  d’in- 
connues. Ce  but  est  regardé  comme  atteint,  lorsque  les  équations 
proposées  sont  ramenées  à un  ou  plusieurs  systèmes,  dans  chacun 
desquels  il  y a une  équation  à une  inconnue,  une  seconde  à deux 
inconnues,  une  troisième  à trois  inconnues,  etc. 

On  se  restreindra  ici  au  cas  de  deux  équations  à deux  incon- 
nues , dont  la  résolution  sera  ramenée  à celle  de  un  ou  plusieurs 
systèmes,  composés  chacun  de  deux  équations,  dont  l’une  au 
moins  ne  renferme  qu’une  inconnue. 

Si  l’on  a deux  équations  de  celte  espèce,  F(ar,y)  = 0,  (py~  = 0, 
on  peut  de  la  dernière  tirer  au  moins  les  valeurs  réelles  de  y,  les 
substituer  successivement  dans  F(x.y)  = 0,  et  obtenir  les  va- 
leurs de  x correspondantes.  Cependant  si  quelques  valeurs  de  y 
ne  peuvent  être  connues  que  par  approximation,  il  sera  difficile 
de  mesurer  l’approximation  des  valeurs  de  x qui  y répondent. 


PROPOSITION  L.  — THÉORÈME. 

Si  les  premiers  membres  de  deux  équations  à deux  inconnues 
se  décomposent  en  facteurs , la  résolution  de  ces  deux  équations 
se  ramène  à celle  de  plusieurs  systèmes  d’équations  plus  simples. 

Soient  M = 0,  N = 0,  les  deux  équations;  supposons  que  M 
se  décompose  dans  les  facteurs  M,M,M3 . . , et  que  N = N,N,N3. . . 
Tout  système  de  valeurs  de  x et  y qui  annule  M , devra  annuler 
au  moins  un  des  facteurs  de  M ; de  même  tout  système  de  valeurs 
de  x et  y qui  annule  N,  annulera  au  moins  un  facteur  de  N; 
réciproquement  tout  système  de  valeurs  de  x et  de  y qui  annule 
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un  facteur  (le  M avec  un  facteur  de  N,  annulera  M et  N ; donc 
toutes  les  solutions  finies  des  deux  proposées  sont  données  par 
les  systèmes  d’équations  qu’on  peut  former  en  égalant  à zéro  un 
facteur  de  M avec  un  facteur  quelconque  de  N , ce  qui  donne 

M,  = 0,  N,=0  M,=0,  N,  = 0 |M,  = 0,  N3  = 0 | etc. 
M^O.N.rrO  MJ  = 0,Na  = 0 etc. 

etc. 

Remarque.  On  se  contente  ordinairement  d’opérer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

On  ordonne  M par  rapporta  l’une  des  deux  inconnues,  x par 
exemple,  et  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coef- 
ficients de  x , lequel  commun  diviseur  sera  une  fonction  dey, 
indépendante  de  x , et  pouvant  se  réduire  à un  nombre;  soit 
a ce  plus  grand  commun  diviseur;  posons  M «A.  Soit  de  même 
P le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  x dans  N , 
et  soit  N = /9  A,.  Il  peut  se  faire  que  a cl  P aient  un  facteur  com- 
mun ; soit  d leur  plus  grand  commun  diviseur,  et  soit  a — du , 
P = dp1  ; on  aura 

M = d«'A  = 0,  X = dp'd,=  0. 

Toute  valeur  dey  qui  annule  d,  annulera  M et  N,  quel  que 
soit  x.  Ainsi  l’équation  d — 0 donnera  des  valeurs  déterminées 
de  y,  auxquelles  on  pourra  adjoindre  telles  valeurs  de  x qu’on 
voudra. 

Restent  les  équations  a'A  = 0,  p'A,  = 0,  qu’on  pourra  rem- 
placer par  les  systèmes 

a'  = 0,  A,=0;  /?'=0,A=0;  A=0,A,  = 0.  • 

Dans  chacun  des  deux  premiers  systèmes , il  y a au  moins  une 
équation  qui  ne  renferme  qu’une  inconnue;  par  conséquent  ces 
deux  systèmes  seront  regardés  comme  résolubles.  Quant  au  troi- 
sième, pour  en  trouver  les  solutions,  on  y appliquera  la  propo- 
sition suivante,  dans  laquelle  on  n’oubliera  pas  que  A ne  ren- 
fermant aucun  facteur  indépendant  de  .r,  ne  peut  devenir  nul 
par  la  substitution  de  quelque  valeur  de  y que  ce  soit.  Il  en  est 
de  même  de  A,. 
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-,  PROPOSITION  LI.  — THÉORÈME. 

Pour  trouver  les  solutions  finies  communes  à deux  équations 
à deux  inconnues  A = 0,  A,  = 0,  A ne  renfermant  aucun  facteur 
indépendant  de  x,  non  plus  que  A, , on  ordonne  A.  et  A.,  par  rap- 
port à x,  et  l’on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A 
et  A, , ayant  soin  : V de  multipliér  chaque  dividende  par  le  mul- 
tiplicateur auxiliaire  le  plus  simple  qui  puisse  conduire  à un 
quotient  entier  en  y,  et  à un  reste  de  degré  moindre  que  le 
diviseur , par  rapport  à x ; 2°  de  mettre  à part  dans  chaque  reste 
tous  les  facteurs  indépendants  de  x (p.  21),  avant  de  prendre  ce 
reste  pour  diviseur.  Cela  fait , on  égalera  à zéro  le  facteur  indé- 
pendant de  x de  chaque  reste , avec  le  diviseur  qui  a fourni  ce 
reste , ce  qui  donnera  autant  de  systèmes  d’équations.  Mais , 
dans  le  fqcteur  fourni  par  le  second  reste , on  supprimer ç.  son 
plus  grand  commun  diviseur  avec  le  multiplicateur  du  premier 
dividende  ; dans  le  facteur  du  troisième  reste,  on  supprimera 
son  plus  grand  commun  diviseur  avec  le  produit  du  second  mul- 
tiplicateur auxiliaire  par  le  premier  déjà  divisé  par  le  plus 
grand  commun  diviseur  précédent , etc.;  enfin  dans  le  tlernier 
reste  on  supprimera  son  plus  grand  commun  diviseur  avec  le 
produit  des  multiplicateurs  auxiliaires  précédents , excepté  celui 
du  dernier  dividende,  produit  déjà  divisé  par  les  plus  grands 
communs  diviseurs  précédents. 

Les  différents  systèmes  d’équations  ainsi  modifiées  donneront 
exclusivement  toutes  les  solutions  finies  des  équations  proposées. 
(Théorème  de  Mi  Labatie). 

I.  Soient  à,  a,,  a,  ...ai  les  multiplicateurs  auxiliaires  de 
dividendes,  Q,  Q, , Q,  ...Q,  les  quotients;  fy,  fiy,  fy. . .fy 
les  facteurs  indépendants  de  x dans  les  restes  représentés  eux- 
mêmes  par  A ,fy,  A}  fy,  etc.;  oh  aura  les  identités  (p.  21) 

(1)  Au  =A,Q+A  Jy, 

(2)  A,rt,  = A,Q,-+-A3f,y',  •' 

(3)  ’ A,a,  = A3Q,-i-Aff,y. 

C7!)  Ai«3  = Afji-y-Affy, 


Ai  a,  — A,+,Qh-/j, 


4Go 
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La  dernière  opération  étant  supposée  représentée  par  cette 
dernière  équation,  le  dernier  reste fy  est  indépendant  dé  «. 
D’ailleurs  chacune  des  quantités  A,  A, , A,,  A3,  etc.,' est  première 
avec  toiitè  quantité  indépendante  de  x (p.  21). 

•On  a prescrit  de  prendre  pour  a,  a,  ...  les  fonctions  les  plus 
simples:  il  est  toujours  possible,  après  l’opération,  de  recon- 
naître si  cette  condition  est  remplie , et  dans  le  cas  contraire  de 
ramener  les  choses  à l’état  où  elles  se  trouveraient  si  elle  avait 
été  remplie  dès  l’abord.  En  effet  tant  que  a et/j  no  sont  pas 
premiers  entre  eux,  a n’a  pas  été  déterminé  de  là  manière  la  plus, 
simple:  car  supposons  que  a et /paient  un  facteur  commun,  r 
ce  facteur  est  indépendant  de  x;  nommons  le  yiy.  L’identité  (1)  • 
donne  •. 

.'•  A — =A,  — 4-A,— . 

/ •:  _,w  w w . 

r,  a f . A.O  ' 

Comme — , — sontentiers, I est  aussi  ; mais  A,  est  premier 

W W'  W . 

avec  1 ji  qui  ne  renferme  pas  X;  donc  (p.  13)  y divise  Q,.  Par 
conséquent  si  au  lieu  de  multiplier  A par  a,  on  l’avait  multiplié 

V . . . Q ' . ‘ 

par  —,  on  aurait  enoore  eu  un  quotient  entier  — . Donc  si  a est 

w . yy  • ••  -. 

déterminé  de  la  manière  la  plus  simple,  il  est  premier  avec  fy, 
et  si  on  ne  l’a  pas  déterminé  de  la  manière  la  plus  simple,  on 
divisera  (1)  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a et  /.Nous 
supposerons  donc  que  a soit  premier  avec  /,  o,  avec  /, , etc. , 
et  nous  ferons  voir  plus  bas  qu’il  est  toujours  possible  de  prendre, 
d’avance  des  mesures  telles  que  ces  conditions  sdîent  remplies. 

Du  reste  a étant  premier  avec  fy,  il  s’ensuit  que  a,  Q , fy, 
sont  premiers  2 à 2.  Car  tout  facteur  commun  à 2 de  ces  quan- 
tités serait  indépendant  de  x,  puisque  net/lesont;  donc  si,  par 
exemple,  Q et /^  avaient  un  facteur  commun,  en  vertu  de  (1)  il 
diviserait  A a,  et  étant  premier  avec  A,  cbmme  on  vient  de  le 
rappeler,  il  diviserait  a qui  ne  serait  pas  premier  avec/.  Il  en  est  \ 
de  même  dans  chacune  de  nos  divisions.  Ainsi- en  général  a„ , 
Q„,/,  sont  premiers  2 à 2. 

D’après  l’énoncé,  il  faut  : • • 

1°  Égaler  à zéro  A , et  fy,  ce  qui  donne  A,  = 0 , fy  — 0.  • . • - 
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2“  Supprimer  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /,  et  de  a; 
soient  d et//  les  quotients;  on  posera  A,=:0  avec //  =0. 

3°  Supprimer  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /,  et  a'a, , 
en  divisant  d’abord  par  celui  de  a,  et /,  ; soient  ,//  les  quo- 
tients; ensuite  on  supprimera  celui  de  «'  et//  , soient  a"  et  //' 
les  quotients.  On  posera  A3  = 0 , //'  =0. 

4°  Supprimer  de  même  le  plus  grand  commun  diviseur  de/t 
et  a"a',a ,,  et  en  général , à commencer  de /, , supprimer  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  chacun  des  facteurs  représentés 
par  la  lettre/,  et  le  produit  des  multiplicateurs  a,  a,,  a,  ...  des 
divisions  antérieures  à celle  qui  a fourni  ce  facteur/, ,/, , etc. , en 
ayant  soin  d’employer  ces  multiplicateurs,  tels  que  les  suppres- 
sions précédentes  les  ont  transformés. 

Les  systèmes  d’équation 

A . = 0 , f—  0 ; A,  = 0,//=0;  À3=0, //=0,  etc.  (a) 

donneront  exclusivement  toutes  les  solutions  finies  des  proposées. 

C’est  ce  que  nous  allons  prouver. 

II.  Je  dis  que  toutes  les  solutions  finies  des  proposées  sont 
données  par  les  systèmes  (a).  En  effet , parmi  les  identités  (l) , 
(2),  etc.,  j’en  prends  trois  consécutives  de  rang  quelconque, 
que  je  suppose  être 

(1  ) Aq — i.s, — , — A„ — iQn— A „ /,«_, 

(2)  A„_,  a„_,  = A„  Q0_,+An+/n_1 

(3  ) A „ — An+,Qn  —f—A, 

Entre  les  équations  (2')  et  (3')  éliminons  A„+1;  en  rassemblant 
dans  le  second  membre  les  termes  en  A„,  et  représentant  par  C 
la  somme  des  multiplicateurs  de  cette  quantité,  on  a 

A„ — 1 . Un — 1 . Qu  — A„  . C An-l-^/’n — i/,» 

Supprimons  le  plus  grand  commun  diviseur  de/„  et  a„_,  ; ce 
diviseur,  qui  est  indépendant  de  x , est,  par  suite  premier  avec 
A„,  et  divisera  C;  représentons  ce  que  devient  l’égalité  précé- 
dente, par 

A„_, . a'„_,  .Qu=A„.C'— A„+/n_,  ./„'. 

Entre  cette  équation  et  (!')  éliminons  A0_,  ; réunissant  dans 
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le  second  membre  les  termes  en  A„_ 3,  on  a un  résultat  de  la 
forme 

A„_4  . . C'  = A„_,  . D+A n+ifn-*  • fn-1 

Supprimons  dans  cette  équation  les  facteurs  communs  à a„_, 
et ce  qui  transforme  ces  quantités  en  , et  puis 

les  facteurs  communs  à a'„_,  et  à/„' , ce  qui  donne  a"„ _ , et 
représentons  de  plus  par  D' , ce  que  devient  D par  suite  de  ces 
divisions;  l’égalité  précédente  se  transformera  en 

An— J • fl"n— , .C’  — A„_,  .D'-(-An+,  'fn—i  ’fà—\  -fa  - 

En  remontant  ainsi  jusqu’aux  identités  (4),  (3),  (2),  (1),  on 
remarquera  que  : 1°  à mesure  qu’on  remonte  à une  autre  iden- 
tité, les  facteurs etc.,  subissent  une  suppression  de 
plus;  2°  ces  suppressions  s’étendent  sur  un  facteur  de  plus;  3°  les 
indices  de  A diminuent  d’une  unité,  hors  celui  de  An+,,  qui 
ne  change  pas;  4°  les  indices  de  a diminuent  d’une  unité,  et  en 
même  temps  a prend  un  accent  de  plus;  ô°  les  facteurs  qui 
affectent  respectivement  A„,  A„_ , , etc.,  dans  les  seconds  mem- 
bres, viennent  passer  comme  multiplicateurs  de  A„_ , , A„_, , etc. , 
dans  les  premiers  membres.  Cette  loi  des  indices  et  des  accents 
permet  d’écrire  la  série  des  égalités  qu’on  obtiendra  en  remon- 
tant jusqu’à  A ; la  voici  : 

(1")  AD_, .«'n_,Q0  = A„.C'-A 

(2”)  An-,  . o"n_,.C'  = An-,  .D'+A„+,  ./„” 

(3”)  An — 3 . a"’ n_, .D’  = A„_,.E— A„+, ./„_3 


(n — 1)  A , a , (n_  1 ) . K ==  A ,L±A  n+,  /,  /,'  f" /V1 

(n)  AaCjL  = A.Bt+A^//,'  fV 

Actuellement  je  ferai  sur  n une  première  hypothèse.  Je  le 
supposerai  égal  à i;  dès  lors  A„+,  = Ai+,  = 1.  L’équation  (n) 
prouve  que  tout  système  de  valeurs  de  x et  y qui  annule  A et 
A, , annulera  ///  f"f ...  /,('),  et  comme  celte  dernière  expres- 
sion ne  renferme  pas  x,  c’est  la  valeur  dey  qui  l’annule.  Donc 
toute  bonne  valeur  finie  dey,  est  racine  de,  l’équation 

(/?)  ////,"  ••.#>  = <> 
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ou  ce  qui  revient  au  même,  est  racine  de  l’une  des  équations 

/=o,//=o,//  = o,  .../;)=<). 

En  second  lieu,  je  suppose  que  n soit  l’un  quelconque  des 
nombres  0,1,2  .../' 

Parmi  les  systèmes  («) , considérons  le  suivant 
An+,  =0,  /ê+,'^=0. 

L’équation  (n)  prouve'quc  si  une  solution  des  proposées , par 
exemple,  x — h,  y—l,  est  telle  quey  = / annule  /^j*  sans 
annuler/,  //,  f"  ...  /(nn',  cette  solution  annulera  nécessaire- 
ment A„+1;  car  A et  A,  devenant  nuis,  si  l’on  substitue  celle 
solution  dans  (n) , il  faut  que  le  dernier  terme  s’annule,  ce  qui, 
d’après  l’hypothèse  qu’on  a faite,  exige  que  A^,  devienne  nul. 

1°  Soit  n = 0 , il  s’ensuit  que  les  bonnes  solutions  qui  n’annu- 
lent pas  A,  et/,  mais  qui  répondent  aux  valeurs  de  y tirées  de 
//  = 0,  annuleront  A,. 

2°  Soit  n~  1 ; il  s’ensuit  que,  si  des  valeurs  dey  annulent 
f"  sans  annuler  / ni  /,',  les  valeurs  de  x qui  leur  répondent 
proviennent  de  A3  = 0,  et  ainsi  de  suite. 

Enfin  que,  si  des  valeurs  de  y annulent  /('),  sans  annuler 
aucun  des  facteurs  précédents , les  valeurs  de  x qui  leur  répon- 
dent annuleront  Aî_j_,. 

Donc,  comme  il  n’y  a pas  d’autres  bonnes  valeurs  finies  dey 
que  celles  que  donnent  (a) , il  n’y  aura  pas  d’autres  bonnes  so- 
lutions que  celles  des  systèmes  (a). 

II.  Il  est  donc  prouvé  que  les  systèmes  (a),  donnent  toutes 
les  bonnes  solutions  finies.  Je  dis  que  réciproquement  toutes 
leurs  solutions  finies  sont  bonnes. 

A cet  effet  reprenons  les  relations  (1") , (2”) , etc.,  en  suppo- 
sant que  n soit  l’un  quelconque  des  nombres  0,  1,2..../. 

Soit  x—p,  y—q,  une  solution  du  système  An+1  = 0,  / ^ =0. 
Je  dis  qu’elle  annule  A et  À,. 

Pour  le  prouver  substituons  cette  solution  dans  l’égalité  (3') 
ainsi  que  dans  (1")  (2"),  etc....  (n);  mais  commençons  par 
substituer  la  valeur  dey. 
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Comme  y — q est  racine  de/'Ô^O.  Cette  substitution  annulera 
etc.,  qui  ont  toutes / ^ pour  facteur.  Ainsi  dans ccs re- 
lations , les  derniers  termes  disparaissent.  Aucune  autre  des  quan- 
tités qui  entrent  dans  ces  égalités  ne  s’annulera.  Car  si  yr=-q  an- 
nulait A , y — q diviserait  A et  de  même  des  autres , ce  qui  ne  se 
peut,  A,  A, , A,,  etc.,  ne  renfermant  aucun  facteur  indépendant 
de  x.  En  second  lieu  a'0_,  est  premier  avec et  ne  saurait  s’an- 
nuler en  même  temps  que  est  premier  avec f",  et  ne 

saurait  s’annuler  en  même  temps  que  ce  facteur,  etc.  Ainsi 
a'a_, , a"„_, , ...  se  réduiront  à des  nombres  sans  x,  ni  y. 

Enfin  Q„  étant  premier  avec /„  (on  sait  que  dans  chacune  de 
nos  divisions  le  multiplicateur  du  dividende,  le  quotient,  et  le 
reste,  sont  premiers  2 à 2).  Q„  ne  saurait  être  nul  en  même 
temps  que/„.  Ainsi  dans  (1")  le  premier  membre  ne  devient  pas 
nul;  mais  le  terme  An+, le  devenant,  il  est  impossible  que 
A„.C'  le  devienne;  C’  ne  s’annule  donc  pas.  On  reconnaîtra  de 
même  qu’aucune  des  quantités  D',  E,  etc.  L , M , ne  s’annule.  Dans 
ces  quantités  y disparaît,  puisque  nous  le  remplaçons  par  q; 
pour  abréger  nous  ne  changerons  pas  les  notations  qui  les  re- 
présentent. 

Les  relations  dont  il  s’agit  se  réduisent  donc  à 

AD — , (i  i.A„+,  Qo,  An — , .u’n— i Qn An— a . C ; 

A„_,  o"»_, . C'=A„_a  D1;  etc. 

A,  o,(«+,).K=AaL;AaWL=A1M. 

Multipliant  entre  elles  toutes  ces  égalités , hors  la  dernière,  on 
trouve,  simplification  faite, 

(w)  A,Xao.an — i «S  n — a • •#  — An-|- 1 . L 

multipliant  celle-ci  par  la  dernière  ci-dessus,  on  a 

(y)  A Xaa.  a'„_, . a"._a . . .= An.+.,  M 

Remplaçons  dans  («)  et  (y)  x par  p ; A„+,  s’annule,  vu  que 
y=q,  x=q  est  une  solution  de  = 0,  A„+,  = 0.  Donc 
A et  A,  s’annulent  aussi,  et  la  solution  x =p,y—q  est  bonne. 
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Ce  raisonnement  s’étend  à- tous  les  systèmes  (a),  puisque  rien 
n’empêche  de  supposer  successivement  n = 0, 1,  2 

Donc  les  systèmes  (a)  donnent  toutes  les  solutions  finies  des 
proposées,  et  réciproquement. 

1er  Exemple. 

A=x3-hx’( — 3y-t-3)-f-x(3y’ — 6y — 1)  — y3+3y’+y — 3=0 
A ,=x’+x(2y+4)-|-y’H-4y4-3=0. 

Aucun  de  ces  polynômes  n’ayant  des  facteurs  indépendants 
de  x,  on  procède  aux  divisions.  La  première  n’exige  point  de 
préparation  ; ainsi  a—  1 

* M-*’  ( — 3y-t-3)-Hr(3y — 6y  — 1 ) x’-|-x(2y-+-4  ) 

— r3+3r’+r-  3 -hr’-i-4y+3 
reste  +ar,( — 5y — l)-f-x(2y’ — lOy — 4 J — etc....  x — 5y — 1 
reste  -(-x(l  2y’— )— 1 2y)+4y 3H-24y’+20y 

Ce  reste  se  décompose  en 

4(r'+r)l3*+r+sl 

Faisant  abstraction  du  facteur  4,  on  a 

fr=T'~ HT»  et  A,=3i+y-f-5. 

On  divise  À,  par  A,,  après  avoir  multiplié  A,  par  3. 

3x’-|-x(6y-(-12)-f-3y’-|-12yH-9  3x~f-y-f-5  ’ 
reste  -f-x(5y-)-7)  etc.  x,  5y-|-7 

On  multiplie  encore  par  3,  de  sorte  que  a,  =9 

3x( . 5y+7  )H-9yH-36yH-27 
reste  4y’+4y — 8 — /,y. 

On  a donc  les  deux  systèmes  A ,=  0 ,fy=z0;  A,  = 0,y’,y=0. 
Comme  a—  1 , et  que  par  suite  ni  fy  ni  /,y  n’ont  de  facteur 
commun  avec  a,  on  conclut  que  toutes  les  solutions  finies  de  ces 
deux  systèmes  sont  bonnes  et  réciproquement.  L’équateur /y=0 
ouyH-y=0  donney=0,y=  — 1.  La  valeur  y=0substituée 
dans  A,  donne  x’-t-4x-j-3=0  d’où  x—  — 1 et  x — — 3. 

La  valeur  y = — 1 substituée  de  même  dans  A,  donne 
x’+2x  = 0 d’où  x = 0,  x—  — 2. 

5o 
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Quant  au  système  A ,=  0,/,y  = 0 , cette  dernière  équation 
donne  y — — 2cty=l, 

valeurs  qui  mises  dans  A, =0,  donnent  respectivement 
x— — l , x~ — 2, 

de  sorte  que  les  solutions  des  équations  proposées  sont 
y=  0 , X — — 1 ; — 2 , .r  = — 1 , 

y—  0,  x—  —3;  y—  l,x=—  2, 
y=—t,x=  0, 

y = — 1,*=—  2. 

2e  Exemple. 

M = a?3y-H»’(—  3 y' — 9y)-H£(3yM-18y’-|-23y) 

— y'< — 9y3 — 23y* — 15y  = 0 
N — jr’(y*+l  )+ar,(3j’ — 3)-Hr(3y3  — 3y’ — 7 y — 1 ) 

-t-y'< — 2y3 — 4y’4-2y+3  — 0. 

M renferme  le  facteur  y,  et  N le  facteur  y-|-l,  qui  sont  premiers 
entre  eux. 

On  a donc  les  deux  systèmes  y=0 , A,  = 0;  y+1  = 0,  A = 0 , 
et  on  divise  A par  A, 

A — - Ai  = 

= x3-+-x2(— 3y— 9)-+-x(3y2-t-18y-t-23)  x"!-4-x5(3y— 3;-l-x(3y2— <îy-l) 
— yl-9y2— 23y— 15-4-  -t-y^— 3y2-y- 1-3 

reste  a:2(— 6y-6)-t-x(12y-t-24)— 2y3— 6y-  i 

— 22y— 18 

Ici  « 1 ; ce  reste  se  décompose  en 

2Cr-H)  (— 3æt’+12x— y1— 2y— 9)  ; 
d’où , négligeant  le  facteur  2,  on  a 

f y—y-\-\  , et  À,  = — 3x*-y-\2x — y’ — 2 y — 9. 

Pour  continuer,  on  multipliera  A,  par  3 , on  peut  aussi  multi- 
plier A,  par  — 1. 

3x3-t-x2l9y— 9)-t-x(9y2— 18y— 3)-+-3y3 — 9y2— 3y4-9  3x2— 12x-*-y2-i-2y-f-9 
reste  -t-x2(9y-t-3)-t-x(8y2—  20y— 12)-+-  etc.  x-t-3y-t-l 

reste  -+-x  8y2-+-16y)~  16y2— 32 y; 

ce  reste  renferme  le  facteur  8 qu’on  négligera  ; ensuite 
/.  y =y’4-2y,  et  \3  = x—2  ; 
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d’ailleurs  fl,  = 3.  Divisant  A,  par  A3  = x — 2,  on  a un  reste  indé- 
pendant de  qu’on  peut  obtenir  en  faisant  x=2  dans  A, 
(p.  9),  et  qui  est  f.yxzy'~\-<2y — 3.  Aucun  des  facteurs/,  f, , f, 
n’a  de  facteur  commun  avec  a,  a,.  Donc  on  aura  pour  les  équa- 
tions proposées  les  solutions  des  cinq  systèmes 

A = 0 , y+1  = 0 ; A,  =0  , j = 0;  A,=0,  7-+-I  =0; 

A,  = 0 , j’+2j=  0 ; A3  = 0 , y*-+-2y — 3 = 0. 

Les  solutions  du  premier  sont  : 

• yz= — 1 , avec*—  0,  x=  2,  x = 4; 

celles  du  second  : 

y—  0,  avec  .r  = 1 , .r  == — \ , x — 3; 
celles  du  troisième  : 

y— — 1 , avec  x — 0,  x = 2,ar=4; 
celles  du  quatrième  : 

y=  0,  avec  x~l,  x—  3, 
et  y— — 2,  avec x—\,x—  3; 

enfin  le  dernier  donne 

x — 2,  avec  j = 1 , et  y = — 3. 

3e  Exemple. 

A — ( y3 — r1)  x3-\~x  (y — 1 )-|-r  — 0 
A.=*V’— l)+*(r-lH-2=0:  • 

Le  premier  coefficient  de  A est  y'(y — 1) , celui  de  A, , 

(y— 1)  (y+1);  on  multiplie  donc  A par  y+1  — a; 

xKy— i)(r+i)*M-*(r’~  i)+ra-hr  *3(rw *)-!-■*(/— 1)+2 

reste  +x(— y3+2j1— 1)— y’+y  y1 

Le  reste  contient  le  facteur  y — 1 , et  donne 

fy—y- 1 , A,  = x(— j’-j-j-t-l)  -yi 

3o. 
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En  divisant  A,  par  Aa,  il  faudra  multiplier  A,  par  — 7M-7-+-I  • 


— 2ÿ7+2y+2 

1"  reste  -Hr7(-(-ÿ3— y)-t-  ... 


*(— y 

®(-+-y3— y) , 

yS—‘2yt>+2y3-¥-%y'!— y— 1 


Il  faut  multiplier  ce  reste  par  — qui  esl;  premier 

avec  — jr3— J— 1 , et  continuer 

x 1 ( +r : 3 • — r)  (— y *-+y + O + * (7r> — 3 +t3+ 3^’ — ^ — 1 ) 

+2ji--4j3— 2j’H-4j+2 
2e  reste  x(j5— 2j4+j3+j’-f-/— 1)  + etc. 

On  multiplie  par  — 7M-7-M , parce  cfüe  le  coefficient  y5—  etc. , 
est  premier  avec  — ; on  continue 

x(j5— 2j4+j3-+-2/1— y—  1)  (— 

— — 1 0j3-t-6j-f-2 

3e  reste  _ j6+4  j5+/4— 8j3— j’-+-5j+2  ==/, . 


Ici  d’ailleurs  a,  = (— j’-f-j+l)3. 

/ et  a ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  a ; ainsi 
/ , — ■/’-(- 57' — 4/* — 4j’’+3j+2  — 0 avec  Aa=0. 

En  outre  y — 1=0  avec  A,  =0;  màis  si  l’on  faitj=l  dans 
A, , il  se  réduit  à 2 , de  sorte  qu’à  cette  valeur  de  y il  ne  répond 
aucune  valeur  finie  de  x. 

Quant  à l’équation  /,'  = 0,  elle  n’a  point  de  racines  com- 
mensurables. 

. 4e  Exemple. 


A —yx3 — 3.r-+-l  =0,  (y — l)ar’+a; — 2 = A,  = 0. 

On  trouve  ici 

a = (/—!)’ , A,  = ar(j’— 5j+3)  — j’+lj— 1 , /=  1 , 

a,  = (r’— 5/+3)’’  A3— 1 * 

/ = ys — 1 0/M-37/3 — 64j’-|-52)- — 1 6. 

Ici  a est  facteur  dans/,,  et  il  vient 

8r’+20r— 16  = 0. 

Les  racines  de  cette  équation  sont 

• 7=2, 7=2, 7=  4. 
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L’équation  A,  = 0,  pour  y— 2,  donne  x=\ , et  pour  y = 4, 
elle  donne  x — — 1. 

•5e  Exemple. 

A “ ,r5(y — — 5j^-— |— 3 = 0,  A,  =yr’-|-9.r — 10y  = 0. 

« —y,  Q =r-l , f=  1 , A,  = (— 7y+9>-}-5y’— 7 y. 
a,  = (—774-9)’ ,/,  = 25/’ — 7 Or  * — 1 26y5+4  1 4y’-243y  = 0. 

Ici  f—  0 ne  donne  rien;/,  et  a ayant  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur  y,  on  divise  f,  par  y,  et  l’on  a 

/,'  = 2ôy  « — 7 Oy’—  1 26y’+4 1 4y— 24  3 = 0 
avec  A,  = 0. 

Cette  équation  en  y donne 

y = 1 , y — 3 , et  25y’-+-30y— 81  =0 

pour  déterminer  les  deux  autres  racines  qui  sont  incom- 
mensurables. 

A,  = 0 pour  y—  1 , donne,  x—  1 
poury=3,  x — 2. 

6e  Exemple. 

A = ,r,y,-j-.r,(y'1 — 4y)-|-.r(yi — 2yJ — 5y',-f-y-|-4) 

— r3+3y’4-3y— 2 = 0 

A,  zzx3y— 2a:,+ar(y3— 2y’— 3y-|-l)— yM-2y-|-3  = 0. 

On  aura 

a =1,  Q =y,/=y1— 2,  A,  =yx'— 2x+l  ; 
a,  = 1 , Q,  = x,  f,  =y’  — 2y — 3 , A,  = xy— 1 ; 
a,=y,  Qt—  x—t,f,=y—t. 

Les  systèmes 

/=  0,A,  = 0;  /,=  0,A,=0;  /,=0,A3  = 0; 

donnent  les  bonnes  solutions  et  point  d’autres. 

Remarque  1.  Nous  avons  prescrit  d’employer  dans  chaque 
division  le  multiplicateur  auxiliaire  le  plus  simple.  Quoique  celle 
précaution  ne  soit  pas  indispensable,  cependant  il  est  bon,  pour 
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simplifier  les  calculs,  de  chercher  à obtenir  dans  chaque  cas, 
pour  le  multiplicateur,  l’expression  la  plus  simple. 

Considérons,  par  exemple,  le  multiplicateur  a;  dans  la  pra- 
tique, on  ne  détermine  pas  a d’avance,  ce  qui  n’est  pas  toujours 
possible  s’il  s’agit  d’en  obtenir  la  détermination  la  plus  simple; 
dans  chaque  division  partielle,  on  cherche  le  multiplicateur 
nécessaire , et  il  a été  prouvé  (p.  18,  r.)  que  le  produit  de  ces 
multiplicateurs  est  la  valeur  de  a.  Or,  je  dis  que  si  dans  chaque 
division  partielle  le  multiplicateur  est  premier  avec  le  reste,  le 
produit  de  ces  multiplicateurs  sera  aussi  premier  avec  le  reste 
définitif.  En  effet,  soient  m,  m' , m",...  les  multiplicateurs  em- 
ployés dans  les  divisions  partielles  de  A par  A,;  q,  q' , q”  ...  les 
quotients;  A1,  A",  A'"  ...  les  restes.  On  a 

(1)  km  =k,q~\-k! 

(2)  AW=Al9'+A" 

(3)  A'W'=3A,?"-hA'" 

etc. 

De  plus  a=.mm'm"  ...  (p.  18,  r.). 

Or,  si  q est  de  la  forme  Rrn-f-  •••  q' , qui  est  la 

suite  du  quotient,  est  tout  au  plus  du  degré  n—m — 1 , et  peut 
être  représenté  par  S pouvant  être  nul. 

Cela  posé,  je  dis  que  si  m est  premier  avec  A’,  il  l’est  avec 
A".  Car  soit  y—X  un  facteur  premier  de  m : de  deux  choses 
l’une,  ou  il  divise  m' , ou  il  ne  le  divise  pas.  S’il  divise  m' , qui 
est  premier  avec  A",  y — X ne  divisera  pas  A"  ; si  y — X ne  divise 
pas  m,  faisons  y ^.X  dans  l’équation  (1);  le  premier  membre 
km  devient  nul,  vu  que  y — est  un  facteur  de  m;  mais  A, , q 
et  A1  sont  premiers  avec  m;  donc  ni  k,q  ni  A'  ne  deviendront 
nuis,  et  pour  que  k,q-\-k'  le  devienne,  il  faut  que  k,q  et  k! 
deviennent  des  polynômes  du  même  degré  par  rapport  à x : 
soit  If  ce  degré;  soit  l le  degré  auquel  se  réduit  A,  ; celui  auquel 
se  réduit  ne  sera  pas  inférieur  à n — w ; on  a donc 


H-n— w. 


Posons  également  y = Xdans  l’équation  (2)  ; AW  ne  devient 
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pas  nul  ; si  A"  était  divisible  par  y — ô,  A"  deviendrait  nul;  donc 
A 'ni',  ou  A'  se  réduirait  au  même  degré  que  A,q',  ce  qui  ne  se 
peut;  car  q'  étant  au  plus  du  degré  n — a) — 1 , et  A se  réduisant 
au  degré  l,  il  s’ensuit  que  A'  se  réduirait  au  plus  au  degré 
I-+-11 — a) — t , tandis  que  nous  savons  qu’il  se  réduit  au  moins 
au  degré  l-+-n — a».  Donc  A1'  ne  s’annulera  pas;  donc  m est  pre- 
mier A",  et  m'  l’étant  aussi,  il  s’ensuit  que  mm!  l’est.  Actuelle- 
ment éliminons  A'  entre  (1)  et  (2),  nous  aurons 

Kmm!  = A.  (gm-+-q')-\-A" 
avec  M'm"  = A,  <7"+ A'". 

Le  raisonnement  qu’on  vient  de  faire  prouve  que  mm",  qui 
est  premier  avec  A",  l’est  avec  A"'  si  m"  l’est  ; donc  mm' ni"  l’est 
aussi,  et  ainsi  de  suite. 

Remarque  2.  Si  les  derniers  termes  des  équations  A =:  0 , 
A,  =0  sont  plus  simples  que  les  coefficients  des  premiers,  on 

facilitera  les  calculs  en  remplaçant  x par  - ; les  facteurs  en  y 11e 
changeront  pas,  et  quant  aux  équations  en  x,  on  pourra  y rem- 
placer de  nouveau  x par  — . 

1 1 x 

Remarque  3.  Il  peut  se  faire  que  le  reste  indépendant  de  x 
soit  nul.  Supposons,  par  exemple,  qu’on  ail 

A a —A,Q~\-A,f 

A,a,  = AuQ,-hA/i 

A.rtj  — AjQ.,+/.A4 

Ajflj  = A;Q3. 

Dans  ce  cas  A4  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A et 
A , , qui  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

A = A4A',  A,  = AjA'. 

Toute  solution  qui  annule  A4,  annulera  A et  A,;  ainsi  les 
proposées  admettront  les  solutions  indéterminées  de  l’équation 
A-  = 0.  Mais  elles  admettront  en  outre  les  solutions  des  équations 
A'  = 0,  A','=0.  Or,  pour  trouver  celles-ci,  il  n’est  pas  nécessaire 
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de  recommencer  un  nouveau  calcul.  Car  les  équations  ci-dessus, 
divisées  par  A-,  donnent  : 

A'«  ==  A/Q+  y/' 

A/a.  = Q.+^/i 

a4  a4 

A,  • A4 


— — — O 
A-  ~A/y’ 


A,  A3 


et  comme  — » t-  sont  entiers  en  x et  y , les  solutions  de  ces 
A4  A4 

équations  seront  déterminées  par  les  systèmes 


A/  = 0,/y  = 0 


Ê = 0’^° 


^=o,/,Mr=o. 

A4 


Remarque  4.  Il  n’est  pas  indispensable  de  préparer  les  divi- 
dendes de  façon  que  les  quotients  soient  entiers  : on  peut  opérer 
par  quotients  fractionnaires,  réduire  le  quotient  et  le  reste  au 
dénominateur  commun  le  plus  simple,  et  supprimer  ce  déno- 
minateur. Car  la  relation  Aa  — A,Q-j-A,fy  est  la  même  chose 

. Q A 2fr 
que  A — A,  — | — . 

* n n 


PROPOSITION  LH.  — PROBLÈME. 

Étant  donnée  une  équation  entre  x et  y,  dont  le  premier  mem- 
bre n’ admet  aucun  facteur  indépendant  de  x,  et  une  seconde 
équation  en  y seulement , reconnaître , sans  chercher  aucune 
valeur  de  y,  combien  la  première  équation  donne  de  valeurs 
finies  de  x pour  chaque,  racine  de  la  seconde. 

Soient  ...  -}-Ci,_1æH-Ci,  :=  0 la  pre- 

mière équation,  C,  C,  ,..  C„  étant  des  fonctions  dey  qui  n’ont 
aucun  facteur  commun  à elles  toutes;  soit  Fy  = 0 la  seconde 
équation.  Pour  qu’à  une  valeur  y = $•  tirée  de  cette  équation 
répondent  n valeurs  finies  de  x,  il  faut  et  il  suffit  que  cette 
valeur  de  y n’annule  pas  C,  ou  que  y— ^ ne  divise  pas  C.  Par 
conséquent , si  l’on  peut  décomposer  Fy  en  deux  facteurs , dont 
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J*un  (f>y  soit  premier  avec  C,  tandis  que  l’autre  ifiy  ne  renferme 
que  des  facteurs  premiers  qui  divisent  C,  on  sera  certain  1°  qu’à 
toute  racine  de  <py  — 0 répondront  n valeurs  finies  de  a;,  2°  que 
les  racines  de  yiy=z  0 annulant  chacune  le  coefficient  C,  il  n’y 
a pas  plus  de  n — 1 valeurs  finies  de  x qui  répondent  à chacune 
de  ces  racines. 

Pour  trouver  ces  facteurs , on  cherchera  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  Fy  et  C;  soit  D ce  plus  grand  commun  diviseur; 
Fv 

divisez  F 'y  par  D;  si  -g-  a encore  des  facteurs  communs  avec  C, 

ces  facteurs  ne  peuvent  être  que  des  facteurs  de  Fy  et  deC, c’est- 
à-dire  des  facteurs  de  D ; on  cherchera  donc  le  plus  grand  com- 
Fv 

mun  diviseur  de  et  de  D;  soit  D,. 

Fr  Fy 

Divisant  par  D,,  on  reconnaîtra  de  même  que  si  — — 

a encore  des  facteurs  communs  avec  C,  ces  facteurs  ne  peuvent  être 

Fy 

que  des  facteurs  de  -g-  et  de  C , c’est-à-dire  de  D.,  ; on  cherchera 

Fy* 

le  plus  grand  commun  diviseur  de  et  de  D,;  nommant  D, 


ce  diviseur,  on  calcule 


Fy 


-,  et  l’on  continue  à chercher  le 


DD.D, 

plus  grand  commun  diviseur  entre  le  quotient  et  le  diviseur  qui 
a donné  ce  quotient.  On  parviendra  ainsi  à chasser  de  Fy  tous 
les  facteurs  premiers  qui  divisent  C;  le  quotient  qui  sera  premier 
avec  le  diviseur  qui  l’a  fourni , sera  çy;  divisant  C par  (py , on 
a yiy. 

Cela  fait  puisque  toutes  les  valeurs  de  y tirées  de  i py  — 0 an- 
nulent C,  l’équation  en  x ély  se  réduira  à 

C,j?n  '—yCaa?0  a ...  —}— Cn  ~zz  0 


pour  donner  les  valeurs  finies  de  x qui  répondent  à i^y=:0. 
On  comparera  donc  ifiy  à Ci , afin  de  décomposer  ifjy  en  deux 
facteurs  (p,yX  ifiy  dont  le  premier  <py  soit  premier  avec  C., , 
tandis  que  rp.y  ne  renferme  que  des  facteurs  premiers  qui  di- 
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visent  C,.  À chaque  racine  «1e  <p,y=  0 répondront  n—  1 valeurs 
de  x , tandis  que  pour  chaque  racine  de  y,y=  0 il  y aura  au 
plus  n — 2 valeurs  finies  de  x. 

Ainsi  rien  n’empêche  de  décomposer  Fy  en  facteurs  qui  éga- 
lés à zéro  donnent  des  valeurs  de  y à chacune  desquelles  répon- 
dent des  valeurs  finies  de  x en  nombre  connu. 

Il  faut  appliquer  ceci  à chacun  des  systèmes  (a)  de  la  propo- 
sition 51  ; car  il  est  bien  reconnu  que  les  solutions  finies  de  ces 
systèmes  (a)  sont  bonnes;  mais  on  n’a  rien  prouvé  quant  à leurs 
solutions  infinies. 

Du  reste  si  dans  A=0,  À,n:0,  on  fait#  = -^,etqu’ensuiteon 

X 

cherche  les  valeurs  de  x'  et  dey,  pour  chaque  couple  tel  que 
y— y,  x*  — 0,  les  proposées  admettront  une  solution  y =■  y , 
x—  ao  . On  trouve  semblablement  les  solutions  telles  que  y—  oo  , 
x — k , et  enfin  celles  qui  sont  de  la  forme  y — <x> , x — oo  . 

Définition  19.  Etant  données  deux  équations  à M = 0 , N :=  0 , 
à deux  inconnues  x et  y,  et  dont  les  premiers  membres  n’ont 
pas  de  facteur  commun;  on  appelle  équation  finale  en  y l’équa- 
tion dont  le  premier  membre  est  le  produit  des  facteurs  qui 
donnent  les  bonnes  valeurs  de  y,  chacun  de  ces  facteurs  étant 
élevé  à une  puissance  dont  le  degré  est  égal  au  nombre  des  va- 
leurs finies  de  x qui  répondent  aux  valeurs  de  y que  fournit  ce 
facteur  égalé  à zéro  ; de  sorte  que  pour  former  cette  équation 
en  y,  il  faut  commencer  par  chercher  les  facteurs  a,  fi'  (prop.  50), 
ensuite  fy,  fi'y,  fi" y ...  (prop.  51);  comparer  chacun  de  ces 
facteurs  à l’équation  en  x qui  y répond,  et  le  décomposer  d’après 
la  proposition  précédente;  a'  se  décomposera  ainsi  en  plusieurs 
facteurs  dont  chacun  devra  être  élevé  au  degré  marqué  par  le 
nombre  des  valeurs  finies  de  x qui  répondent  à ce  facteur  égalé 
à zéro;  il  en  sera  de  même  de  fi,  fy,  fi'y,  etc. 

* Remarque . Cette  définition  de  l’équation  finale  est  loin  d’être 
convenable,  surtout  si  l’on  veut  avoir  égard  à toutes  les  solutions 
<jue  les  deux  équations  peuvent  admettre,  savoir  les  solutions 
infinies  tout  aussi  bien  que  les  solutions  finies. 

Pour  la  définir  d’une  manière  plus  précise,  nous  supposerons 
deux  équations,  l’une  de  degré  m,  l’autre  de  degré  n,  par  rap- 
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port  à x*.  Soient  ces  deux  équations 

xm-'-{-b,xm—‘+  • • • +*m  = Ô , 
ex"  -f -c,xn~'  ■+-c,x',~t-\~  . . . +en  = 0, 

les  coefficients  b,  b,  ...  c , c,,  etc. , sont  des  fonctions  de  y de 
tel  degré  qu’on  voudra , et  dans  ces  fonctions  les  coefficients  des 
puissances  de  y sont  des  lettres  toutes  différentes  et  indépen- 
dantes les  unes  des  autres.  Il  résulte  de  là  que  ces  polynômes 
fonctions  île  y sont  premiers  2 à 2.  Car  soient  deux  polynômes 
tels  que 

kf-\-k,  y— H-  . . . -f-Z'i , et  . . . -\-V\  i 

pour  qu’ils  aient  un  facteur  commun  quels  que  soient 


k , k , ...  k,,  k,  etc., 

il  faudrait  que  ce  facteur  subsistât,  si  l’on  fait  tous  ces  coeffi- 
cients nuis,  excepté  k,  k„  k';  mais  dans  ce  cas  les  polynômes 
deviennent 

ky'+k,  et  A'y  ' , 

et  n’ont  point  de  facteur  commun. 

Cela  posé,  on  fournira  les  moyens  de  trouver  l’équation  en  y 
qui  donne  toutes  les  valeurs  de  y capables  de  satisfaire  aux  deux 
proposées  en  même  temps  que  des  valeurs  de  x;  cette  équation 
sera  l’équation  finale  des  deux  proposées , et  si  dans  les  propo- 
posées  ainsi  que  dans  l’équation  finale  on  donne  aux  coefficients 
et  aux  exposants  des  valeurs  particulières , ces  trois  équations 
deviendront  numériques,  et  nous  regarderons  la  troisième 
comme  l’équation  finale  des  deux  premières. 


* PROPOSITION  LXIII.  — THÉORÈME  (de  M.  LaBATIe). 

Soient  les  équations 

bxm-j-  ...  H-bm  = <jp(x,y)  = 0,  et  cxn+  ...  -j-ca=rp(x  ,y)  = 0 
Nommons  fi, , fi,  . . . fim , les  racines  de  la  première  résolue 

' Dans  co  qui  suit  le  degré  est  toujours  pris  par  rapport  à x.  à moins 
d'avis  contraire. 
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par  rapport  à x;  y, , y,  • • . y„  celles  dë  la  seconde  , résolue  de 
même  ; le  produit  des  différences  entre  chaque  racine  de  la  pre- 
mière et  chaque  racine  de  la  seconde  sera  une  fraction  irréduc- 
tible ayant  pour  numérateur  une  fonction  entière  de  y,  et  pour 
dénominateur  b”  . cm. 

En  effet  on  a 

q>(*,  y)  = A(x  —ff)  (x  — ff)  ...  (x  — /?„) 

d’où 

(p(y,,  y)  =b(y,—fit)  ...  (y,— /3m) 

?(y»  r) = b{y-ft)  (y>-/3,)  • • • (y*-/3™) 

• etc. 

9>(y»»  r)  = %»—/*.)  (y-— /3,) . . . (y„— /3in) 

ApellonsP  le  produit  des  mn  différences  (y, — /?,)  ...  (y„ — /?„) , 
et  multipliant  toutes  ces  égalités  (n)  entre  elles,  on  en  déduit 

<jp(y.,j)  X ...X(p(ya,y)=bn  .P. 

Or  toutes  les  expressions  (p (y,,  y),  etc.,  sont  des  fonctions 
entières  de  b,  b,,  A,  ...;  donc  Av  . P est  aussi  une  fonction 
entière  de  A , A,  . ..  Am. 

Mais  on  a aussi 


i//(x,  y)  = c(y  —y,)  (y  —y,) ...  (y  —y,). 
D’où  • 

vO9'  > r)  = c(/3.  -y.)  (/*■  -y»)  — O*,  -y») 
yfr  » r) = c O*,  —y.)  (/*»  — y.)  •••  03»  -y») 

etc. 

^(/3m , y)  = c (/3m— y,)  (/3m— y 0 ...  (/3m— y») 


(m). 


Si  l’on  fait  le  produit  dè  ces  équations  (m),  le  second  membre 
contient  comme  facteurs  les  différences  /î, — y, , etc.,  prises  ici 
avec  des  signes  contraires  à ceux  dont  elles  sont  affectées  plus 
haut.  On  a donc 

y(ff, , y)x  . . . tp(j 3ro , y)  = ±cmP. 

Or,  ip(x,  y)  est  une  fonction  entière  de  r,  c,  ...  c,;  donc 
c"'P  et  par  suite  AncraP  est  une  fonction  •entière  de  c 
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aussi  bien  que  de  A,  ...  bm.  Nommons  F cette  fonction,  de  sorte 
que 

F 

. F = b"cm P;  d’où  P=  - — . 

b"cm 

Reste  à démontrer  que  cette  fraction  est  irréductible. 

Or , on  a F = = c"X(jp(y  • > y)X  . . • <p(y» . y), 

ou,  vu  l’expression  de  q>(x,  y), 

F = cmx(6yr+ . . . -f -b  J)  (6y  • • • +A„)X . . . (4y.--h  • 

Les  facteurs  polynômes  de  F sont  tous  de  la  forme  ôy,,n-)-U  ; 
leur  produit  donnera  pour  F une  expression  de  la  forme 

F = Dô"+D1ô0— H -4-D„, 

polynôme  entier  par  rapport  à toutes  les  lettres  b,  b,  ...c,  c, . . . 
ainsi  que  nous  l’avons  prouvé;  et  comme  il  est  impossible  qu’ii  y 
ait  généralement  réduction  entre  deux  termes  affectés  de  puis- 
sances différentes  de  b , les  coefficients  D,  I),  .. .,  tous  indépen- 
dants de  b,  sont  entiers,  et  aucun  d’eux  ne  sera  nul.  Donc  F est 
premier  avec  b,  et  par  suite  avec  6"  ; on  prouve  de  même  qu’il 
l’est  avec  cm;  donc  le  produit  P est  une  fraction  irréductible, 
ayant  pour  numérateur  une  fonction  entière  de  y,  et  pour  dé- 
nominateur cmb\ 

Corollaire  1.  L’équation  qui  donne  toutes  les  valeurs  de  y 
qui  font  partie  des  solutions  des  deux  équations  proposées , est 
F = 0.  Car,  pour  qu’une  valeur  de  y fasse  partie  d’une  solution 
de  ces  deux  équations,  il  faut  et  il  suffit  qu’à  cette  valeur  de  y 
réponde  dans  les  deux  équations  une  même  valeur  de  x , c’est- 
à-dire  que  cette  valeur  de  y rende  l’une  des  racines  /9, , /9a .. . 
égale  à l’une  des  racines  y,,  y,  ...  y„,  ou  enfin  qu’elle  annule 
l’une  quelconque  des  mn  différences  fi, — y, ...  fim — y„,  ou  leur 
produit  P.  Mais  pour  qu’une  valeur  de  y annule  P ou  son  égal , 
, F 

la  fraction  irréductible  - — , il  faut  et  il  suffit  qu’elle  annule  F. 
b°cm 

Donc  F = 0 donne  toutes  les  bonnes  valeurs  de  y. 

Cela  posé,  si  l’on  donne  aux  coefficients  et  aux  exposants  des 
valeurs  numériques,  nous  regarderons  F = 0 comme  l’équation 
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finale  des  deux  proposées.  Il  peut  se  faire  que  dans  ce  cas  les 
coefficients  b,  b,  ...bm  aient  des  facteurs  communs  : cela  n’em- 
pêchera pas  F = 0 de  donner  toutes  les  bonnes  valeurs  de  y. 

Corollaire  2.  Deux  équations  cp(x,  y)=zO,  yj(x,y)  = 0, 
étant  données,  si  l’on  suppose  que  de  la  seconde  on  tire  les 
valeurs  de  x pour  les  substituer  dans  (p(x , y) , le  produit 

gp(y.  » r)  ■ 9>(y>  » r)  • • • 9>(y»  » r) 

est  égal  au  premier  membre  de  l’équation  finale , divisé  par  le 
premier  coefficient  de  l’équation  y/(x,  y)  = 0,  d’où  les  valeurs 
de  x sont  tirées,  coefficient  élevé  au  plus  grand  exposant  de  a: 
dans  l’équation  cp(x,  ÿ)  = 0 dans  laquelle  elles  sont  substituées. 

F 

Car  y(y.,r).ÿ(y,,r)  •••  9(y»> y)  = b«-  p — 


* proposition  liv.  — théorème  (de  M.  Labatie). 

Pour  trouver  l'équation  finale  de  deux  équations , M = 0 , 
SV  — 0,  dont  les  premiers  membres  n'ont  pas  de  facteurs  com- 
muns, on  cherchera  les  facteurs  indépendants  de  x dans  M;  soit 
a le  produit  de  ces  facteurs  et  M = «A  ; de  même  N = (i.  A, , 
(i  étant  le  produit  des  facteurs  indépendants  de  x dans  N.  On 
opérera  ensuite  sur  K et  h,,  comme  pour  en  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  (p.  21).  Cela  fait,  on  élève  a à une 
puissance  d’un  degré  égal  à celui  de  A,  et  (i  à une  puissance 
d’un  degré  égal  à celui  de  A ; on  élève  chaque  facteur  indépen- 
dant de  x dans  les  restes,  au  degré  du  diviseur  qui  a fourni  ce 
reste;  on  élève  te  coefficient  du  premier  terme  de  chaque  diviseur 
à un  degré  égal  au  degré  du  dividende  diminué  de  celui  du 
reste;  le  produit  de  toutes  ces  quantités,  divisé  par  le  produit 
des  multiplicateurs  auxiliaires  élevés , chacun  au  degré  du  di- 
viseur correspondant , sera  le  premier  membre  de  l’équation 
finale. 

Outre  les  relations  M = aA,  N — /SA, , reprenons  les  notations 
et  égalités  de  la  proposition  51. 
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Aa  = A,Q -+-A,/yy 
A.a,  = Aa0.H-A3/,j, 

Ajrtj  = A3Q,-hA)/,j, 


(* — i — 1 ) A;fl, 

Nommons  F =0  l’équation  finale  de  M = 0,  N = 0 , 

F,  =0 

idem. 

A =0,  A,  =0, 

F,  =0 

idem 

A,  = 0,  A,  =0, 

f3  =0 

•idem 

A,  = 0,A3  =0, 
# 

Fi+,  = 0 

idem 

O 

II 

ï 

< 

0 

II 

< 

Soit  b le  premier  coefficient  de  x dans  A,,  fib  sera  celui  du 
premier  terme  de  N = /?A„  Soit  m le  degré  de  A ou  de  M,  n 
celui  de  A,  ou  de  N.  Si  de  l’équation  /ÎA,  = 0 ou  N = 0 on  tire 
les  valeurs  de  x pour  les-substiluer  succssivement  dans  M — «A , 

F 

le  prodqit  des  n valeurs  que  prendra  M sera  (p-  63). 

Mais  ces  valeurs  de  x sont  les  racines  de  A,  = 0,  et  si  on  les 
substitue  dans  aA,  pour  faire  le  produit  des  n valeurs  que  prend 
ce  polynôme , c’est  qu’on  obtiendra  le  produit  des  n valeurs  de 
A par  aa ; mais  le  produit  des  n valeurs  de  A est  (p.  53,  c.  2) 
F, 

~ , puisque  F,  zz  0 est  l’équation  finale  de  A zz  0 , A,  = 0 , et 


b le  premier  coefficient  de  A,.  Donc  le  produit  des  n valeurs  de 

t a”F‘  , . .F 

a\  est  mais  ce  produit  est  aussi  > donc 


a’F,.  . 


ou 


bmSm  bm 
F = «"/3mF,. 


(!') 


Considérant  maintenant  l’égalité  (1),  supposons  que  l’on 
y substitue  successivement  pour  x les  n racines  de  A,  =0,  qui, 
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annulant  le  terme  A ,Q,  et  n’altérant  ni  a ni//,  donneront  n ré- 
sultats de  la  forme  ka-K-fy;  supposons  qu’on  fasse  le  produit 
de  ces  égalités  résultantes;  les  valeurs  de  A a donneront  a" 

F, 

multiplié  par  le  produit  des  n valeurs  de  A,  qui  est  ^ ; soitÆ  le 
degré  de  A, , le  produit  des  n valeurs  de  A^/y  sera  multiplié  par 

F,  . 

■ - puisque  F,=0  est  l’équation  finale  de  A,=0,  A,  = 0 (p.  53, 
c.  2).  Ainsi 

flnF  -fa  p 

— ou«"F,=/"i"-k.F,.  (2') 

6“  bk  J ' 

Nommons  t,  s,,  les  coefficients  des  premiers  termes  de 
A,,  A3,  A4...;  k,  kx,  k,....,  les  degrés  de  ces  polynômes  par 
rapport  à x.  Si  l’on  substitue  dans  (2)  les  k racines  de  l’équa- 
tion A,  = 0,  on  aura  de  même 


n.k.F,=/,l.j"-l«.F3 

(3’) 

(3)  donnera 

u/.  f3=//..*/-‘*.f4 

W 

etc....  . 

• 

et 

«i‘ i—  • F^.,  —fi'-' 

(«) 

Car  dans  (u)  la  substitution  de  chaque  racine  de  Aj+.zd), 
réduit  le  second  membre  à/]. 

Multipliant  entre elles  ces  équat.  (1')  (2')  (3'),etc.(u),  on  en  tire 

a”/5m  1 1 .ô"-1  .s0— li  .s,v— l* . ..  » 

F = T T T 

a'.a,  a,<  ...a,'—1 

résultat  identique  avec  l’énoncé. 

Remarque  1.  Rien  ne  suppose  dans  cette  démonstration  que  l’on 
ait  supprimé  exactement  les  facteurs  indépendants  de  x dans  les 
restes;  rien  ne  suppose  non  plus  que  les  multiplicateurs  auxi- 
liaires de  a,  a, , a,...  soient  les  plus  simples  possibles.  On  peut 
donc  se  dispenser  de  toute  espèce  de  précaution  sous  ces  deux 
rapports;  mais  les  calculs  seront  toujours  plus  simples  si  l’on 
s’astreint  à ce  qui  a été  prescrit  à la  proposition  51. 

Remarque  2.  L’équation  finale  F = 0 donne  toutes  les  valeurs 
finies  de  y;  en  s’aidant  de  la  proposition  51 , on  reconnaîtra 
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quelles  sont  celles  de  ces  valeurs  auxquelles  répondent  des  va- 
leurs finies  de  x , et  on  pourra  former  les  équations  qui  donnent 
ces  valeurs  de  x.  Par  conséquent  on  saura  aussi  quelles  sont 
parmi  ces  valeurs  de  y celles  auxquelles  répondent  des  valeurs 
infinies  de#.  Quant  aux  valeurs  infinies  de  y,  pour  en  trouver 

le  nombre,  on  peut  dans  les  proposées  remplacer  y par  - , cher- 
cher ensuite  leur  équation  finale,  et  autant  cette  équation  finale 
aura  de  racines  milles,  autant  celle  des  proposées  aura  de  racines 
infinies.  On  peut  aussi  déterminer  le  nombre  des  valeurs  infinies 
de  y d’après  la  remarque  suivante  et  la  proposition  55. 

Remarque  3.  Pour  déterminer  le  nombre  des  solutions  com- 
munes à deux  équations  A = 0 , A,  = 0 , il  faut  comparer  chacune 
de  ces  équations  à une  équation  générale,  mais  dont  la  compo- 
sition doit  être  telle , que  ces  depx  équations  générales  admet- 
tent tout  juste  autant  de  solutions  finies  et  infinies  que  les  pro- 
posées. Pour  cela  il  faut  que  dans  l’équation  générale  à laquelle 
on  compare  A = 0 , aucune  des  inconnues  ne  soit  affectée  d’un 
exposant  plus  grand  que  dans  A = 0;  mais  si  dans  A le  plus 
grand  exposant  de  x est  m et  le  plus  grand  exposant  de  y,  ni' , il 
faut  que  l’équation  générale  soit  de  la  forme 

bxtD-\-blxb  1 — | — ...  — ôm  xz  0 , 

Chacun  des  coefficients  b,  b,  ...  bm  étant  un  polynôme  complet 
du  degré  m'  par  rapport  à y,  tel  que  gym'-+-g<ym'~ '+  •••  -+-gm'* 

En  effet,  représentons  par  X = 0,  YrzO  les  deux  équations 
générales  ainsi  obtenues;  on  pourra  déduire  A et  A,  de  X et  Y en 
donnant  à g,  g,,  etc.,*  des  valeurs  numériques  dont  quelques- 
unes  pourront  être  nulles.  Donc  les  solutions  finies  de  A=0,  A.zzO 
seront  en  même  nombre  que  celles  des  équations  générales.  Je 
dis  qu’il  en  est  de  même  des  solutions  infinies.  Car  considérons 

d’abord  les  solutions  où  x est  fini  et  y*  infini  : posons  y = - , et 

T 

chassons  les  dénominateurs.  Soient  A',  A,',  X',  Y',  ce  que  devien- 
nent A,  A, , X,  Y;  les  polynômes  transformés  seront  par  rapport 
à y des  mêmes  degrés  repectifs  que  les  proposés  par  rapport 
à y;  quant  à x , les  degrés  n’ont  pas  changé.  A',  A,'  pourront 
encore  être  regardés  comme  des  valeurs  particulières  de  X',  Y', 

5-2 
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comme  A,  A,  le  sont  de  X et  Y ; et  les  équations  A'  = 0,  A,'  = 0 
admettront  autant  de  solutions  finies  queX'=0,  Y'  = 0;  mais  si 
A = 0,  A,  =0  admettent  des  solutions  où  x est  fini  et  y est  in- 
fini, dans  A'  =0,  A',  = 0,  elles  répondront  à des  solutions  finies; 
elles  auront  donc  leurs  correspondantes  dans  X'=0,  Y'  = 0 et 
par  suite  dans  X = 0,  Y = 0;  il  peut  fort  bien  se  faire  que  dans 
ce  dernier  système  les  solutions  correspondantes  soient  finies. 
On  raisonnera  de  même  pour  toutes  les  espèces  de  solutions  des 
proposées.  Donc  les  solutions  tant  finies  qu’infinies,  des  équa- 
tions A = 0,  A,  =0  seront  en  même  nombre  que  les  solutions 
de  X = 0,  Y = 0,  et  il  peut  se  faire  que  les  solutions  de  ces  der- 
nières soient  toutes  finies,  ou  qu’elles  ne  le  soient  pas  toutes. 


* PROPOSITION  LV.  — THÉORÈME. 

Soient  deux  équations  X = 0,  Y =0,  telles  que 

X = bx”>-t-b  ,x“-  ’+  . . . -H>m  = 0 , 

Y = cx°  -f-c,x“_1  -f- ...  -t-cn  = 0. 

Supposons  que  b,  b,  ...  bm  soient  du  degré  m'  par  rapport  à 
y et  ça , . . . c„  du  degré  n'  ; l’équation  finale  sera  du  degré 

na'n-f-n'm. 

Comme,  pour  trouver  l’équation  finale,  rien  n’empêche  d’in- 
troduire dans  les  dividendes  tels  multiplicateurs  qu’on  veut , et 
de  ne  supprimer  aucun  facteur  dans  les  restes,  nous  supposerons 
qu’on  opère  de  cette  manière. 

Soit  rn^n;  dans  la  première  division,  pour  arriver  à un 

reste  de  degré  moindre  que  le  diviseur,  on  aura  à faire  m — n-f-1 
divisions  partielles.  Ainsi  on  multipliera  par  cm~ “+1  et  le  pre- 
mier terme  du  dividende  aura  pour  coefficient  bcm~ qui  est 
du  degré  m'-{-n'(m — n-f-1) — y;  le  quotient  aura  pour  premier 
terme  bcm-"xa'-a  ; il  sera  par  rapport  à y du  degré  m'-f-re' 
(m — n),  vu  que  c et  b sont  des  degrés  n!  et  m'  ; le  reste  sera 
par  rapport  à y du  même  degré  que  le  dividende.  Ainsi  dans 
la  seconde  division,  on  aura  à diviser  c.r"-f-e1ar0— '-4- . . . 
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par  un  polynôme  tel  que  d+^'+c/,.*:"- ’+• . . +dn_,,  où  les 
coefficients  d,  d,  ....  sont  du  degré  — n+1).  On 

multipliera  le  dividende  par.  le  carré  du  premier  coefficient  du 
diviseur,  parce  qu’il  n’y  a à faire  que  deux  divisions  partielles; 
le  premier  coefficient  du  dividende  ainsi  modifié  sera  cd‘  et  son 
degré  sera 

n'+2n»+2n'(/n  — n+1)  ; 

les  coefficients  du  reste  seront  de  ce  meme  degré,  et  ce  reste 
sera  de  la  forme  exa~*-+-elx''~'-\-  le  nouveau  dividende 
aura  pour  premier  coefficient  de*  qui  est  du  degré 

m’+n1  (m— n+1  )+3  { n'+2m,+2n'  (m — n+1)  } 

et  en  général  le  degré  en  y de  chaque  reste  suivant  sera  égal  à 
celui  du  reste  qui  précède  de  deux  rangs , augmenté  du  double 
du  précédent;  tous  ces  degrés  étant  pris,  bien  entendu , par  rap- 
port à y. 

Actuellement  nommons  k,  la  quantité  m'+n'(m — n+1) , 
degré  en  y , du  premier  reste. 

Les  degrés  de  nos  différents  polynômes  sont 


1er  dividende 

en  x 
m 

en  y 
m 1 

1er  diviseur 

n 

n' 

1er  reste 

n — 1 

m+n'  ( [m  — n+ 1 ) 

=k, 

2e  reste 

n — 2 

2/c,  +n' 

3e  reste 

n — 3 

2/r,  +A, 

= #3 

n — 2e  reste 

etc. 

2 

2/r„_  3+/r„— 4 

= /r„_. 

n — Ie  reste 

1 

2A*„ — 3 | A*n„ j - 

tf  a — l 

ne  reste 

0 

. 2/rn_,+A:n_J 

~/rn 

Le  premier  membre  de  l’équation  finale  contient  au  numéra- 
teur (p.  54)  le  produit  des  facteurs  indépendants  de  x,  élevés 
chacun  au  degré  du  diviseur  correspondant;  or  nous  n’avons 
à considérer  que  le  dernier  reste  qui  est  du  degré  k„ , tandis  que 
le  diviseur  correspondant  est  du  premier  degré.  Ce  facteur  est 
donc  du  degré  k„. 

3i . 
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Il  nous  faut  de  plus  les  coefficients  des  premiers  termes  des 
diviseurs,  élevés  chacun  à un  degré  égal  à la  différence  entre  le 
degré  du  dividende  et  celui  du  reste,  par  rapport  àx  Les  degrés 
en  y,  des  premiers  termes  des  diviseurs  sont  rapportés  ci- 
dessus  : ce  sont 

"n  , A*,,  A,  . . « A„_,. 

La  différence  entre  le  degré  du  premier  dividende  et  celui  du 
premier  reste  est  m — n-j-1  ; les  autres  différences  sont  égales 
à 2;  ainsi  le  degré  du  produit  de  ces  facteurs  sera 

n'(ni — /i — J — — \-  24*,— | — 2A"a — | — . . . -f-2An_, , 
et  le  degré  du  numérateur  en  question  sera 

D — n'(m — -n— f-1  ) — | — — j — 2^*a — | — ■ . • • — f— 24*  n — , — | — A*a- 

Quant  au  dénominateur  il  se  compose  des  multiplicateurs 
auxiliaires , élevés  chacun  au  degré  du  diviseur  par  rapport  à x. 

Or  le  multiplicateur  n’est  autre  chose  que  le  premier  coeffi- 
cient du  diviseur  élevé  à un  degré  marqué  par  le  nombre  des 
divisions  partielles  à faire;  ces  premiers  coefficients  sont,  en  y , 
des  degrés  respectifs 

n',  4*.,  h 2 ...  4*„_, , 

le  nombre  des  divisions  à faire  est,  pour  les  différents  dividendes, 
respectivement 

m — n-j-l , 2,  2 ...  2; 
enfin  les  diviseurs  sont,  en  x,  des  degrés 
n , n — 1 , n — 2 ...  1 ; 
donc  le  degré  du  dénominateur  est 

D'  — nn'(jn— n— |—  1)— )— 24*, (ti — 1)— |— 2A,(ti — 2)— |—  ...  — f-24*u lf 

et  le  degré  de  l’équation  finale  sera 

D— D'  = — («— 1)  «'  (t/i— 7i~f-l)  — 2A,  (n — 2)  — 24*,  (n — 3)—  ... 

— 24„_,-f-4-n. 

Mais  si  l’on  prend  les  équations  (1),  qu’on  les  multiplie  à par- 
tir de  la  dernière,  par  les  nombres  1,2,3...  7i — 1 , on  a 
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4 n — n — , I a — i g 

2/r„_,  — 44-„_,  -+-24'I1_3 

34-„_,  — fi/iQ_3  — i — 3/rn — 4 

Ji/r„_3  z=  8A'd_4  4-4/r0_3 

etc. 

(«— 4)/.-5  = 2 (n — 4)A*4— (— (» — 4)/r  3 
(n—  3)/f4  = 2(« — 3)/c3-(-(«  — 3)/r» 

(n -2)4-3  = 2(n— 2)4-HH>-2)*, 

(n — 1)4-,  — 2(n — l)4-,+(ft — l)n'. 

• <• 

Ajoutant  toutes  ces  équations,  on  trouve 

4nr=24-„_,-4-44-n_3+64-n_/(-+-...+24-J(n— 3)-+-4-,(3«— 4)+(n — l)n\ 
En  vertu  de  cette  relation  , la  valeur  de  D — D'  devient 

D — D'  —nk, — ( n — l)n'(m — /i+l)+(n — l)n' 

— nk, — n'(n — 1)  (m  — n)  = nk,  — n'n(rn — n)-\-ri(in — n). 
Or  4r,  = m'-\-n'(ni — n-f-1)  — m'-f-n’-t-n1  (m — n) 

D — D'  — ni'  n-j-n'  m. 

* 

Tel  est  le  degré  de  l’équation  finale  des  équations  générales 
qui  ont  autant  de  solutions  que  les  proposées.  Si  dans  des  cas 
particuliers,  ce  degré  est  moindre,  cela  lient  à ce  que  les  pre- 
miers termes  de  l’équation  finale  deviennent  nuis,  c’est-à-dire  à 
ce  qu’il  y a pour  y des  valeurs  infinies,  valeurs  dont  le  nombre 
sera  la  différence  entre  in'n-\-n'm,  et  le  nombre  des  valeurs  finies 
de  y. 

‘PROPOSITION  LVI.  — PROBLÈME. 

Trouver  les  racines  imaginaires  d’une  équation  à coefficients 
réels , qui  n’a  pas  de  racines  égales. 

lro  Méthode.  Soit  l’équation  fx  — 0;  ses  racines  imaginaires 

sont  de  la  forme  y-j-zV' — 1 , y et  z étant  réels.  On  fera  donc 
x—y-\-zV/  — 1 , et  l’on  aura 

f{y+Z^~\)  —fy  Z-f"y+  ~f"y-  CIC. 

H-z^-Tij/y-  o/"'y-f----j=o. 
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équation  qui  se  partage  dans  les  deux  suivantes  : 

^-ï^+2X4^-  = 0’ 

Chaque  solution  réelle  de  ces  deux  équations  fournira  un 
couple  de  racines  imaginaires  de  la  proposée  ; car  si  l’on  trouve 
y — a,  z =;  fi,  on  aura 

x — u±(iV' — 1. 

La  question  est  donc  ramenée  à l’élimination. 

Exemple.  fx~x3 — Sx — 7 =0;  posant  x-y~\-zV'  — lf  on  a 

fr—  ^r/"r+  • • • =r3— 6r— 7 —3 y*1 = o , 
fy—  §73 /mr+— =3/*— 6— 2*  = o. 

Éliminant  z,  on  trouve  pour  y l’équation  S/3 — 12/4-7  =0  ; 
elle  n’a  qu’une  racine  réelle,  qu’on  pourra  calculer  avec  tel 
degré  d’approximation  qu’on  voudra.  L’équation  3/’ — 6 — z1  r=  0 
donnera  la  valeur  de  z. 

2e  Méthode.  Chaque  couple  de  racines  imaginaires  cc±/9 
répond  à un  facteur  réel  du  second  degré.  Si  doue  on  savait 
déterminer  les  facteurs  réels  du  second  degré  du  polynôme  fx  , 
on  saurait  trouver  les  racines  imaginaires  en  résolvant  des  équa- 
tions du  second  degré.  Pour  trouver  ces  facteurs , on  divise^ 
par  — tx-\-u  t t et  u étant  deux  inconnues.  On  pourra  pousser 

la  division  jusqu’au  reste  du  premier  degré  en  x;  ce  reste  sera 
de  la  forme 

x.(p{u,  t)-\-\p{u,  t), 

et  pour  que  x'-P-tx-^-u  soit  diviseur  de  fx , il  faut  que  ce  reste 
soit  nul,  quel  que  soit  x ; il  faut  donc  que  u et  t soient  déter- 
minées par  les  équations 

< /)(« , 0 = 0 , ip(«  ,0  = 0. 
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Chaque  solution  réelle  de  ces  deux  équations  donnera  un  fac- 
teur réel  du  second  degré.  Ces  facteurs , égalés  à zéro , donne- 
ront les  racines  imaginaires  chacune  une  fois , et  les  racines 
réelles  plusieurs  fois. 

Si  les  coefficients  des  racines  imaginaires,  ou  seulement  les 
coefficients  des  facteurs  du  second  degré  qui  leur  répondent 
étaient  commensurables,  il  n’y  aurait  pas  de  difficulté.  Mais  dans 
le  cas  où  ces  quantités  seront  incommensurables,  il  pourra  être 
difficile  de  distinguer  les  (acteurs  qui  donnent  les  racines  ima- 
ginaires de  ceux  qui  donnent  les  racines  réelles. 

PROPOSITION  LVII.  — PROBLÈME. 

Etant  donnée  une  équation  fx:=0,  trouver  une  autre  équa- 
tion dont  les  racines  soient  les  différences  des  racines  de  la 
proposée  prises  deux  à deux. 

Soit  m le  degré  de  l’équation  proposée;  nommons  a, , a,... 
ses  racines  ; on  a 

fx  — ix—a,)  0?— «,)  ...  ( x—am ). 

L’équation  cherchée  doit  avoir  pour  racines  les  différences 


Dans  ce  tableau  il  y a m colonnes,  dont  chacune  contient 
m — 1 différences,  ce  qui  fait  m(m — 1)  différences , comme  cela 
doit  être  (I.  1 , p.  25).  - 

S’il  s’agissait  de  former  l’équation  qui  a pour  racines  les  diffé- 
rences de  la  première  colonne,  cette  équation  aurait  pour  pre- 
mier membre 

«3)  •••  (/+«.—  du,), 

expression  que  je  nomme  (py. 
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On  voit  que  si  dansai:  on  remplace  x par  /H-a. , le  résul- 
tat est 

» 

/(r+a,)  =r  «0  (r-t-a.— « 3)  (/+«.—«».)> 

ce  qui  est  égal  à /ç/. 

Il  suit  de  là  que  l’équation  -/(/-f-a,)  = 0a  pour  racines  les 

y 

différences  contenues  dans  la  première  colonne. 

De  même  l’équation  — f(y+-a,)=.0  donne  celles  de  la  se- 
conde, etc.,  et  - /(/+«„,)  = 0 donne  celles  de  la  dernière. 

La  question  est  donc  réduite  à former  une  équation  qui  ait 
pour  racines  toutes  celles  des  m équations 


= ° - l-  /(r+«.)  = 0 » etc.  i/(r-+-aœ)  = 0. 


Mais  ces  racines  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  de/  dans 
les  solutions  communes  des  deux  équations 

(î)  /*  = 0,  !/(/+*) =0. 

v r 


Car  si  l’on  connaissait  les  racines  a, , a, . . . am  de  la  première , 
les  valeurs  de  y qui  leur  répondent  seraient  données  par  les 
m équations  ci-dessus. 

D’un  autre  côté,  pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  / qui  font 
partie  des  solutions  communes  aux  équations  (1)  , il  suffit  d’c- 
liminer  x entre  ces  deux  équations.  Donc  l’équation  aux  diffé- 
rences n’est  autre  chose  que  L’équation  finale  en  /,  des  équa- 
tions (1),  dont  la  seconde  prend  forme 


• • • ■ + 2 = » . 

ou , vu  que  fx  est  nul , 


/*+fr*+ 


2.3 ...  m 


c’est  donc  l’équation  finale  en  y de  celte  dernière  et  de  fx  ~ 0 
qui  est  l’équation  aux  différences. 
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Remarque  1.  L’équation  aux  différences  ne  renferme  que  des 
puissances  paires  de  y.  Car  la  différence  a, — a,  est  égale  et  de 
signe  contraire  à a, — de  même  toutes  ses  racines  sont  deux 
à deux  égales  et  de  signes  contraires.  Donc  (prop.  29,  r.)  y 
n ’y  est  affecté  que  d’exposants  pairs.  Comme  le  nombre  des  dif- 
férences est  m(m — 1),  si  l’on  pose  m(m — l)=2u,  l’équation 
aux  différences  est  de  la  forme 

/’o4-c,r”_1+c.r’0_4+  • • • +c.  = o- 

On  pourra  poser  y'  — z,e t elle  devient 

za—\— C,2n  | J— }— ...  — [ " C n — 0. 

Cette  équation  en  z,  qui  a pour  racines  les  carrés  (a, — a ,)’, 
( a3 — a, y,  etc.,  se  nomme  l’équation  aux  carrés  des  différences. 

Remarque  2.  Si  l’équation  proposée  fx=0  a toutes  ses  racines 
réelles  et  différentes , l’équation  aux  carrés  des  différences  sera 
complète  et  n’aura  que  des  variations  de  signe.  Car  les  valeurs 
de  x étant  réelles  et  inégales,  les  carrés  des  différences  seront 
tous  positifs  et  différents  de  zéro.  Donc  (prop.  24  , c.  4)  l’équa- 
tion en  z sera  complète  et  n’aura  que  des  variations  de  signe. 

Réciproquement,  si  l’équation  en  z est  complète  et  n’a  que 
des  variations,  l’équation  en  x aura  toutes  ses  raciqes  réelles. 
Car  si  x avait  une  valeur  imaginaire  a-hftY' — 1 , il  en  aurait 
une  seconde  a — — 1 ; la  différence  de  ces  valeurs  est 
2^J/ — 1,  dont  le  carré  est  — 4/9’.  Donc  z aurait  unit  valeur 
négative,  et  l’équation  en  z serait  incomplète,  ou  bien  elle  aurait 
au  moins  une  permanence. 

Il  ne  faut  pas  conclure  de  là  que  les  valeurs  positives  de  z 
proviennent  toujours  des  racines  réelles  de  la  proposée;  elles 
peuvent  provenir  aussi  de  racines  imaginaires  qui  ont  la  partie 
imaginaire  commune,  telles  que  a-hfîY' — 1,  a! Les 
valeurs  négatives  de  z peuvent  aussi  provenir  de  valeurs  ima- 
. ginaires  de  x qui  ont  la  partie  réelle  commune,  telles  que 

a+fiV'—X , a+(¥V'—\  , ou  d’une  valeur  réelle , telle  que  a , 

avec  une  valeur  imaginaire  a 4 -flV' — 1. 

Mais  dans  tous  ces  cas  il  y a des  racines  imaginaires  dans 
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fx—  0.  On  voit  aussi  que  pour  qu’une  équalion/r  ==0  ait  toutes 
ses  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffît  qup  l’équation 

2'H-C1z’,—+Cîzn-,-b  • • • +C„  = 0 , 


n’ait  que  des  variations  de  signes  et  soit  complète,  de  sorte  qù’on 
aura  les  conditions 

C,  <0,  Ca^>  0,  C3  <0  > etc., 


au  nombre  de  u ou  m^'n — 1),  p,a  proposition  47  n’a  donné  que 

a 

m — 1 conditions,  ce  qui  prouve  que  celles  que  fournit  l’équa- 
tion aux  carrés  des  différences,  ne  sont  pas  toutes  distinctes. 

r,  . , , m(m — 1)  . . 

Car  m — 1 nest  jamais  plus  grand  que  — -,  puisque  la 

diStaa»  -(„-!)  =-("»~ 1>— = 


(m — 1)  (m — 2) 

* ' 2’ 

quantité  nulle  si  mxz  1,  ou  m — 2,  et  positive  dans  tout 
autre  cas. 


Remarque  3.  Il  y a une  infinité  d’équations  qui  conduisent  à 
la  même  équation  aux  carrés  des  différences  : s\fx  — 0 est  une 
de  ces  équations  toutes  les  autres  sont  comprises  dans  la  for- 
mu  \ef  (7t±a;)  = 0,  h étant  un  nombre  quelconque  indépendant 
de  x.  En  effet,  il  est  évident,  1"  que  si  l’on  change  les  signes  de 
toutes  les  racines  de  fx  = 0 , les  carrés  des  différences  ne  chan- 
geront pas;  2°  que  si  toutes  les  racines  augmentent  ou  dimi-  * 
nuent  de. la  même  quantité,  ces  carrés  ne  changeront  pas  non 
plus.  Donc  l’équation  f(h±x')  = 0 a la  même  équation  aux  car- 
rés des  différences,  quel  que  soit  h.  En  second  lieu  , pour  que 
l’équation  aux  carrés'des  différences  ne  change  pas , il  faut  et  il 
suffit  que  l’équation  aux  différences  ne  change  pas.  Or  les  m — 1 
différences. a, „ — a,,  am—a3 ...  am — a,n_,  déterminent  toutes  les 
autres  : car  soit  am — a,  = cl, , a,u — a,  = d3 . . . am — am_,  — dm—, , 
on  tire  de  là  a,— a,  =.  d , — d, , etc.  Soit  une  seconde  équation 
ayant  pour  racines  b,,  b3  ...  bm.  Supposons  bm — b,  = d, , et 
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bk — b^—dt. Si  bk  n’est  pas  égal  àim,  la  seconde  équation  ne  pré- 
sentera  pas  la  différence  d,  — d,.  Donc  elle  n’aura  pas  la  même 
équation  aux  différences.  Ainsi  on  aura  bm — A,  = d,.  On  verra 
de  même  que  bm — b3  = d3,  etc.  Donc  si  bm — am—h,  on  a aussi 
b,  —a,  — h,  b% — a*  — h,  etc.  ou  bm  b , = a,-f-A,  b, =, 

, etc. 

Parmi  toutes  ces  équations  il  y en  a deux  qui  manquent  du 
second  terme,  et  qui  sont  de  la  forme 

xm-\-p,xm— '±p3Xm~ — 4±p;,.rm—5-~|- , etc.,  = 0 , 

les  signes  supérieurs  se  correspondant  d’un  côté,  les  signes  infé- 
rieurs de  l’autre. 

Corollaire  L’équation  aux  carrés  des  différences  peut  servir  à 
résoudre  les  équations  numériques. 

En  effet , soit/r  = 0 une  équation  qui  n’a  ni  racines  commen- 
surables , ni  racines  égales.  Si  dans  celte  équation  on  substitue 
les  nombres  entiers  compris  entre  les  deux  limites  extrêmes,  et 
qu’on  trouve  moins  de  changements  de  signe  qu’il  n’y  a d’uni- 
* lés  dans  le  degré  de  l’équation , on  calculera  l’équation  aux 
carrés  des  différences , et  l’on  prendra  la  limite  inférieure  des 
racines  positives  de  cette  équation  : soit  â2  cette  limite;  â sera 
moindre  que  le  module  de  la  plus  petite  des  différences  réelles 

n,— Hi , U3— , etc.,  a ^ — 1 — — Unj. 

Deux  cas  se  présenteront  : si  â est  1 , on  pourra  substituer 
dans/#  la  progression  0,  â,  2d,  3$,  ..,  L et  la  progression 
0,  — d,  — 2<J,..,  — L'.  Si  deux  termes  consécutifs  nâ , (wH-l)d' 
.donnent  des  résultats  de  même  signe,  on  est  certain  qu’entre 
ces  deux  nombres  il  ne  tombe  pas  de  racine  : car  s’il  y en  avait, 
elles  seraient  au  moins  au  nombre  de  deux  (p.  43),  et  par  suite 
leur  différence  serait  moindre  que  (n-f-l)d — nâ  ou  â,  ce  qui 
ne  se  peut.  Au  contraire  si  f(nâ)  clf(n-\~\)ô  sont  de  signes 
différents,  nâ  et  (/H-l)<ÿ  comprendront  une  racine  et  n’en  com- 
prendront qu’une  par  une  raison  semblable. 

Si  â est)>  1,  il  est  inutile  de  faire  de  nouvelles  substitu- 
tions; car  dans  ce  cas  deux  nombres  entiers  consécutifs  ne  peu- 
vent comprendre  qu’une  racine.  Donc  chaque  racine  réelle  sera 
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indiquée  par  un  des  changements  de  signe  qu’on  a trouvés  en 
substituant  les  nombres  entiers  compris  entre  L et  — L' , et  réci- 
proquement. - / 

Ainsi  les  racines  se  trouvent  séparées.  Mais  ces  calculs  peuvent 
se  simplifier  ; on  peut  d’abord  remplacer  â par  une  valeur  de  la 

forme  - , k étant  un  nombre  entier.  Car  soit  â — ^ ou  = - • 
k * p P 


a 


toute  valeur  plus  petite  que  - peut  être  prise  pour  d;  soit  donc 

P 

0 

k le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à - , on  pourra 

a 

1 .et 

faire  â — - , et  au  lieu  de  substituer  pour  x les  multiples  de  -, 

k i (i 

on  pourra  substituer  des  multiples  de  j,  de  sorte  que  si,  par 

exemple  â — on  pourra,  au  lieu  de  cela,  prendre  d = -■ 
Il  y a plus.  Soient  a , , a,  deux  racines  de  /x  = 0;ona 


a, — d’où  ka^—ka,  1. 


Par  suite  on  n’a  qu’à  rendre  les  racines  de  la  proposée  k fois  plus 
grandes,  et  leurs  différences  seront ^>1.  Or,  pour  cela  il  suffit 

x'  f x’  \ 

de  poser  x1  = kx  ou  x — — . L’équation  f - \ donnera  <Î^>1  ; 

les  racines  de  celle-ci  seront  donc  mises  en  évidence  par  la  sub- 
stitution des  nombres  entiers  compris  entre  les  limites  extrêmes. 
Lorsqu’on  les  aura  calculées  par  approximation,  on  les  divisera 
par  k et  on  aura  les  valeurs  de  x. 

On  peut  remarquer  ici  que  si  l’on  détermine  la  limite  infé- 
rieure par  voie  de  décomposition,  il  est  indifférent  de  prendre 
l’éqiîation  aux  différences,  ou  l’équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences. Mais  si  l’on  est  obligé  d’employer  une  des  méthodes 
générales,  il  y a avantage  à employer  la  dernière  équation.  C’est 
ce  qu’on  reconnaîtra  en  ayant  égard  à la  remarque,  prop.  27  et 
à prop.  29.  _ . 


i 


I 


Digitized  by  Googld 


LIVRE  IV. 


Exemple  1.  L’équalion  x3— 7x+9  =0  ne  donne  qu’un  chan- 
gement de  signe  de  — 3 à — 4. 

Pour  former  l’équalion  aux  différences,  on  prend 

/'*+ £/"*+  = 3*’— 7+3^-hr’  = 0. 

Entre  cette  équation  et  la  proposée  on  élimine  x , et  l’on  a 
yG_42y*H-l  967*4-8 1 5 = 0. 

D’où  l’équation  aux  carrés  des  différences 
z3— 42z’+196z-f-815  = 0. 

Pour  avoir  â,  on  pose  (p.  29)  z = il  vient 

v 

8 1 Sw’-q-l  96i>’  — 42y-f-l  = 0. 

_ , 42  1 

On  peut  prendre  y < — ou<-;  d’où  z>4  et  d>2. 

Donc  la  proposée  n’a  qu’une  racine  réelle  entre 3 et  —4- 

les  deux  autres  racines  sont  imaginaires , ce  qu’on  aurait  pu  re- 
connaître à l’inspection  de  l’équation  en  s,  qui  a une  perma- 
nence. 

Exemple  2.  27a;3 — 9a?-f-l  ==  0. 

Il  y a un  changement  de  signe  unique  de  x — 0 à x~ 1. 

L’équation  aux  carrés  des  différences  est 

9z3— 18*M-9z— 1 = 0. 

Posant  ona 

v 

v3  — 9t>,+l  8v — 9 = 0 ; 
d’où  y<9,z>ietd=l. 

On  rendra  donc  les  racines  de  la  proposée  trois  fois  plus 


grandes  en  faisant  x — —,  d’où 

O 
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Cette  équation  a ses  racines  toutes  réelles,  ce  qy’on  voit  aussi 
par  l’équation  en  z qui  n’a  que  des  variations.  Ces  racines  sont, 
l’une  entre  — 2 et  — 1,  la  seconde  entre  0 et  1,  la  troisième 
entre  1 et  2.  On  peut  donc  les  calculer  avec  tel  degré  d’ap- 
proximation qu’on  veut;  lorsqu’elles  seront  trouvées.;  on  les 
divisera  par  3 , et  l’on  aura  les  valeurs  approchées  de  x. 

L’équation  aux  carrés  des  différences  de  x3-{-px-{-q  — 0,  est 

33+6pz’+9p’2-f-27g’H-4p3  = 0. 

Remarque  4.  La  méthode  qui  a servi  à trouver  l’équation  aux 
différences  fait  aussi  trouver  l’équation  aux  sommes.  Conservant 
les  mêmes  notations,  les  racines  de  l’équation  cherchée  sont 

y = a,-|-«, , «,+«3  • • • a.-HC 

a3  • • • 

etc. 

Or  on  reconnaîtra  que  les  m — 1 premières  valeurs  de  y seront 
données  par  l’équation  f(y — «,)  = 0,  qui  donne  en  outre  la 
racine  y — 2a,.  Car  puisque 

fx  — (x—a,)  (x—a,)  . . . (x—am) , 
on  a /(y— a,)  = (y— 2a.)  (y— a,—  a,)  ...(y— a,  — am). 

De  même  y — a,)  = 0 a pour  racines 

y = 2a, , a2-\~a, . . . aa+am , 

« etc. 

De  sorte  que  si  l’on  considère  le  système 

(0  /*=  0 f(y—x)  = 0, 

les  solutions  communes  à ces  deux  équations  sont 

x — a,, y— la,,  «,+a, , . . . a,+a„, 
xzxa,,y  — a,-\-a,,  2a, , ...  a,-t-am, 


s?  = am,y  = ani+a,,...  2a„. 
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Si  donc  entre  les  équations  ( i ) on  élimine  x , l’équation  finale 
en  y contiendra  deux  fois  chacune  des  sommes 

«i-f-Uj  J » flin-i+Sm  , 

et  de  plus  les  racines  étrangères 

2rt.,  2<i,  2«m. 

Nommons  Fy=0  cette  équation  finale,  (py~ 0 l’équation 
cherchée.  On  aura 

Fj=  0-2a.)  ...  (y—2a,„)  (cpy)\ 

■ Or  (y— 2a, ) ...  (y— 2am)  = 

2-  ■ (2  r-».) , • • (jr—-) = 2-/  r) . 

à cause  de  la  valeur  tfe  fx. 

Donc  F/  = 2 m.f\  y.  (cp  y)'  ; 


On  peut  simplifier  ce  calcul.  En  effet,  au  lieu  des  équations  (J) 
on  peut  prendre  les  équations 

(O  fa  — 0 , f(y—x)  —fx  = 0 , 

qui  ont  les  mêmes  solutions  que  (t).  Or  la  seconde  de  ces  équa- 
tions devient  identique  si  l’on  y remplace  y par  2x  : donc  son 
premier  membre  est  divisible  par  y — 2x,  et  on  peut  poser 

f(r—x)—fx = (r— 2ar)  y (r>  *)• 

ifj  désignant  une  fonction  entière. 

Ainsi  les  équations  (i')  peuvent  être  remplacées  par  les 
deux  systèmes 

fx  = 0,y— 2x  = 0 |/x  = 0,  tp(y,  x)  — Q. 

Mais  pour  les  valeurs  de  x tirées  defxxzv,  l’équation 
y — 2 ,r  — 0 
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donne  les  valeurs  y — 2a, , 2a,,  ...  2am;  donc  y (y,  ar)  = 0 
donne  les  valeurs  a.-f-a,, . . a,-+-am , 


a,-f-a, , . . . , a,+a  m* 


etc. 

Par  conséquent  l’élimination  de  x entre /a:  = 0,  y (y,  :r)  = 0 
donne  une  équation  en  y qui  a pour  racines  les  sommes  , mais 
prises  chacune  deux  fois;  cette  équation  est  donc  (<py)'  — 0. 

Pour  trouver  en  général  l’équation  qui  a pour  racines  les  expres- 
sions F(a,,  a,),  etc.,  F(am_, , am) , on  élimine  d’abord  x'  entre 

fx'  — 0 , F(x,  x1)  =y, 

ce  qui  donne  une  équation  F, (a:,  y)  = 0;  entre  cette  équation 
et  fx  = 0,  on  élimine  x,  et  l’on  a une  équation  F,j  = 0 qui  a 
pour  racines  les  m’  valeurs  que  prend  F(r,  x1)  pour 

x — a, , . . , a„ , avec  x — a , , . ■ , 

proposition  lviii.  — théorème  (Abaissement). 

Soient  x, , x, . . . x„  plusieurs  racines  d’une  équation  fx  = 0 , 
de  degré  ro  ; si  l’on  connaît  une  ou  plusieurs  relations  auxquelles 
ces  n racines  satisfont,  et  si  dans  ces  relations  x,  ne  peut  pas 
représenter  indifféremment  une  racine  quelconque  de  fx  = 0 ,je 
dis  que  cette  équation  peut  être  abaissée. 

Car  soient  <p  (x, , x,  . . . xD)  = 0 , yj(x, , x, . . . xD)  — 0 , etc. , 
les  relations  qui  doivent  être  en  nombre  moindre  que  n-J-l  ; on 
a d’ailleurs  fx,~0,  fx,  = 0 , etc. , fxu  — 0. 

Entre  les  n équations 

fss*  — 0 , • . ,fxn  — 0 et  tp(y t , sc, ...  » 0 , 

supposons  qu’on  ait  éliminé  les  inconnues  x,,  x3,..,  xa,  l’équa- 
tion restante  contiendra  x,  seul;  représenlons-la  par  Far,  = O. 

Cette  équation  ne  saurait  être  identique  avec  fx,  = 0,  sans 
quoi  x,  pourrait  représenter  l’une  quelconque  des  m racines  de 
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la  proposée,  vu  que  l’équation  fx  — 0 est  satisfaite  par  toutes 
ces  racines. 

La  même  équation  Fx,  =0  aura  avec/r,  =0  au  moins  une 
racine  commune,  et  au  plus  m — 1.  Car  puisque  x,  est  une  ra- 
cine de  la  proposée,  il  faut  bien  qu’elle  satisfasse  à fx,  — 0 , ainsi 
qu’à  (p{x, , x, ...  x„)  = 0 en  même  temps  que  les  valeurs  con- 
venables de  x,  ...  x„.  Donc  elle  satisfait  à Fx,  = 0.  Ces  deux 
équations  Fx,  =0;  fx,  = 0 ne  sauraient  d’ailleurs  avoir  plus  de 
m — 1 racines  communes,  sans  quoi  elles  en  auraient  m,  et  x, 
représenterait  encore  l’une  quclconque-des  m racines  d efx,  = 0. 
Puisque  ces  équations  ont  des  racines  communes , F et  f ont 
des  facteurs  communs.  On  cherchera  donc  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  Fx,  et  fx,;  soit  f,x,  ce  plus  grand  commun  diviseur, 
on  aura/r,  zz/,x,Xpar  un  facteur  fx,,  ou 

fx,  =fx,  x/„x, , 

et  les  racines  de  fx,  z0  dépendront  de  la  résolution  des  deux 
équations  plus  simples 

fx,  =0,  fx,  = 0, 
ou  fx  =0,/,x  =0. 

Exemple,  L’équation  /(x)  = 0 a deux  racines  x,  x'  qui  satis- 
font à une  relation  donnée  <p  (x,  x')  = 0. 

On  a donc  cp(x,  x')  = 0,  fx  = 0,/r1  = 0. 

Entre  la  première  et  la  troisième  de  ces  équations  on  élimine  x', 
ce  qui  donne  une  équation  Fx=:0,  qui  doit  avoir  avec  fx  = 0 , 
au  moins  une  racine  commune.  On  cherchera  donc  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  F et/.  Soit/,x  ce  plus  grand  commun  di- 
viseur. Deux  cas  sont  à distinguer. 

1°  (p  (x,  x')  n’est  pas  symétrique  par  rapport  à x et  x*.  Dans 
ce  cas  le  degré  de  fx  est  égal  au  nombre  des  couples  de  racines 
de  la  proposée,  qui  satisfont  à (p(x,  x’)  = 0.  Car  dans  ce  cas 
l’équation  <p(x,  x')  =0  change,  si  l’on  y change  x en  x'  et  ré- 
ciproquement ; ainsi  fx  — 0 ne  doit  donner  que  les  valeurs  de 
x et  non  celles  de  x1. 

2°  (p(x , x’)  est  symétrique  par  rapport  à x et  x1.  Dans  ce  cas 

3a 


Digitized  by  Google 


4g8  ALGEBRE. 

toute  équation  qui  donne  x donnera  aussi  x'.  Donc  le  degré  de 
f,x  sera  égal  au  nombre  des  racines  qui  satisfont  à (p(x,  x')~0- 
1°  L’équation  x3 — 18.r’-)-87^— 1 10  0 a deux  racines  dont 

la  différence  est  3. 

. On  a x1 — x—i  avecfx  — 0 , fx'  zz  0. 

Éliminant  x*,  oaaura 

fx  — 0,  f(3-\-x)  = 0. 

Celte  dernière  devient 

q 27 

fx-t-3fx+-.rx+-f"'x=0 
ou,  vu  que fx—Q, 

f*+lf'x+lf"x  = 0 

ou  xr — 9 jr — 1 — 1 4 = 0; 

cette  équation  devant  avoir  une  racine  commune  avec  la  pro- 
posée, on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  fx  et 
x 1 — 9x-+-14;  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  x—2  ; ainsi 
x~2  est  l’une  des  deux  racines,  et  x'  — 3-4-2  = 5,  est  l’autre. 
La  troisième  racine  de  la  proposée  est  donc  11. 

En  général,  s’il  y a deux  racines  dont  la  différence  est  d, 

on  aura  x' — x — d,fx'  =0,  fx  — 0. 

Éliminant  x',  on  a f(x-{-d)  = 0 qui  doit  avoir  une  racine 
commune  avec/r  = 0.  Mais^ar-j-d)  = 0 se  réduit  à 

d d 7 d‘"~' 

fT*  fTS^  • • • + 2^  = °- 

Ainsi  il  existe  un  commun  diviseur  entre  le  premier  membre 
de  celte  équation  et  fx  ; si  d est  nul , il  y aura  donc  un  commun 
diviseur  entre  fx  et  f x , ce  qui  rattache  la  théorie  des  racines 
égales  à la  proposition  générale  actuelle. 

' 2°  L’équation  x!> — 12.r3-|-47.r’ — 72jr-f-36  = 0 
a ses  racines  en  proportion  géométrique. 

On  va  suivre  ici  une  marche  différente  de  celle  qui  vient  d’être 
tracée. 
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Soient  x,  y,  z,  t les  quatre  racines;  on  aura 

x :y  ::  z : t;  d’où  tx  = zy.  (1) 

Mais  on  a aussi  (prop.  24) 

(2)  ar-j-j-hz-H  = 12 

(3)  xyJrxz-\-lx-\-ty-yiz-yyz  =47 

(4)  x yz-\-xyt-\-xzt-yyzt  = 72 

(5)  xyzt=  36. 

L’équation  (3)  prend,  en  vertu  de  (1),  la  forme 

xy-\-xz+%zy+ty->rtz  = 47 
ou  (6)  O-H)  (j+z)+2zr  = 47  ; 

l’équation  (4),  aussi  en  vertu  de  (1),  devient 

xyz-yy'z-yz'y-yyzt  = 12 , 
ou  (x+y-[-z+t)yz~  72; 

ou , en  ver  tu  de  (2)  1 2 yz  = 72, 

yz  — 6 = tx. 
et  l’équation  (6)  devient 

(x-H)  (j+z)  = 35. 

Représentant  x-j-l  par  X et  y-j-z  par  Y,  on  a donc 
X+Y  = 12,  XY  = 35, 
de  sorte  que  X et  Y dépendent  de  l’équation 

M’  — 12«-f-35  = 0,  d’où  m = 5 et  u = 7. 

On  peut  poser 

x~ht  = 5 et  xt—  6,  d’où  x = 2,  t=  3, 
y~hz  = 7 yz=6,  d’où  y — 1 , z = 6. 

On  peut  traiter  de  même  l’équation  qui  aurait  ses  racines  en 
proportion  arithmétique. 

3°  L’équation  fx  = 0 a un  nombre  n-+- 1 de  racines  qui  for- 
ment une  progression  arithmétique,  dont  la  raison  est  connue 
et  égale  à d. 

.12. 
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Soit  * le  premier  terme  de  la  progression;  les  autrts  seront 
x+d , *4-2 d , . . , *4 -nd , et  on  aura 

fs-  0 ,f(x+d)  = 0 ,/(*+2d)  = 0 , etc.  fix+nd)  = 0. 

Toutes  ces  équations  auront  pour  racine  commune  le  premier 
terme  de  la  progression. 

Les  deux  premières/*  = 0 ,f(x+d)  = 0 ont  n racines  com- 
munes; car  * et  *4 -d  sont  deux  racines  qui  diffèrent  de  d : or, 
deux  termes  consécutifs  quelconques  de  la  progression  ont  cette 
différence;  donc  on  doit  trouver  pour*,  dans  ces  deux  équa- 
tions , les  n premiers  termes  de  la  progression. 

De  même/*  = 0 , /(*4-M)=0,  ont  n- 1 racines  communes , 
etc.  Enfin /*  = 0,/(*4-nd)  =0  n’ont  qu’une  racine  commune, 
vu  qu’il  n’y  a que  le  premier  et  le  dernier  terme  de  la  progression 
qui  aient  pour  différence  nd.  Donc/*  et/(iH-nd)  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur  du  premier  degré  en  *,  à moins  qu  .1 
n’y  ait  dans  l’équation  donnée  d’autres  comptes  de  racines  dont 
b différence  est  nd.  Ce  plus  grand  commun  diviseur,  égalé  à 
Jéro,  donnera  le  premier  terme  de  la  progression. 

Remarque.  La  méthode  d’abaissement  développée  jusqu  ici  ne 

réussit  pas,  lorsque  dans  les  relations  ç>(*, , *.  — • ) - °.»  etc-’ 
chacune  des  lettres  *, , «...peut  être  regardee  comme  désignant 
indifféremment  une  racine  quelconque  de  l’équation  proposée. 
A ce  cas  d’exception  se  rattachent  deux  classes  d’équations  re- 
marquables. . 

1*  L’équation /*  = «,  dans  laquelle  à chaque  racine  *.  «I 

répond  racine  *.,  telle  que  la  somme  *,+*,  est  constante  et 

égale  à un  nombre  2s  ; de  sorte  que  *,-+-«.  — 2«- 

Puisque  *,  peut  désigner  une  racine  quelconque  de  la  pro- 
posée, toute  équation  qui  donnerait  *.,  donnerait  toutes  les 

racines  de  /*  = 0. 

Pour  abaisser  le  degré  de  cette  équation,  il  y a plusieurs 
moyens.  Le  plus  simple  est  de  faire  * = y-+s  ; car  si  y, , y , sont 
les  valeurs  de  y qui  répondent  à *,  et  a *, , on  aura 

X'-y.+s,  *.=r,-H,  d’où  y.+s-j-y.-hsxzs. 

et  y ,4-y>  = °>  ou  bien  y.'  = — t- 
La  proposée  sera  donc  transformée  en  une  autre  qui  aura  ses 
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racines  2 à 2 égales  et  de  signes  contraires.  Si  fx  est  de  degré 
impair,  /(H-/)  renfermera  donc  le  facteur  y,  et  si  on  le  sup- 
prime, on  aura  une  équation  telle  que 

rn-f-p,7,n-,~f- ...  H-p.  = o, 

qui  s’abaissera  au  degré  n.  Elle  s’abaissera  de  même  si  fx  est  de 
degré  pair. 

2°  Supposons  que  les  rapines  d’une  équation  Fj  = 0 satisfas- 
sent deux  à deux  à la  relation  y,  y,  = k.  On  posera  \c\y-xV' k; 
si  x, , a;,  sont  les  valeurs  de  x qui  répondent  à y,  et  y,,  on  aura 

x,x,  = 1. 


Il  s’ensuit  que  l’équation  fx,  = 0 doit  admettre  les  mêmes, 
e — ^:=  0.  Car  onar.z:-;  or  fx , = 0 devient 


racines  que , 


x , 


— 0,  et  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  fx,  elj'— 
donnera  toutes  les  valeurs  de  x, , c’esl-à-dire  toutes  les  valeurs 

— 0 ont  les  mêmes  racines. 

II  s’ensuit  que  l’équation  fx  — 0 a les  mêmes  racines  que 
jf-  = 0.  Les  équations  qui  jouissent  de  cette  propriété,  s’ap- 
pellent équations  réciproques.  En  voici  la  théorie. 


PROPOSITION  UX.  — PROBLÈME. 


Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  'pour  qu’une 
équation  soit  réciproque  et  abaisser  cette  équation. 

Soit  l’équation 

,xm—  -+- ..  -+-cm_  =0  (1). 

Remplaçons  .r  par  chassant  les  dénominateurs,  et  mettons 
la  transformée  sous  la  forme 


«m— i C,„ — j C,  Ci  1 

H .Xm—-(-..H .a-m— — x'-\ — h— x-i =0(2). 


c,u  c„ 


Digitized  by  Google 


5oa 


algLisiie. 


Il  faut  que  celle  équation  ait  les  mêmes  racines  que  la  proposée, 
cl  comme  le  premier  coefficient  de  part  et  d’aulrc  est  le  même , 
il  faut  que 


Cm — i Cm — j 

c i — , • , C\  i , etc* 

Cm  Cm 


Si  les  conditions  que  renferme  celte  dernière  ligne  sont  satis- 
faites, celles  de  la  précédente  le  seront.  Car  en  combinant  la 
dernière  condition  avec  les  précédentes,  on  a 


C,  1 Ci 

X cm , etc*  c m — j x — — ■ Xcm , etc* , 

t'ai  f'in 


c’cst-à-dire 


= c, , etc. 


= cj,  etc, 


Ce  qui  forme  les  conditions  (3). 

La  dernière  des  équations  (4)  donne  c’m  = 1 ; d’où  cm  = ±1. 
Dans  le  premier  cas , cm  — 1 , et  les  autres  conditions  devien- 
nent 


c i — — cm — i , etc*  Ci  ■ — cm — j , etc, 


Ainsi  une  équation  est  réciproque,  si  les  termes  également 
distants  des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux  et  de  même 
signe. 

Dans  le  second  cas,  em=> — 1 , ensuite 

— c,  = cm — , , etc.  — C;  = cm — i , etc. 

Donc  une  équation  est  encore  réciproque , si  les  termes  égale- 
ment distants  des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux  et  de  signes 
contraires. 

Si  dans  ce  dernier  cas  l’équation  est  de  degré  pair,  il  y a un 


terme  au  milieu,  c’est  le  terme  c„  x'  qui  donne  la  condition 

a 

c,„  = — c,„  d’où  cm  — 0 , de  sorte  que  l’équation  doit  être  privée 

a a a 

du  terme  du  milieu. 

Nous  avons  par  conséquent  les  quatre  espèces  d’équations 
réciproques. 
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(a)  x"+'-h ...  H-Cj-f,  ...  ...  H-l  = 0. 

(A)  +ci+,o:,“-,+  ...  — Cj+Ixi+, — ...  — 1 =0. 

(c)  X™  + ...  — | — O;  X”— 4-  ...  —Ci  X'  -H  ...  +1  = 0. 

(d)  x%n-  -|-...+Ci  a;’0-i+ ...  4-C;  *'  —...—1=0. 

Les  équations  (a)  et  ( b ) s’abaissent  d’abord  à un  degré  in- 
férieur d’une  unité;  l’équation  (c)  à un  degré  inférieur  de  2 
unités,  et  toutes  les  trois  se  ramènent  ainsi  à l’équation  ( d)  qui 
s’abaisse  à un  degré  sousdouble.  C’est  ce  qu’on  va  prouver. 

L’équation  («)  a toujours  un  nombre  impair  de  racines  égales 
à — 1.  Car  si  l’équation  (2)  est 

fx  — (x — a,)  (# — a,)  ...  (x  — «„,)  =0, 

en  changeant  x en  - , et  transformant,  on  a 


Or,  si  a,  est  différent  de  ±1 , — l’est  aussi;  mais  ces  deux  équa- 

dl 

lions  sont  identiques;  donc  — est  aussi  racine  dc/.r  = 0.  De  plus 

si  a,  est  k fois  racine  de/à:  = 0,  i le  sera  k fois  dans  y/x  — O; 

donc  — sera  aussi  k fois  racine  Aefx  — Q.  Ainsi  pour  chaque 
racine  a,,  différente  de  l’unité,  l’équation  (a)  admet  une  racine 
— ; ces  racines  différentes  de  l’unité  y sont  donc  en  nombre  pair 


et  leur  produit  est  +1;  car  a,x  — = +l  ; comme  le  dernier 

u, 

terme  de  cette  équation  est  +1 , le  produit  de  toutes  ses  racines 
est  — 1.  Par  conséquent  ses  racines  égales  à l’imité,  sont  en 
nombre  impair  et  leur  produit  est  — 1.  Il  s’ensuit  que  les  racines 
égales  à — 1 sont  en  nombre  impair,  et  les  racines  égales  à -+-1  en 
nombre  pair  ou  nul. 

L’équation  («)  a donc  au  moins  une  racine  égale  à — I,  ce 
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qu’on  peut  vérifier  par  la  substitution.  Si  on  divise  le  premier 
membre  par  jr-+-l , le  quotient  sera  un  produit  de  facteurs  tels 
que 

(as — «.)  (^x — ...  (x — l)lk (x-f-1)11  0. 

Or  cette  équation  ne  change  pas  si  l’on  remplace  x par 

ses  racines  sont  en  nombre  pair;  c’est  donc  une  équation  réci- 
proque de  l’espèce  de  (d) , puisque  son  dernier  terme  est-|-  1. 

On  prouvera  de  même  que  l’équation  (b)  a un  nombre  impair 
de  racines  égales  à -|-1 , et  que  si  l’on  y supprime  la  racine  -+-1 , 
on  a une  équation  de  l’espèce  de  ( d ) ; et  enfin , que  l’équation 
(c)  a un  nombre  impair  de  racines  -Ht  et  un  nombre  impair 
de  racines  — 1 ; si  l’on  y supprime  la  racine  -f-1  et  la  racine  — 1 » 
on  retombe  encore  sur  une  équation  telle  que  ( d ). 

Pour  prouver  enfin  que  cette  équation  ( d ) peut  s’abaisser  à 
un  degré  sousdouble,  on  remarquera  que  dans  cette  équation 

à chaque  racine  a,  distincte  de  ±1 , il  en  réponde  une  -î-,  telle 

que  le  produit  est  a.x  — est  1 ; de  même  à chaque  racine  ±1 , il 

a, 

en  réponde  une  seconde  ±1 , et  le  produit  de  ces  racines  corres- 
pondantes est  encore  1 : car  les  racines  -+-1  y sont  en  nombre 
pair,  et  les  racines — 1 aussi.  Du  reste,  tant  que  les  coefficients 
seront  des  lettres  différentes,  cette  équation  ( d ) ne  sera  satisfaite 
ni  par  -+-1  ni  par  — 1. 

L’équation  (d)  a donc  n couples  de  racines,  formant  dans 
chaque  couple  un  produit  égal  à 1 : pour  connaître  ces  racines  , 
il  suffira  de  chercher  la  somme  de  celles  qui  font  partie  du  même 
couple.  Cette  somme  devra  avoir  n valeurs  différentes  et  pas  plus. 
À cet  effet,  soient .r  et  x'  les  deux  racines  d’un  même  couple,  de 
sorte  que  xx'  = 1.  On  posera  x-\-xf  z , et  l’équation  en  z 
n’aura  que  n racines  distinctes. 

Ces  deux  équations  donnent  z = x-| — , et  au  lieu  d’éliminer 

<2> 

x entre  cette  équation  et  (d) , on  pourra  opérer  ainsi  qu’il  suit  : 
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on  divisera  (d)  par  x " , ce  qui  donne 

(e)x*-j ( xn~' '+  — — ;'S\+..+en_  lx-\ — ^-(-c»=0. 

x°  ■ \ x—'y  \ XJ 

Or , je  dis  que  le  binôme  x *+  — est  une  fonction  entière  de 
z du  degré  a;  car  on  a 

(*+1)=*^^+**-'+^,  d’où 

V)  *-+^=(^+1)»-^-+^) 

Si  donc  on  suppose  que  x**-)-  — et  x*~M — sont  des 

fonctions  entières  de  z des  degrés  a,  a — 1 , respectivement,  il 


suit  de  cette  relation  que  x*+'- 


, est  aussi  une  fonction 
entière  de  z,  du  degré  a-f-1.  Or  x0-|---^  ou  2,  est  du  degré  0 
en  z;  x'-|--^ou  z est  du  degré  1 ; donc  x’+  sera  du  degré  2 , 


x3H - sera  du  degré  3 , etc. 

xJ 

Donc,  donnant  dans  l’équation  (/),  à a successivement  les 
valeurs  1,  2,  3,  etc.,  on  aura 

1 

x’H = z’-2 

x1 

x3-f-  — , — z 3 — 3z. 


xG| — -,  = z* — 4z’+2, 
x' 

etc. 


xn— f-*  — = z” — nzn-,+  etc. , 
x° 


et  l’équation  (e)  sera  transformée  en  une  équation  en  z du  degré  n. 
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Connaissant  les  valeurs  de  z,  au  nombre  de  n,  l’équation 

x-\-  — — z , ou  a?’ — xz-\- 1 = 0 , 
x 

fournira  deux  valeurs  de  x pour  chaque  valeur  de  z. 

Exemple.  x^-f-c , x 5-j-c  M-c  3ar3-(-c  aar  ’-j-e , .r  + 1 = 0 , 
divisant  par  x3,  on  a 

( *,+ ?)+Ci  (*+  ï)-^3 = 0 ’ 

1 

mettant  pour  x-\ — , etc.,  leurs  expressions  en  z , on  a 


s3-+-c,z'-\-z(c? — 3)-t-cj — 2c,  = 0. 

_ . « 13  17 

Soit  c,  — 2 , c,  — — ^ , C3  — ^ » 


z3-îz'-jz^=0, 


on  aura 

ou  4s3 — 8z’ — 25z-|-  50  = 0. 


5 6 

Cette  équation  a pour  racines  z = 2,z  = -j--,z  = — -. 

jS  & 

Ainsi  pour  trouver  a:,  on  a les  trois  équations 
5 5 

•r’ — 2a?+l  — 0 , x 1 — - x~\~\  z=.  0 , ar’+  - ar+1  = 0 , 


d’où  # = 1 , x—  1 , x = 2,  x—  -,  xz=. — 2,x= — -. 

Aà  £ 

On  peut  encore  former  l’équation  en  z d’une  autre  ma- 
nière : celte  équation  est  de  la  forme  z0-j-A,z"—,H-  ...  -f-A„  = U. 

Si  l’on  y remplace  z par  x-\-  - , on  doit  retrouver  l’équation  en  x. 


Ainsi  dans  ^r-f-  ^ -f-A,  x-\ - + ...  H-A„  = 0,  on  mul- 


tipliera par  x",  et  on  rendra  l’équation  résultante  identique  avec 
la  proposée , ce  qui  déterminera  A, , etc.,  Au. 
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Remarque  t.  Au  lieu  de  chercher  l’équation  qui  a pour  ra- 
cines x-\-x',  on  pourrait  chercher  celle  qui  a pour  racines 
x'-i-x'*,  elc.,x—x';  cette  dernière  aurait  scs  racines  2 à 2 égales 
et  de  signes  contraires. 

Remarque  2.  Dans  les  cas  particuliers  on  peut  trouver  l’équa-. 
tion  en  z en  éliminant  x par  la  méthode  du  plus  grand  commun 
diviseur. 

Corollaire.  Les  équations  binômes  2m±a  = 0,  a étant  un 
nombre  absolu  se  ramènent  aux  équations  réciproques.  Soit  b la 

m __ 

valeur  absolue  de  V' a,  de  sorte  que  bm  = a,  et  soit  fait  z — bx; 
l’équation  devient 

h™x"‘-±_b<"  = 0 ou  xm ± 1 = 0 , 
équation  réciproque. 

Si  m est  impair  et  égal  à 2n-|-l,  l’équation  = 0 se 

décompose,  admet  la  racine  — 1 , et  conduit  à une  équation  ré- 
ciproque de  l’espèce  de  (d)  ; elle  s’abaissera  au  degré  n. 

L’équation  x'*+' — 1 =0  tombe  dans  le  cas  de  l’équation  (b). 

Soit  maintenant  m pair  et  égal  à 2 n. 

L’équation  =0  tombe  dans  le  cas  de  l’équation  (d)  et 

s’abaisse  au  degré  n. 

L’équation  j‘“ — 1 =0  se  décompose  en 


æ"+1  =0,  a:n— 1 =0. 

Si  n est  impair,  ces  deux  équations  rentrent  encore  dans  les 
équations  (a)  et  (b)  et  s’abaissent  au  degré  — - \ Si  n est  pair , 

A 

la  première  est  dans  le  cas  de  l’équation  (d) , la  seconde  décom- 
pose en 


x'—l  = 0,  x’-p-l  =0,  etc. 


L’équation  binôme  n’a  point  de  racines  égales,  parce  que 
#m  th  1 est  premier  avec  sa  dérivée  mxm~~‘  (p.  40). 

L’équation  .r‘"±l  rrO  ne  saurait  admettre  des  racines  réelles 
autres  que  -(-1  ou  — 1.  Car  on  doit  avoir  xm  =+  1.  Donc  l’é- 
quation binôme  n’a  jamais  plus  de  deux  racines  réelles. 

L’équation  x'n—  1 =0  en  a deux  qui  sont  -)-l  et  — 1 ; l’équa- 
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lion  x’D+'  — 1 = 0 a la  seule  racine  réelle  -f- 1 ; l’équation 
=0  n’a  que  la  racine  réelle  —1  , et  ar’*+l  — 0 n’en 

a pas. 

Exemples.  x6 — 1 = 0 , se  décompose  en 

x 3 — 1 = 0 , x3-|-l  — 0. 

' i±vm  , 

La  première  donne  x=  1 , x — ; la  seconde 

1±K=3 

x = _l,x=_ . 

L’équation  x'* — 1 = 0 se  décompose  en  x * — 1 = 0 , xM-1  = 0 , 
on  en  tire 

x=±l,  x — ±V — 1. 

x® — 1 =0  se  décompose  en  xi — 1 = 0 , xH-1  =0;  l’équation 

x'1 — 1 =0  vient  d’être  résolue;  l’équation  x*+l=0,  donne 

1 „ 1 

x'-\ — - = 0;  posant  x-j — —t,  on  a 
OC  oc 

t * — 2 = 0,  d’où  l ±=.±V/' 2 , 
ensuite  x’ — tx+ 1 =0  donne 


x : 


t±V <*— 4 


ou 


x ==X 


l/2±l/— 2 


x'1 — 1=0  se  décompose  en  (x3 — 1)  (x6+x3-|-t)  = 0,  d’où 
x3 — 1=0,  x6+x3+l  = 0 . 

La  première  a été  résolue;  la  seconde  donne 

_ l±l/~3 
x ~ 2 

Pour  déterminer  x , on  sait  qu’il  est  de  la  forme  — 1. 


On  pose  donc 


Élevant  au  cube, 
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égalant  les  parties  réelles  d’un  côté,  les  parties  imaginaires  de 
l’autre,  on  a les  équations 

«3— 3«<’  = - 1 , 3 t3  = 1^3, 


dont  on  cherchera  les  solutions. 

Une  seule  solution  suffira  , comme  on  le  montrera  plus 
bas  (prop.  60,  c.  2). 

L’équation  x5 — 1 mO  a la  racine  +1  ; les  quatre  autres  ra- 
cines sont  fournies  par 

x'*-j~x3-t-x,-{-x-\-l  =0. 

Divisant  par  x1,  on  a 

ar’  x 

1 

posant  x-\ = t , on  a 

X 

t'+t- 1 =o, 

t ±y  s 

par  suite  t = — ' — - — , d’où  les  valeurs  de  x. 

L’équation  trinôme  r”— 2pr”-f-?=o 

se  ramène  aux  équations  binômes  ; car  elle  donne 

r"=/H-U/p’— 7,  y"~p—V/p,—q. 

Comme  l’équation  binôme  ne  saurait  avoir  plus  de  deux  ra- 
cines réelles , l’équation  trinôme  n’en  a pas  plus  de  quatre. 


PROPOSITION  LX.  — THÉORÈME. 

Un  radical  a autant  de  déterminations  différentes  qu'il  y a 
d’unités  dans  son  indice;  parmi  ces  déterminations  il  y en  a tout 
au  plus  deux  qui  soient  réelles. 

Soita  une  expression  quelconque,  algébrique  ou  arithmétique; 
soit  x la  racine  m de  a;  pour  que  x soit  en  effet  une  racine  m 
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de  a,  il  faut  et  il  suffît  que  la  puissance  m de  x soit  égale  à a , 

c’est-à-dire  que  xm—a,  ou  — a=0, 

équation  qui  a m racines  dont  2 au  plus  sont  réelles.  Donc  x , 

m 

ou  \S  a a m déterminations  dont  2 au  plus  sont  réelles,  et  qui 
d’ailleurs  sont  toutes  différentes. 

ni 

Remarque  1.  V' \ a également  m déterminations  fournies  par 
l’équation  xm — 1 = 0. 

Corollaire  1.  Lorsque  les  puissances  m de  deux  expressions 
sont  égales,  on  peut  conclure  que  ces  deux  expressions  sont  des 
déterminations  de  la  racine  m d’une  même  quantité.  Si  ces  ex- 
pressions sont  des  nombres  absolus , on  peut  conclure  qu’elles 
sont  égales.  Car  la  racine  m d’une  quantité  n’a  pas  plus  de  deux 
déterminations  réelles,  dont  une  seule  est  un  nombre  absolu. 

ni 

Corollaire  2.  Pour  trouver  toutes  les  déterminations  de  V' a , 
il  suffit  d’en  connaître  une  et  de  la  multiplier  par  les  détermina- 

m 

lions  de  En  effet  soient  a,,  a, ,....,  ces  dernières,  de 
sorte  que 

«,m =«/"=,...,  = a, um=l; 

ni 

soit  a!  une  détermination  de  V'a,  de  sorte  que  a'm—a;  je  dis 
que  les  racines  m de  a sont 

a, a',  a,a',...,  ama'; 

car  ces  expressions  sont  au  nombre  de  m,  toutes  différentes  et 
chacune  d’elles,  élevée  à la  puissance  m donne  a,  puisque 

(a,«’)ra=aIma'm=lXa=a,  etc. 

Par  conséquent  s’il  s’agit  d’avoir  toutes  les  déterminations  de 
la  racine  m d’un  nombre  ou  d’un  polynôme,  on  en  cherchera 
une  d’après  les  méthodes  du  livre  1er,  et  on  la  multipliera  par 

m 

les  valeurs  de  P'T,  supposées  connues. 

Remarque  2.  Le  produit  de  plusieurs  puissances  entières,  po- 
sitives ou  négatives  des  racines  m de  l’unité,  est  une  détermina- 

m * 

tion  de  1^1 . 
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Car  soient  n,i,k, . . . , des  nombres  absolus , et  soit 
a"  a,'.a3~k...; 


a , , a,,---,  représentent  encore  les  valeurs  de \S t ; si  l’on  élève 
celte  expression  à la  puissance  m,  on  a 

a,mn  «,mi  a~ak...^ 

ou  (a, ")■.(«,")*  (a3m)-k.... 


Or  a1m  = «Jra=«.1ra=etc.=  1;  donc  l’expression  précédente  se 
réduit  à 1 ; ainsi  la  puissance  m de  a,n  a,1  a3~ 1 , ...,  est  1 ; donc 

m 

cette  expression  est  une  valeur  de 
Remarque  3.  Calcul  des  radicaux. 

Les  règles  de  ce  calcul  n’ont  été  établies  (I.  1)  que  pour  les 
valeurs  numériques  des  radicaux  ; il  convient  de  les  étendre  à 
’ tous  les  cas , même  à celui  où  les  radicaux  n’ont  pas  de  valeurs 
numériques. 

1°  Addition.  Læ  règle  établie  (p.  43, 1.  1)  ne  donne  pas  toutes 
les  valeurs  de  la  somme.  Car  soit  a V' c-\-b  V'c;  puisque  a m 

m 

valeurs,  le  premier  terme  n^cam  valeurs  ainsi  que  le  second 

m 

6 l/c;  en  combinant  chaque  valeur  du  second  avec  chaque  va- 
leur du  premier,  on  obtiendra  m’  valeurs,  pour  la  somme. 

m 

Or  la  règle  citée  donne  (ns— {-6)  l/c  et  ne  fournit  pour  celte 
somme  que  m valeurs  : elle  ne  les  donne  donc  pas  toutes.  Pour 


avoir  toutes  les  valeurs,  appelons  e'  une  valeur  de  ^ c ; il  faudra 
ajouter  chacune  des  m expressions 

aafi,  aa,c' aamc’ , à chacune  des  suivantes  ba,c' , 6a,c', .., 

m - 

bamc'  ; a,,  a,  etc. , étant  toujours  les  valeurs  del/ 1 . 

2°  Simplification.  Cette  règle  convient  à tous  les  cas,  c’est-à- 
dire  que  l’on  a toujours 


l/ an'b—a  l/ b. 
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Car  Ÿ amb  représente  les  m déterminations  de  la  racine  m de 

ni 

amb;  or  aV' b représente  aussi  m expressions  différentes,  dont 
chacune,  élevée  à la  puissance  m,  reproduit  a.mb;  donc  toutes  ces 
expressions  sont  des  racines  m de  amb,  c’est-à-dire  qu’elles  sont 

m 

égales  aux  valeurs  de  V'  amb. 

3°  Réduction  de  l’indice.  Cette  opération  change  le  nombre 
des  valeurs  du  radical , puisque  ce  nombre  est  égal  à l’indice. 

4°  Puissances.  Si  m et  h sont  premiers  entre  eux,  on  a tou- 
jours 


En  effet  soit  a!  une  valeur  de  a;  toutes  les  valeurs  de  ce  ra- 
dical sont 

, ûifl1  CLxaP  i 


Donc  toutes  les  valeurs  de 


(fc)‘ 


sont 


(1)  a,‘a'‘ , a 'a" am'cc\ 

m 

Chacune  de  ces  valeurs  est  une  valeur  de  ; car  si  l’on  en 
considère  une  quelconque  a,ka,k,  pour  l’élever  à la  puissance  m, 
on  a 

= (ce,")1  (a'")k  = ak 


vu  que  a,m=l,  a'm  = a.  Donc  toutes  ces  expressions  (1)  sont 

m 

des  racines  m de  a1,  ou  des  valeurs  de  V^a1;  elles  sont  au  nom- 
bre de  m;  il  suffit  donc  de  prouver  qu’elles  sont  différentes , et 

I* 

il  sera  démontré  que  ce  sont  les  m valeurs  de 

Or  ces  valeurs  ont  le  facteur  a,k  commun;  il  faut  donc  mon- 
trer que  les  facteurs  a,k,  a,k , . .,  amk  sont  différents. 

Supposons  qu’on  puisse  avoir  cc,k=  «,k. 

Soit  k=.mq~\-r;  il  vient 

^mq+r—^mq-fr 

ou  («,"’),,x«,r=(a,,a)‘,xa,r,  ou  a.r=a,r, 
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VU  que  a,m=  1 =a,m. 

Soit  maintenant  m — rq,-\-r,  ; on  aura  aussi 
a,"i.+r.  = a1"«i+,i. 

Mais  a,'  = a,'  donne  -a."1.  = a/s.  ; donc  on  aurait 
a,r.  = a,r.. 

Continuant  sur  r,  r, ...  l’opération  du  plus  grand  commun 
diviseur , et  nommant  r,  un  reste  quelconque , on  prouvera  que 

cc,r>  = a,T>; 

mais  puisque  m et  k sont  premiers  entre  eux,  on  arrivera  à un 
reste  r — 1 , donc  on  aurail  a,=a,,  ce  qui  n’est  pas. 

Donc,  etc. 

En  second  lieu  je  dis  que 

/mn  \ n r» 

(y~a)  =^n 

mn 

Car  soit  une  valeur  quelconque  del ^ a,  on  aura  yma~a  ou 

/ mn  \ n 

(y”)’"  — a;  donc  y"  ou  \v  a)  , élevé  à la  puissance  m donne  a; 

m 

donc  y"  a m valeurs  qui  ne  sont  autres  que  celles  de  V' a.  Car 

toute  racine  m de  a est  une  valeur  de  y°,  vu  que  (*)‘ 
donne  ( y°)m . 

/ta n \ nk  m 

. Enfin  je  dis  que  \r  a)  = l/âs  m et  k étant  premiers 
entre  eux. 

/ma  \ ni  / /mn  \n\^ 

Car  * \y~a)  =\\/~ci)  ) 

Mais  on  vient  de  prouver  que 

/mn  \ n m 

(y  a)  =^â; 

33 
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on  a prouve  de  plus  que,  m et  k élant  premiers  entre  eux 

(t/àï=ÿ^. 


Donc 

6°  Extraction  des  racines, 


/®o  \n^  / ■»  \ ^ m 

iyh)  = (y  a)  =^. 


■ / m mn  __ 

On  a'  V 

Pour  prouver  cette  égalité,  il  suffit  de  montrer  que 
a mn  valeurs  différentes;  car  toute  valeur  de  cette  expression  est 
telle,  que  si  on  l’élève  à la  puissance  mn,  elle  reproduit  a;  vil 
que,  d’après  4° 


de  sorte  que  est  une  racine  mn  de  a.  Si  donc  on  prouve 

que  |/ V^â a mn  valeurs,  l’égalité  ci-dessus  sera  démontrée. 


Or,  soient  a,,  a,, .. , am  les  valeurs  del^a,  celles  de 
seront  données  par  les  équations 


y" — a,  = 0 , y" — a,=:0  . ..  j"— am  = Ô. 

Or  y°  —a, , y*— a, , etc. , sont  premiers  2 à 2 ; donc  y a mn 
valeurs  différentes. 

6°  La  règle  de  la  multiplication  est  exacte,  pourvu  qu’on 
réduise  les  radicaux  à l’indice  oommun  le  plus  simple.  U y a 
trois  cas. 

mm  ni 

1er  cas . \/~a  'xÿ'ïf  — I /ÔÂ. 
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En  effet  V ay.V  b , élevé  à la  puissance  m donne  ab;  donc  il 
est  une  valeur  de  racine  rndea^;  et  par  suite  il  n’a  pas  plus  de 
m valeurs,  il  en  a d’ailleurs  m;  car  le  produit  des  m valeurs  de 

m m 

V a par  une  valeur  de  Vb  fournit  m résultats  distincts. 

2e  cas.  Soient  m,  n deux  nombres  premiers  entre  eux,  on 

m d ma 

aura  Va . V b — V a*bm. 

m n 

En  effet  Va  . V b élevé  à la  puissance  mn  donne  a*  b™  ; donc 

nui 

ses  valeurs  sont  des  déterminations  de  V a"bm.  Reste  à prouver 

m n 

que  les  valeurs  de  Va  Vb  sont  au  nombre  de  mn. 

m m 

Or,  soit  ci  une  valeur  de  Va;  a, , a,,...,  ccm  celles  de  Vt  ; 

n n 

soit  b'  une  valeur  de  Vb  ; (. î , , celles  de  V\.  Les  valeurs 

m n n»  .*• 

de  Va  X Vb  seront  a! b •Vi.Vî  , c’est-à-dire 
ci  b'  a,  fi .,  a'b'a1fî2,.l.,a!b'a1ftB, 
a'b'dift, , db'a,(i,,...,cib'a7(iB, 
etc. 

Parmi  ces  valeurs,  celles  qui  ont  trois  facteurs  communs  sont 
évidemment  différentes;  reste  à montrer  que  deux  expressions, 
telles  que  a’b'a,ft, , a'b'a,(i, , sont  différentes,  c’est-à-dire  que 
a,(i, , a.ft,  le  sont. 

Mais  si  l’on  avait  a,f},  = a, fi, , 
on  aurait  aussi  (a, fi,)"  = (a,/?>)n  > 

ou  a,°/9.°  = d’où , vu  que  /?."  = 1 = /9,n 

a,"  — a°. 

Mais  on  a aussi  a,™=  1 = a„,n. 

Et  puisque  m et  n sont  premiers  entre  eux,  ces  deux  relations 
sont  contradictoires , comme  on  l’a  prouvé  ci-dessus  (4°). 

3e  cas.  Les  indices  ont  un  facteur  commun.  Soient  m et  n 

53. 
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deux  membres  premiers  entre  eux , je  dis  que 

mli  t k mi  k 

V ayVb  — V a"bm. 


donc  le  produit  des  deux  radicaux  d’indice  k est , d’après  le 
premier  cas 

I / m _ n 

V VayVl>. 

m n o»*1  _____ 

Mais  V ay.v  b—V ' a"bm,  puisque  m et  n sont  premiers  entre 
eux  (2e  cas). 

Donc  le  produit  est 


k 


7°  Division.  Comme  pour  la  multiplication. 


PROPOSITION  LXI.  — PROBLÈME. 


Rendre  rationnelle  une  équation  à une  inconnue,  et  qui  ren- 
ferme des  radicaux. 

D 

Si  l’équation  ne  renferme  qu’un  seul  radical,  tel  que  V' X , 
X étant  une  fonction  rationnelle  de  x , on  pourra  la  mettre  sous 
la  forme 

D __ 

A»/X  = B, 

À et  B étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  De  là 


[uestion  est  donc  de  trouver  pour  x une  valeur  qui  rende 

D 

al  à l’une  quelconque  des  n valeurs  de  , ou  qui  rende 


I.1VBE  IV.  5 1 7 

Cette  équation  est  rationnelle;  elle  donne  toutes  les  valeurs 

n 

de  x qui  rendent  B égal  à AV^X. 

Il  faut  .remarquer  ici  qu’à  chaque  valeur  de  x répondent  « 

d B 

valeurs  de  k X;  or  ^ deviendra  égal  à l’une  de  ces  valeurs , et  il 

faudra  chercher  quelle  est  cette  même  valeur. 

Soit  pour  exemple  l’équation 

3 _ 

7l/2x=2x+6; 

élevant  au  cube,  on  a 

686^’  = 8x}-f-72x’+2 1 6jc-+-2  1 6 ; 
ou  4x3-\-3Gx'‘ — 235^+108  = (b 

Celte  équation  donne  x — 4 et  4x*-\-t>2x — 27  = 0 ; 


d’où 


Chacune  de  ces  valeurs  satisfait  à la  proposée,  pourvu  que 

3 

l’on  prenne  la  valeur  réelle  de  V' 2x.  Au  contraire , nommant  « 

3 _ 

une  valeur  imaginaire  de  V 1 , si  l’on  pose 

3 . 

’laV'^x  — 2x-f-6 , 

on  trouvera  les  mêmes  valeurs  de  x;  mais  aucune  d’elles  ne 

3 

satisfera  à l’équation,  si  l’on  prend  la  valeur  réelle  de  V' 2x;  il 

3 _ 

faudra  prendre  une  valeur  imaginaire  de  V' 2x. 

n 

Dans  l’équation  SV' X = B , il  peut  se  faire  que  l’on  trouve  des 
valeurs  de  x,  dont  les  unes  satisferont  pour  une  certaine  deter- 

D 

initiation  de  V' X , d’autres  pour  une  autre.  C’est  ce  qui  a lieu 
pour  l’équation 

x — 3 = 2x — 3. 
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Elevant  au  carré , on  a 

x’  — 6x-f-9  = 2x — 3 , 
puis  x’  — 8x-+-l  2 = 0; 

d’oùx=2,  x=6.  Or  de  ces  deux  valeurs , la  seconde  satisfait  seule 

à l’équation  proposée;  la  première  satisfait  à x — 3 = — V' 2x — 3. 

Ce  résultat  est  d’accord  avec  la  remarque  faite  au  commence- 
ment de  ce  problème. 

Si  l’on  prend  l’équation  x — 4 = -4-l/_3x+10,  • 

d’oii  x’ — 6x-)-6  = 0 et  x = 2,x  = 3, 

on  reconnaît  qu’aucune  de  ces  valeurs  ne  satisfait  à la  pro- 
posée, et  que  toutes  les  deux  satisfont  à x — 4 = — V — 3x-)-1 0. 

Considérons  maintenant  une  équation  avec  deux  radicaux  , 
telle  que 

• m 

(1)  A^X+B^Y+CrzO, 

A,  B,  C,  X,  Y étant  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

n m 

Pour  chaque  valeur  de  x,  l’expression  AP^X-f-BP^Ÿ  aura  mn 
valeurs;  ainsi  il  faudra  encore  ici  discuter  les  déterminations 
qu’on  doit  prendre  pour  chacun  des  deux  radicaux,  lorsqu’on 
donnera  à x une  valeur. 

D m 

Pour  obtenir  ces  valeurs  de  x,  on  posera  V' X —y,  P^Y  — z, 
d’où  Aj-t-Bz-j-C  = 0 , y* — X = 0 , zm — Y = 0. 

On  éliminera  y et  z entre  ces  équations,  et  on  aura  l’équation 
en  x. 

3 

Exemple.  V' x — 2-f-P/  x — 1— |— 1 = 0. 

3 . 

On  pose  V1  x — 2 —y,\/x — 1 = z, 

et  l’on  a j-t-z+l+=0;  x— 2=^,  x—  l = z\ 

L’élimination  de  z donne  x — 1 ou 

r’_f_2j — x-f-2  = 0 avec  y3 — x-j-2  — 0. 
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Enlrc  ces  deux  équations  on  élimine  y. 

y3  — aH-2  y’+2r — a?-)-2 

— 2)  — a?+2  y— 2 

j(jc+2)  — 3a?+6. 

On  multiplie  le  nouveau  dividende  par  a?-|-2, 
y7(x-{-2)-hy(2x-\-i) — ar’-f-4  y(a?-f-2) — 3a?-f-6 
-+-y(6a? — 2) — x’-4-4  y,  6a? — 2 

On  multiplie  par  a?-f- 2 

y(5a? — 2)  (a?-+-2) — x3 — 2a?’-4-4ar-4-8 

— x3-+-l3x‘‘ — 32a?-t-20. 

Ainsi  l’équation  en  a?  est 

x3 — 13x’+32a? — 20  -f  - 0 , 
ses  racines  sont  x — \,  xxz 2,  a?=10. 

La  valeur  x—  1 satisfait  à la  proposée,  arithmétiquement. 

La  racine  x = 2 y satisfait  si  l’on  prend  x — 1 négatif,  et 

x— 10  de  même. 

S’il  y a plus  de  deux  radicaux,  et  même  s’il  n’y  en  a que 
deux , on  peut  être  conduit  à des  calculs  d’élimination  compli- 
qués. 

* PROPOSITION  IXH.  — PROBLÈME. 

Faire  disparaître  un  terme  dans  une  équation  donnée 
fx  = xmH-p,xm-,-f- . . . -4-pm  = 0. 

A cet  effet  on  pose  x — a-\-x' , a étant  une  indéterminée , x' 
une  nouvelle  inconnue.  On  a fÇa-hx1)  = 

ar(<=-i)  /•(>»-») 

S’il  s’agit  de  faire  disparaitre  le  terme  en  a?’",  on  déterminera 
a par  le  moyen  de  l’équation 

r(") 

J a =m"l“'.a“— +(m— l).nl-'/?,am-n-,-4-...4-n“l-,./>1„_a  = 0. 
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Dans  le  cas  où  les  coefficients  defx  sont  réels,  si  m — n est 
impair,  cette  équation  a au  moins  une  racine  réelle,  et  si  m — n 
est  pair  et  pm—u<^  0,  elle  en  a au  moins  deux. 

/(«■— o 
a = 0 , d’où 

a — — — comme  à prop.  24,  c.  2. 
m 

Pour  faire  évanouir  le  dernier  terme,  il  faut  résoudre^  = 0, 
oufx—  0;  ce  que  l’on  peut  voir  d’une  autre  manière.  Car  soient 
a,,..,a”  lesm  racines  de  fx  — 0 , puisque  x — x'~\-a , ou 
x'  =zx — a , les  m racines  de  l’équation  en  x'  sont 

a, — a,  a, — cc,...,am — a.  x 

Or,  pour  que  l’équation  en  x1  soit  privée  du  dernier  terme, 
il  faut  et  il  suffit  que  l’une  de  ses  racines  soit  nulle.  Il  y a donc 
m manières  de  faire  disparaitre  ce  terme;  en  faisant  a — a,,  ou 
a — a%,  etc.,  ou  a — am.  Ainsi  les  valeurs  de  a sont  les  racines 
defx  — Q. 

Remarque.  Si  l’on  veut  faire  disparaître  à la  fois  deux  termes, 
par  exemple  x'"  et  x'a+',  on  aura  deux  équations,  telles  que 

m"1— a"—- 4- K1“,Pn,-«  = 0, 

m»+il-  > — 0. 

Mais  la  première  de  ces  équations  a à ses  derniers  termes  les 
coefficients  pm—n,  • • • Pm— h-,  ^ qui  n’enlreut  pas  dans 

la  seconde.  Donc  en  général  ces  deux  équations  n’ont  pas  de 
racine  commune  : on  ne  pourra  donc  faire  disparaître  deux 
termes  que  dans  quelques  cas  particuliers. 


PROPOSITION  LXIII.  — PROBLÈME. 

Exprimer  qu’une  ou  plusieurs  racines  d’une  équation  fx  ~ 0 
satisfont  « des  conditions  données. 

1°  L’équation  fx  — 0 doit  avoir  k racines  communes  avec 
l’équation  (px  =.0. 

Il  faut  pour  cela  que  fx  et  rpx  aient  un  commun  diviseur  du 
degré  h.  Ainsi  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
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fx  et  (px , et  l’on  poussera  les  opérations  jusqu’au  diviseur  de 
degré  k y le  reste  correspondant  à ce  diviseur,  reste  qui  est  de 
la  forme 

Ax^'H-A,#1-’-)-  • • • +Ak— . 

devra  être  nul,  quel  que  soit  x ; ce  qui  donne  les  conditions 
A = 0,  A,  = 0, ...,  Av_,  = 0. 

2°  L’équation  fx  — 0 doit  avoir  n racines  égales. 

Soit  a la  valeur  inconnue  de  la  racine  multiple  ; on  posera 


fx  — (x— a)*.  (px. 


Si  fx  est  du  degré  m,  (px  est  du  degré  m — n et  renferme  m — n 
coefficients  inconnus;  on  fera  le  produit  de  (x — a)”  par  (px ; ce 
produit  devra  être  identique  avecfx;  on  égalera  donc  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  x,  ce  qui  donnera  m équation 
entre  m — n-f-1  inconnues,  lesquelles  inconnues  sont  les  coeffi- 
cients de  (px  et  a-  Ainsi  de  m — n-j-t  de  ces  équations  on  tirera 
les  valeurs  de  ces  inconnues,  on  les  substituera  dans  les  n — 1 
équations  restantes,  et  on  aura  les  conditions  cherchées,  au 
nombre  de  n — 1. 

3“  L'équation/jr  ... -hpm  — 0 doit 

avoir  toutes  ses  racines  égales. 

Comme  la  somme  des  racines  est  — p, , si  elles  sont  égales  entre 


elles,  chacune  sera  — — . Ainsi  non-seulement  x — — — devra 
ni  m 

annuler  fx , mais  encore  toutes  ses  dérivées  jusqu’à  fm~~'x  in- 
clusivement; or  f“'~'x  — m(m — 1)  ...  2.x+(m — 1)  ...2 .p, , 


expression  qui  est  annulée  immédiatement  par  xxz  — il  res- 


tera donc  m— 1 conditions  qui  sont: 


Cette  question  peut  se  résoudre  encore  de  plusieurs  autres 
manières. 

4°  Établir  les  conditions  pour  que  x/,~+-px3~\-qx',-{-  rx-f -s  = 0, 
ait  ses  racines  égales  2 à 2. 
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Il  faut  pour  cela  que  ce  polynôme  soit  le  carré  d’un  binôme 
tel  que  x'-J-ax-^ft. 

6°  Idem  pour  que  xf’-\-pxs- 4-  . . . = 0 ait  ses  racines  égales 
2 à 2.  ' 

Ce  polynôme  doit  cire  de  la  forme  (;r3-f-e^r,-^-/9.r-|-y)^ 

6®  L’équation  xm-\-px'n~'- f-  ...  =0  doit  avoir  n couples  de 
racines  telles  que  les  racines  de  chaque  couple  fassent  une  somme 
égale  à s. 

On  cherche  l’équation  aux  sommes  et  l’on  exprime  qu’elle  a n 
racines  égales  à s. 

7®  Transformer  fx  = 0 en  une  autre  équation  FytnO,  telle 
que  Ç)(x , y)  ==  0. 

On  élimine  x entre  tp{x , y)  = 0 et/*=0- 


PROPOSITION  LXIV.  — PROBLÈME. 


Trouver  les  diviseurs  du  degré  n,  d’un  polynôme  du  degré 
m^>  n. 

Soit  xm-{-pIx”‘-~'-{-  ...+pm  le  polynôme  de  degré  ni;  chacun 
de  ses  diviseurs  de  degré  n sera  de  la  forme 


x"-\-q,x'‘  ' -j— . . . — (-<7„ î 
le  quotient  sera  du  degré  m — n et  de  la  forme 


-n-t-r,xra-n-,-f- ... 


Il  faudra  donc  que  le  produit  de  ces  deux  derniers  polynômes 
soit  égal  au  premier,  ce  qui  fournira  m équations  entre  les  ni 
inconnues  q,  ...  qa,  r„, ...  rm_„. 

Comme  un  polynôme  de  degré  m a m diviseurs  du  premier 
degré,  il  a autant  de  diviseurs  du  degré  n qu’il  y a de  produits 
de  la  classe  n à faire  avec  m quantités,  c’est-à-dire  que  le  nombre 
/n"^ — 1 

des  diviseurs  est  - : tel  est  donc  aussi  le  degré  auquel  s’élè- 


vera l’équation  qui  donnera  q , ou  q, . . . ou  qa. 

Si  n — m — 1 , ce  degré  est  m;  dans  ce  cas  il  est  facile  de  for- 
mer l’équation  qui  donne  q,;  en  effet,  soient  a,,  a,  ...  am  les 
racines  de  x™-+-p%xm—'-\~  ...  -+-pm  — 0. 


livre  iv.  5a5 

Les  valeurs  de  —q,  sont  les  sommes  que  l’on  peut  faire  avec 
ces  racines  combinées  m — 1 à m-rl  ; or,  comme 

P l =^l+U»+  ••  - ,+Uin  , 

il  s’ensuit  que  ces  sommes  ont  pour  valeurs 

— a, — p,,  — a,— p,,  etc. —um— pa- 
telles sont  les  valeurs  de  — q,;  ainsi  l’équation  qui  donne  les 
valeurs  de  q,  est 

(?, — a, — p,)  (<7i — u, — pi)  ...  (?,—  a„— p,)  = 0. 

En  la  comparant  à 

fx  — xm-\-p ,xm~'  ...  = (x — a,)  (x — a,)  ...  (x — am)  = 0, 
on  reconnaît  que  celle-là  n’est  autre  chose  que 

/(#.— p.)=o, 

q,  étant  l’inconnue.  Si  dans  la  proposée  p,  est  nul,  cette  équa- 
tion devient  fq,  = 0 oufx  — 0. 

Remarque.  Si  on  cherche  les  diviseurs  du  second  degré  en 
divisant  fx  par  x ’ — tx-\-u , et  formant 

< p(u , l)  = 0 , ip(u , t)  — 0 ; 

si  de  plus  on  élimine  u,  l’équation  en  t sera  l’équation  aux 
sommes;  et  si  l’on  élimine  l,  l’équation  en  « sera  l’équation  aux 
produits. 

PROPOSITION  LXV.  — PROBLÈME. 

Composer  une  équation  qui  admette  des  solutions  données. 

Si  dans  une  équation  chaque  terme  renferme  un  coefficient 
indéterminé , on  peut  se  donner  arbitrairement  autant  de  solu- 
tions, moins  une,  qu’il  y a de  coefficients.  En  effet,  on  peut 
toujours  multiplier  ou  diviser  une  équation  par  un  nombre  diffé- 
rent de  zéro,  sans  que  ses  solutions  changent  : par  conséquent, 
les  solutions  d’une  équation  déterminent,  non  pas  les  coefficients 
eux-mémes , mais  bien  les  rapports  de  l’un  de  ces  coefficients  à 
tous  les  autres.  Réciproquement  ces  rapports  déterminent  les 
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solutions.  Ainsi  demander  de  former  une  équation  au  moyen  de 
solutions  données,  c’est  demander  de  déterminer  ces  mêmes 
rapports.  On  peut  donc  diviser  d’abord  l’équation  par  l’un  de 
ses  coefficients,  pourvu  qu’on  soit  certain  que  ce  coefficient  ne 
doit  pas  être  nul. 

1°  S’il  s’agit  d’une  équation  à une  inconnue, 

xm-+-p,xm~  -4-pm  = 0oufx  = 0, 

chaque  solution  ou  racine  donnée  fournit  une  relation  entre  les 
coefficients  de  l’équation  dont  le  degré  doit  être  au  moins  égal 
au  nombre  des  racines  données. 

2°  Équations  à deux  inconnues. 

Soit  d’abord  l’équation  du  premier  degré  Ay+Bx-|-C  = 0. 
Divisons  par  A et  mettons  l’équation  sous  la  forme 

y — ax-{-b  (1). 

Si  a et  b sont  inconnus,  on  pourra  se  donner  deux  solutions 
arbitraires;  en  effet,  soit  x~x y=y,  une  première  solution. 
Il  faudra  que  l’on  ait 

. y — ax'-^-b  (2). 

Voilà  une  première  équation  entre  les  deux  inconnues  a et  b. 
Soit  x — xi' , y=zy,  une  seconde  solution;  on  devra  avoir 

y-ax^-hb  (3). 

On  a donc  deux  équations  entre  les  inconnues  a et  b,  ce  qui 
suffit  pour  les  déterminer. 

Par  conséquent,  des  équations  (2) , (3) , on  tirera  les  valeurs 
de  a et  b;  on  les  substituera  dans  (1),  et  on  aura  l’équation 
cherchée.  Ces  opérations  reviennent  à éliminer  a et  b des  équa- 
tions (1),  (2),  (3).  A cet  effet  on  peut  retrancher  (2)  de  (1)  et 
(3)  de  (2)  ; ce  qui  donne 

y — y'  —a(x — x') 

et  y — y — a(x' — x"). 

Celle  dernière  donne  a — . , 

x — x 


r—f. 
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el  la  précédente  devient 
C’est  l’équation  cherchée. 

L équation  complète  et  générale  du  degré  m , c’est-à-dire  celle 
dans  laquelle  la  somme  des  exposants  de  x et  y a toutes  les  va- 
leurs entières , égales  et  inférieures  à m,  est  de  la  forme 

.;  iy“-|-r,7m— -H .. 

I — i J ~î  0. 

On  l’a  divisée  par  le  coefficient  de  xm. 

Le  second  terme  contient  deux  coefficients  a,  a,;  le  troisième 
en  contient  trois,  qui  sont  b , b, , £a,  etc.;  le  en  con- 
tient Le  nombre  total  des  coefficients  est  donc 


2-j-3-f-4-f-  . . . -f-m+1 , 


progression  arithmétique  où  le  premier  terme  est  2,  la  raison  1, 
le  nombre  des  termes  m,  et  par  conséquent  la  somme 

(2-f-m-(-l)m 3) 

2 2 ‘ 

Chaque  solution  donnée  fournira  une  relation  entre  ces  coef- 


ficients; donc  on 


peut  se  donner  en  général 


m(m-(-3) 

2 


solutions 


arbitraires. 

Supposons  maintenant  qu’on  donne  deux  équations  à deux 
inconnues  V(x , y)  — 0 , f(x,  y)  — 0 , renfermant  des  coeffi- 
cients non  déterminés  ; supposons  de  plus  que  dans  chacune  il 
y ait  au  moins  un  coefficient  déterminé  : dès  lors  on  peut  se 
donner  pour  ces  deux  équations,  généralement  parlant , autant 
de  solutions  communes  qu’il  y a de  coefficients  non  déterminés 
dans  celle  des  deux  équations  qui  en  renferme  le  moins. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 


x'-\-ay'1-\-bx-\-<:  — 0 , 
y — dx-\-e  ; 


on  pourra  se  donner  deux  solutions  communes  à ces  deux  équa- 
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tions.  Car  ces  deux  solutions  fourniront  deux  équations  entre 
les  coefficients  d,  e,  delà  seconde,  et  deux  autres  équations 
entre  les  coefficients  a,  b,  c,  de  la  première.  Ainsi  d,  e seront 
déterminés,  et  parmi  les  coefficients  a,  b , c , il  y en  a un  qui 
restera  indéterminé. 

Soient  les  solutions 

7 = 0,  x=l  | 7=1,  x—  — 1. 

Ces  valeurs  substituées  dans  la  première  équation  donnent 
l-MH-e  = 0 
1 —(—et — 5+c  = 0. 


(O 

Dans  la  seconde 
(2) 


Q — d+-e 
1 = — d-+-e. 


Les  équations  (1)  donnent 

b=—c— 1, 
a — — 2 c — 2. 

Les  équations  (2)  donnent 

_1  , 1 

et  }es  proposées  deviennent 

a?1 — (2c-|-2)7’ — (c-f-l)x-f-c  = 0, 
1 1 
7=-2*+ 


2’ 


On  reconnaîtra  aisément  qu’elles  admettent  les  deux  solutions 
données. 

Dans  le  cas  de  deux  équations  de  même  degré  et  de  même 
forme,  renfermant  aux  termes  correspondants  des  coefficients 
indéterminés , on  ne  peut  pas  se  donner  arbitrairement  plus  de 
solutions  communes  qu’il  n’y  a de  coefficients  indéterminés, 
moins  un,  dans  l’une  ou  l’autre  équation. 

Par  exemple,  dans  les  équations 

y — ax  -M> , 
y — a'x-\-b', 

on  ne  peut  se  donner  qu’une  solution  commune,  sans  quoi  les 
deux  équations  deviendraient  identiques,  et  c’est  ce  qui  aurait 
aussi  lieu  dans  tout  autre  cas  semblable. 
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APPENDICE  AU  LIVRE  IV. 


PROPOSITION  I.  — PROBLÈME. 

Résoudre  U équation  générale  du  troisième  degré  à une  incon- 
nue , et  discuter  les  racines. 

On  a prouvé  que  l’équation  générale  du  troisième  degré  peut 
être  ramenée  à la  forme 

x3+-px-+-q  = 0.  (1) 

Pour  résoudre  cette  équation,  le  moyen  le  plus  simple  con- 
siste à introduire  deux  indéterminées  y,  z,  en  posant  x—y-\-z, 
ce  qui  change  (1)  en 

yi+^-JrZyz{y-\-z)-Jrp{y-\-z)-->rq  — 0 , 
ou  (3yz-\-p)-j~q  = 0. 

Rien  n 'empêche  de  partager  cette  équation  dans  les  deux 
suivantes  3 yz-j-p  = 0 , d’où  yz  — — i p (2) 

O 

et  yM-z3H-g  = 0 , d’où  y'-t-z3  = — q. 

L’avant-dernière  donne 


Il  s’ensuit  que  y 3 et  z3  sont  les  racines  de  l’équation  du 
second  degré 

Qp)  =0. 
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L’une  de  ces  valeurs  sera  celle  de  y3 , l’autre  celle  de  z3  ; ainsi 
y et  z sont  fournis  par  les  équations  binômes 

f =-5  ?+ ]/  Q''j  ■ 

On  obtient  de  cette  manière  trois  valeurs  pour  chacune  des 
inconnues  y et  * , ce  qui  fournit  neuf  valeurs  pour  j+z.  Cette 
multiplicité  de  valeurs  tient  à ce  qu’on  a élevé  au  cube  1 équa- 
tion (2);  d’ailleurs  pour  former  les  valeurs  de  x,  il  ne  faut 
accoupler  que  des  valeurs  de  y et  z qui  satisfont  à cette  même 
équation  (2). 

Or  l’une  des  valeurs  de  y peut  être  représentée  par 

• r=  ^-^+1/(1?)+^)* 


et  une  des  valeurs  de  z 

zzS/  -\q-]/  (^j+(V)- 

Supposons  que  ces  racines  cubiques  soient  prises  de  façon 
que  leur  produit  = — ^ p;  nommons  les  m et  n , de  sorte  que 


mn  — — 


Nommons  a 


l’une  des  deux  racines  cubiques  ima- 


ginaires de  l’unité;  a?  sera  aussi  une  racine  cubique  de  l’unité 
(p.  60);  et  comme  a’  est  imaginaire,  ce  sera  la  seconde  racine 
cubique  imaginaire  de  1 . Il  s’ensuit  (p.  60)  que  les  trois  valeurs 
de  y sont  m , ma,,  ma?  ; 

celles  de  z n , na  , na1. 

Cela  posé  comme  a3  — 1 , et  que  mn  — — ^ p > on  n aura 


pour  x que  les  valeurs 

m-+-n,  m«+na%  ma’H-nc. 
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Car  maXna' — mna3 —mn  — — -p, 


On  ne  peut  pas  prendre  # = m-|-na,  parce  que  mXna  n’est 
pas  = mn  ou  — ~p;  de  même  des  autres. 

«J 

Plusieurs  cas  se  présentent  quant  à la  nature  des  racines  de 
l’équation  (t) , et  ces  cas  dépendent  de  la  nature  des  racines  de 
l’équation  (2)  qu’on  nomme  la  réduite  de  l’équation  (1). 

1°  La  réduite  a ses  racines  réelles,  inégales;  les  valeurs  dey3 
et  z3  étant  réelles,  y et  z ont  chacun  une  seule  valeur  réelle;  le 

produit  yV  étant  égal  à — p'j  , il  s’ensuit  que  le  produit  des 

valeurs  réelles  de  y et  z est  — -p;  ainsi  ce  sont  ces  valeurs 
réelles  qui  représentent  m et  n;  comme  d’ailleurs 

— 1+^-3  _l_l/Z 3 

« = 2 et  «’  = g : 

on  a pour  x les  trois  valeurs 
x — tn-t-n , 

m( — l-t-t'—  3)  n(— t — C— 3)  — m— n (m— n)  l/ — - 

x — 1 — ^ 1 5 — ’ —3. 


tn(— 1 — l/— 3)  n(— 3)  — m— n (m— n)  L/ — - 

a H ^ 2 2 

Comme  m est  différent  de  n , par  hypothèse , ces  deux  der- 
nières valeurs  de  x sont  imaginaires , et  de  la  forme 

a±b\// — 1. 

2°  Les  racines  de  la  réduite  sont  réelles  et  égales , c’est-à-dire  ' 
que  m = n;  les  valeurs  de  x se  réduisent  à 

_ m-f-n  m-\-n 

x — m-\~n  — 2m , x = — = — m,  x — — = — m. 

— J» 
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Elles  sont  réelles;  les  deux  dernières  sont  égales. 

3°  Les  racines  de  la  réduite  sont  imaginaires , c’est-à-dire  que 

q^j  est  négatif  et  peut  être  représenté  par  — â’i 

Ainsi  y3  — — q+dV'  , 

zi=  — dl/— 1. 

1 

Or  la  racine  cubique  de  — - q+â^ — 1 est  de  la  forme 
+ (p.  7),  de  sorte  qu’on  aura 

- \q+à^~\  = {p+y\^\)3  * (a) 


Donc  on  aura  aussi 

_^_^Zï  = û?_y|/Zî)3  - (a-) 

Car  l’équation  (a)  donne 

_ 1 q+dVZ\=p>-*Pf+\/~\  (3 P’Y-f), 

d’où  - 1 ? = /?3-3/Sy’  et  d=3/?’y-y3; 

et  en  vertu  de  ces  deux  dernières  relations,  l’équation  (a1)  devient 
identique. 

De  plus  je  dis  que  p+y^ — ï,  P — y Ÿ — 1 forment  un 
système  de  valeurs  qui  satisfont  à jrz  = — ^ p.  Car 

(/9+yl/ZÏ)  (p-y  1/Zj)  = /3*+y*, 

quantité  réelle;  on  ne  trouverait  pas  un  produit  réel,  si  l’on 
multipliait  l’une  de  ces  valeurs  de  y et  a par  a ou  a\ 

Ainsi  les  valeurs  à prendre  pour  y et  z sont 
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1°  y — 1,  z—^—y^ —1,  d’où  x = 2 (j; 

2°  y=a(/94-yl'/— l),  z — a'{fi— yl^—ï), 

d’où  x = fi(a-ha',)-hyl// — 1 (oc — et1); 

3“  y = ct1(/9-l-yl/— \),z  — a{fi— y^—î)  , 

d’où  x = — 1 (a1 — a). 

_l+l/Z3  _l_KZ3 

Comme  a = r , a1  = 5 , 


on  a a-ha,  = — l,a — a‘  — V/ — 3; 

donc  x—  — /? — y^Z 

et  x — — fi+yV'z. 

Concluons  donc  que  dans  ce  cas  les  trois  valeurs  de  x sont 
réelles. 

La  forme  sous  laquelle  se  présentent  les  valeurs  dey  et  z ne 
permet  pas  de  les  employer  dans  ce  cas  au  calcul  des  valeurs 
de  x : c’est  pour  cela  qu’on  appelle  ce  cas  le  cas  irréductible. 
Du  reste  on  peut  calculer  par  approximation  les  valeurs  de  x ; 
car  p étant  négatif,  remplaçons-le  par  — p';  l’équation  est 
x3 — p'x-\-q  — 0.  (b) 


La  condition  pour  que 

1 

V’- 


ÿjP'3  <°- 


soit  négatif,  devient 

(«) 


Or,  si  q est  positif,  l’équation  (5)  a deux  racines  positives  et 
une  racines  négative;  celte  dernière  étant  seule  entre  0 et  — » ( 
on  pourra  la  chercher.  Quant  aux  deux  racines  positives,  l’une 


d’elles  est  comprise  entre  0 et 


V 


--p\  Car  x — 0 donne  -\-q  qui 

O 


est  > 0,  et  x — 1/|  p'  donne  ^ p'  ^ p' —p'  [/l^p'+q  ou 
— | P'  | /§/-Hf  °u  2 ^ ^ p”-h  \/\q'  ) , quantité  né- 


gative puisque  (c)  donne  - q'  P' 


34. 
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La  seconde  racine  positive  sera  comprise  entre  j/ip'  et-Hoo  . 


ima- 


EnTésumé,  si  Q P^j  + ^ 0,  il  y a deux  racines  ii 

ginaires  et  une  racine  réelle; 

Qp)  +Q  q ^ = 0,  il  y a trois  racines  réel- 


les, dont  deux  égales; 

"G' 

réelles  et  inégales  (v.  p.  47). 


S‘  (^pS)3  + (^g  ) <0’  Ie8  trois  racines  sont 


PROPOSITION  II.  — PROBLEME. 


Résoudre  V équation  du  quatrième  degré  à une  inconnue. 

Nous  prendrons  l’équation  sous  la  forme 

xi~\-px'ï-+-qx-\-r=0.  (1) 

On  en  déduit  x4-) -px*  — — qx — r. 

Pour  la  résoudre  on  va  transformer  chaque  membre  en  un 
carré.  A cet  effet  il  faut  ajouter  au  second  membre  un  terme  en 
x % tel  que  zx'1 , z étant  indéterminé. 

On  a ainsi 

x^-{~(p-{-z')  x*= zx * — qx  — r. 

Complétant  le  carré,  dans  le  premier  membre,  on  aura 

1 1 

x^+(p-+-z)x:‘-h-(p-i-zy=zx'' -qx—r-tr-ip-ï-zy.  (2) 

Actuellement  on  peut  déterminer  z de  façon  que  le  second 
membre  soit  aussi  un  carré;  la  condition  nécessaire  pour  cela 
est  (1. 2,  p.  35). 

4*(j(p-hzy  —rj=q\ 

ou  z3-\-2pz,-\-z(p',~  4r)— çJ=0.  (3) 


Digitized  by  Google 


APPENDICE  AD  LIVRE  IV. 


533 


Par  conséquent  il  y a trois  manières  d’arriver  à la  transformée 
cherchée , qui  n’est  autre  que  l’équation  (2) , et  qui , en  vertu  de 
la  relation  établie  entre  a , p,  q,  r,  c’est-à-dire  en  vertu  de  (3) , 
se  meL  sous  la  forme 

[*M-i  <?+*)]■=(*  ». 

puisque  le  second  membre  de  (2)  est  un  èàrré  en  vertu  de  (3). 
L’équation  (4)  donne 

,N-i<,+,)=±(*K'-,_iiî)  (5). 

L’une  de  ces  deux  équations  se  change  dans  l’autre  si  l’on 
change  -+-  V z en  — V z.  Prenons  donc  le  signe  supérieur,  et  il 
vient 

x% — #P/a+-  (p-+~z-j~  = 

2 V l /z) 


Nommons  a’,  z",  z'",  les  trois  racines  de  l’équation  (3);  on 
aura  deux  valeurs  de  x de  la  forme 


x: 


Or  on  a z' + z" -+- a"1  = — 2 p,  a’  a"  a"'  = q* 

D’ou 

et  les  deux  valeurs  de  x deviennent 

x=l\^z'  ±\A" + 21/^T7.  ! 


— a' — 2n=za"+a"' , 4=  = ± ^ z" 
l/a’ 
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L’équation  (3)  ayant  au  moins  une  racine  positive  ; supposons 
que  ce  soit  z1  ; il  s’ensuit  que , àr  cause  de  j-^L=  = ± V z"  z"' , il 

faut  prendre  devant  Vz"z"'  le  signe  supérieur  si  q 0 , et  le  si- 
gne inférieur  si  ^<^0,  et  en  effet  l’équation  (3)  ne  change  pas 
si  l’on  change  q en  — q , c’est-à-dire  que  nous  résolvons  à la  fois 
les  deux  équations 

x 5 px*  ± qx  -+-  r ==  0. 

Pour  fixer  les  idées  nous  supposons  q^>  0;  dans  le  cas  con- 
traire on  changera  a:  en  — x. 

Nous  avons  donc 

^-\\Vh±yi'  ~ VT7')] ; 

Car±  Vz"  + z'"-2V71^=±(V7  —VT)  , comme 
on  peut  s’en  assurer  en  élevant  au  carré  de  part  et  d’autre. 

I)’un  autre  côté,  si  dans  l’équation  (5)  on  prend  le  signe  in- 
férieur, on  trouve  ' 


ou 

Ainsi  on  a 

x = ^(Vz'-hV7'-VT)  . 

x = J (V7  - VJ'+VT’) 

A 

x=l  (^V7+V7'+V7') 

x=~  {-VI1 -VT1 -VT). 

A 

Dans  les  expressions  -K-  V z'  est  une  valeur  absolue;  quant  à 
VI' y 7"  , on  observera  que-f-l/ z"  X-J-V z"’  doit  donner  un 

résultat  positif  égal  à -JU. 
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D’ailleurs  ces  valeurs  de  x , ainsi  que  celles  de  — x , ne  font 
que  se  changer  l’une  dans  l’autre,  tout  au  plus,  si  l’on  permute 
a' , z",  z'" , de  sorte  que  l’équation  ô ne  donne  que  huit  valeurs 
pour  x,  quelle  que  soit  celle  des  trois  valeurs  de  z que  l’on 
emploie. 

Quant  à la  nature  des  valeurs  dç  x , elle  dépend  de  celle  des 
racines  de  l’équatioü  (3)  qu’on  nomme  aussi  la  réduite.  Celle-ci 
offre  les  cas  suivants  : 

1°  Trois  racines  réelles  positives;  les  valeurs  de  x sont  réelles. 
* 2®  Une  racine  positive  et  deux  négatives  inégales;  les  quatre 
valeurs  de  x sont  imaginaires. 

3°  Une  racine  positive,  et  deux  négatives  égales;  les  deux  pre- 
mières valeurs  de  x sont  réelles,  les  deux  dernières  sont  imagi- 
naires. 

4°  Une  racine  positive,  deux  imaginaires;  si  a",  z'"  sont  ces 
deux-ci,  elles  sont  de  la  forme 

z"  =k-^lV^-î,  zw=k-l^^Â-, 
de  même  \/ z " et  V' a"'  seront  de  la  forme 

l/Zï, 

Donc  deux  des  valeurs  de  x sont  réelles,  les  deux  autres  ima- 
ginaires. 

La  réduite  (3). ayant  son  dernier  terme  négatif,  ne  peut  offrir 
que  ces  quatre  cas. 


PROPOSITION  111.  — THÉORÈME. 

La  somme  des  puissances  semblables  des  racines  d’une  équa- 
tion peut  s’exprimer  en  fonction  des  coefficients  de  celte  équa- 
tion. 

Soit  l’équation 

fx =xm-\-p’,xm-'  -hp,xm-'-h—-+-p.a-,x-+-pm  ~ 0. 

Soient  a, , les  racines.  Représentons  en  général  par 

S„  la  somme  des  puissances  n de  ces  racines,  c’est-à-dire 

=«|n  •+•<*»*+•  • .+  Am" 
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Il  est  prouvé  (p.  1 , r.)  que 

A , A 


f*'- 


A 


x — a,  x — a,  x — a, 

Or,  d’après  la  loi  démontrée  (p.  9,  c.  1)  , on  a 
fx 

J — i 


x — a, 


+/>, 


xm- 34-..4-a,“  a 

» 

+a,a-'p, 

■+ 

,m — a — t 


Par  conséquent 


fx  , A 


A 


x—a,„ 


H-  etc. . . . 
contiendra 


.r — a,  x — a, 

les  parties  suivantes  : 

1°  Le  terme  xm~ ' répété  m fois,  ce  qui  donne  mxm~'  ; 

2°  La  somme  a?"-’  (a,+p,4-a,+p.+..4-am+p,) 
ou  arm— ’ (S.-f-mjp,). 

3°  La  somme 

3 ( a t ’_( -a , p p , H— />a) 

ou  xm-3(SaH-/>,S,+/7ip3) 

Et  en  général,  n ne  surpassant  pas  m — 1 , on  aura 
3ja— n— ,(aI,,-|-|)1a1“~  ‘-f- ..  etc. ..  +am”+p,am“—  'H-..  pD) 

ou  (Sn+p,S„_l+pJSa_,4-  ... 

La  somme  de  ces  mêmes  parties  doit  être  identique  avec  fx  ou 

mxm— l)p,a;"-*+(/n— 2)p1arn—3-| 

4-(m— i»)pnxm-n— + ...  , 

on  égalera  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x de  part  et 
d’autre  et  l’on  aura  les  équations 
S.-t-mp,  =(m— l)p, 

S,+S  ,p,-\-mp,  = (m—typ, 
etc. 

S„  i S„ — ,p  x | Sn — ->Pi  1“  . . • +mpD  = (m—n)p0 , 
etc. 

d’où  S,-f-p,  =0 

S,-f-S,p,4-2pJ  — 0 
etc. 

S„-+-S„_,/>i-|-S„_,/>I4-  . . . -\-np„  — 0 » 


(1). 
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Celte  dernière  relation  comprend  toutes  les  précédentes;  on 
peut  y donner  à n toutes  les  valeurs  entières  depuis  1 jusqu’à 
m — 1.  Pour  former  les  sommes  des  puissances  de  degré  supé- 
rieur à m — 1,  on  remarque  que  l’on  a 

0 —fa,  = . ..  -f-pni_na1”-f- . . . -\-pm-,a,-\-pm. 

Soit  k un  nombre  entier  quelconque;  multipliant  l’identité 
précédente  par  a,1,  on  aura  aussi 

de  même 

0 = a, “+k-| -p,a, ”+k-'+. . . 4-pra_na,  "+k+...+p,»aJk , 
etc. 

0 = amm+i-\-p , aœm+k~  '+ . . . -+-pm-nam"+v-+-...-)-ptt,aJ‘. 

La  somme  de  ces  m équations  donne  : 

(2)  f— p , Sra_|_l — , . — f— — ï+'.+Sm+V-Pm— n+”+Skpm, 

Dans  cette  équation  on  peut  faire  k=. 0,  et  alors 

On  peut  ensuite  y faire  k — 1, 2,  3 ...  etc.,  de  sorte  qu’elle 
donne  les  sommes  des  puissances  de  tel  degré  qu’on  veut , à par- 
tir de  Sra. 

Les  équations  (1)  ci-dessus  donnent,  par  des  substitutions  : 

S,  = — p, 

S,  — — 2p,-f-  p,' 

S3  = — p,3, 

etc. 

En  continuant  ainsi,  on  aura  S4,  S5,  etc.,  en  fonction  des 
coefficients  p,,  elc.,pm. 

Dans  la  formule  (2)  rien  n’empêche  de  faire  k égal  à un  nombre 
entier  négatif;  pour  k—  — 1 , elle  devient 

— 1 I p 1 Sm — -,  | pftm~ — 3 I •••  I pm — , Sf,~-|  p mS 1 — 0 ; 

mais  la  dernière  équation  (1),  si  l’on  y fait  n — m — 1 , donne 

Sin_,-|-p1Sin_,-|- +(m — l)pra— , =0 , 

retranchant,  et  n’oubliant  pas  que  S„=m,  on  a 

S_,  =0. 
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On  trouvera  de  même  2pm_,-f-pIB_1S_14rp„S_,  = 0. 

3pm—  H-Pm— iS—i-f-pm— — 0. 

etc. 

Ces  formules  peuvent  encore  être  trouvées  par  une  autre  voie. 
Car  S_i  est  la  somme  des  puissances  h des  racines  de/-  = 0. 


PROPOSITION  IV.  — THÉORÈME. 


Toute  fonction  rationnelle  symétrique  des  racines  d’une  équa- 
tion etc.  = 0 peut  s’exprimer  au  moyen  des  coefficients  de 
l’équation. 

Soient  toujours  a, , a,} ...  am  les  racines  de  l’équation.  Repré- 
sentons par  S(«„  aa)  la  fonction  symétrique  dont  l’un  des  termes 
est  «,“■  a ,*»,  et  dont  le  nombre  des  termes  est  m(m — 1);  si  l’on 
fait  a,  = a, , les  termes  de  cette  fonction  deviennent  égaux  2 à 2 : 
car  a,*>  et  a,“>  m,a<  deviennent  égaux  entre  eux;  ainsi  le 

nombre  des  termes  de  S (a, , a,)  est  — — . 

De  même  la  fonction  symétrique  à n lettres,  n étant  au  plus 
~m,  sera  représentée  par  S (a,,  a, ...  a„);  ce,,  a, ...  a„  étant 
les  exposants  des  lettres.  Le  nombre  des  termes  de  cette  fonction 
est  m“|—  ’.  Si  deux  des  exposants  deviennent  égaux,  le  nombre 

des  termes  se  réduit  à - mn|— ' ; si  3 exposants  deviennent  égaux  , 

S 

fjln I 1 

il  sc  réduit  à ^ ^ ; si  h exposants  deviennent  égaux , k ne  sur- 


passant pas  n,  le  nombre  des  termes  devient  — . 

En  général,  pour  former  S (a, , a,,...  ce„),  il  suffira  de  former 
les  arrangements  n à n des  racines,  puis  de  donner  dans  chaque 
arrangement  à la  première  lettre  l’exposant  a,,  à la  seconde  a., 
à la  ne  l’exposant  a„. 

Cela  posé,  connaissant  la  fonction  symétrique  à n lettres,  nous 
allons  prouver  qu’on  pourra  déterminer  celle  qui  a n-j-1  lettres. 
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Pour  cela  on  prend  la  fonction  S(«, , a,, ...  a„)  et  on  la  mul- 
tiplie par  ; 

(1)  Ou  S(a,  = a*<  a** . . . an«»+  etc. 

(2)  B-h..  = a, • . - 4-+“n+'- 

Le  nombre  des  termes  du  multiplicande  est  ; le  multi- 
plicateur contient  m termes;  le  nombre  des  termes  du  produit 
est  donc  mxm+'.  Or  à ce  produit  il  y aura  deux  espèces  de 
termes  : 1°  si  on  multiplie  un  terme  du  multiplicande  par  un  terme 
du  multiplicateur,  terme  formé  d’une  lettre  qui  entre  déjà  dans 
celui  du  multiplicande,  on  aura  un  résultat  faisant  partie  d une 
fonction  symétrique  à n lettres  : c’est  ce  qui  arrive  par  rapport 

à «,*■«,  ** ...  aB‘»nXa,*°+1  ; ce  terme  fait  partie  de 

(3)  S(a+a„4., , et, , CC3 , • • • , cfn) , 

et  comme  les  deux  facteurs  (1),  (2),  sont  symétriques  par  rap- 
port aux  m racines,  le  produit  le  sera;  donc  le  produit  contient 
toute  cette  fonction  symétrique  (3). 

Le  produit  renfermera  de  même  les  fonctions 

S(a,  , CC-J, — 1 — OC n-f-1  , ...  5 ttn)  5 S(tt|  , CZï  , CC3  { CCn-^-i  , . . . CCn)  î • • 

(4)  S(ce, , a,,  CC3,  • ••,  otn4— ccn-f.,)* 

En  second  lieu,  si  l’on  multiplie  a,*-  ...  o„tt"  par  an+,“,’+' , 
on  aura  un  terme  de  la  fonction 

(ô)  S(a,,  a, ,...,  a„,  an+1), 

et  cette  fonction  tout  entière  sera  au  produit,  qui  contiendra 
ainsi  les  fonctions  (3) , (4)  et  (5).  Je  dis  qu’il  ne  renferme  que 
ces  fonctions.  En  effet  les  fonctions  (2)  et  (3)  sont  au  nombre  de 
n ; le  nombre  des  termes  de  chacune  est  m”,— ' ; donc  le  nombre 
des  termes  de  ces  n fonctions  réunies  est  nXm"+'.  Quant  à (5) , le 
nombre  de  ses  termes  est  m(“+‘^— 1 ; donc  le  nombre  des  termes 
de  ces  fonctions  (3) , (4) , (6) , réunies , est 

nXmnl-,+/w(n+')1-'. 

Or  «(’+'  I-1  =m(m— 1)  ...  (m-n-t-1)  (m— n)=(m-»)Xmn|-' 
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Ainsi  le  nombre  des  termes  est 

nXm°|-,+(m— n)Xmnl_1  = mXm"  I-'. 

Mais  c’est  là  le  nombre  des  termes  du  produit  de  (1)  par  (2)  ; 
donc 

(6)  S(cct  j tti,  •••>  cto) xS„n_j_i 

= S(a,H-a„+I,  a2, ...,  aB)-+-S(a,,  a2-\-a*+, , • ••»  an)-(-etc. 
H-S  (a, , et, , , ctnH-ctn-f.,)  H~S(a, , a„ , . . . , aa>  ctn-fi). 

Cette  relation  fait  connaître  la  fonction  de  n+1  lettres  au 
moyen  d’un  certain  nombre  de  fonctions  de  n lettres. 

Si  l’on  y fait  »=  1 , elle  donne,  en  remarquant  que  S(a,)—SXl , 
et  que  le  second  membre  contient  n+1  termes. 

S«,xS*,  = S«,+x2-t-S(a,,  a,);  d’où 

(7)  * S (a, , ce,)  = SXi  xS^— S*i+->. 

Faisant  n~  2,  on  a 

(8)  S (a, , a2)  x Sa3=S(a,-f-a3,  aa)-4-S(a , , a ,H-a3)H-S(a  „a„a3). 

De  cette  relation  on  lire  S(a,,  a, , aï)  ; quant  aux  fonctions 
de  2 lettres  qui  y entrent  (7),  donne  immédiatement  S(a, , aï)  ; 
cette  même  relation  (7)  do’nne,  si  l'on  y remplace  a,  par  a,H-a3, 

S(cc,-}-cc3,  aï)  — Sai_|_a^.  S^  Sg^g^gj, 

De  même  S(a, , a2~haï)  = S*,  .S-j+*3— S-i4.»i+*3. 

Avec  cela  (8)  donne 

(9)  S(a,,«„«3) 

— &x,  XSaj  XS„3 — S-i_^iSj  .S^J  •S<J 

Comme  toutes  les  fonctions  à une  lettre  se  calculent  au  moyen 
de  la  proposition  3,  les  fonctions  symétriques  à 2,  3,  etc.  lettres, 
sont  calculables.  Or,  toute  fonction  symétrique  se  décompose 
en  termes  qui  renferment  une,  deux,  etc.  lettres,  et  ces  termes 
se  réuniront  en  fonctions  de  une,  deux,  etc.  lettres,  fonctions 
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qu’on  pourra  par  suite  exprimer  au  moyen  des  coefficients  de 
l’équation.  Quant  aux  fonctions  fractionnaires,  en  réduisant  tous 
les  termes  au  même  dénominateur,  on  aura  aux  deux  termes  des 
fonctions  symétriques  entières,  qui  sont  calculables. 


PROPOSITION  V.  — PROBLÈME. 

Étant  donnée  une  équation  fx  = xm+p,a:ln— '+  ...  -f-pm = 0, 
former , au  moyen  des  fonctions  symétriques , l’équation  aux 
carrés  des  différences , l’équation  aux  sommes,  etc. 

Le  premier  membre  de  l’équation  aux  carrés  des  différences 
cpzz=  0 est  une  fonction  symétrique  des  racines  a,,  a, ...  de 
la  proposée;  par  conséquent,  pour  calculer  <pz,  il  ne  s’agit  que 
de  le  décomposer  en  fonctions  simples , telles  que  celles  qui  ont 
fait  l’objet  des  propositions  (3)  et  (4).  Pour  faire  ce  calcul,  soit 
l’équation  aux  carrés  des  différences  représentée  par 

_ m(m — 1) 

q)z  = z°+P.z°— . + P„=0,  ou  u — 

soient  s,, -s,,  s3  les  sommes  des  puissances  semblables  des  racines 
de  l’équation  en  x;  S, , S,,  ...  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  racines  de  l’équation  en  z.  On  a (prop.  3) 

■Sa~\-S,p,-\-‘2pt  — 0 I 

(O; 

S ! Sm-f-n — - Oz 

Les  équations  (1)  donneront  les  s,,  s, ...  en  fonction  de 
p,,p, ...  pm;  nous  allons  donner  des  formules  qui  détermine- 
ront les  S, , S, ...  S„  en  fonction  de  A, , s, ...  s,a,  ensuite  les  équa- 
tions (2)  donneront  P, , P, .. . Pa  en  fonction  de  S, , S, ...  S„,  et 
t pz  sera  connu.  On  a en  général 

S;  = — «,)*'+(«,  — — ara)”. 

Si  nous  faisons yjx—  (.r— a, )’'+(#  — a,)aH-...-|-(.r  — rtm)”, 


P.H-Si  = 0 
l2P  ,-f-P  iS,-f-S,  — 0 


(2) 


l«P„+P„_, . S,-t-...-t-Sa = 0. 
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il  vient  ya ■ = («. — • • • “H/*'  c“)" 

yax  = (a,  —«,)*■+  • • • +(<*» — am)”* 

etc. 

Donc  2Si  = 

Or  O— a, y =gji— 2fVi-,.a,+2'^2~~^~,a,,"±M;gia,i:i:" 
+ 2t(2^-l)j.,a,,i_,_2.j.a,ai— ,+g..i> 

„ 2i(2i — 1)  (2t— 2). . . (H-l)  _ (2i‘)i|- 

en  posant  M= 1>2.3  ..77  *“  fïï 

De  même  (a: — a,)a,=:ar,‘ — 2/a:”— 1 . £,-+■•  • .±Mar'a,;-+— . |-a,  , 
etc. 

2<(2i — 1) 

2 


Donc 'ifjx  — mx™  — 2ix"~'  .s, -{ ^-3 


2<(2i  1) 

m 


Par  suite 


<2i(2i 

1 — — 2ia,%'~ 'jH 2 «i*,— ’J,  — •••  ±MaI’j,-H  ... 


2/(2i  1)  o;„  , . _i_.  . 

tr * U,  a — iT^ai  » 


etc. 


wa« 


2/r2f — 1^ 

= mu.” — 2iau,*'—,s,4 ^2 — - • • ■ ±Mam‘j,^  • . • 

2i'(2i — t)  , , 

- ( ■ ” dm  S 3 ; — , v'2mcaS,i_i  1 | Jai. 


De  là 


■ya,+  . . . ou  2S;  = 


2i(2i — 1)  _ 

ms,i—2is2j — fSj—j r Sai— a^a  •••  ••• 


2i(2j — 1) 


. ^,S3i — a “ 2 1 S t S x\  — , | Tït-xSx j. 


Remarquant  que  les  termes  également  distants  des  extrêmes 
sont  égaux,  on  trouve,  en  divisant  par  2, 

• /nN  0 2i(2i— 1) 

(3)  Si  — wiiji— 2wai — f-*  2 * # * 


2x1 ,l' 
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C’est  la  formule  cherchée. 

Pour  en  donner  une  application , on  va  prendre  l’équation 

xi-\-px-\-q  — 0. 

Ici p,  =0,  p2—p,  p3  — q,  m = 3. 

Les  formules  (1)  donnent 

s,  = 0 , * ,+2p  = 0 , ss-\-3q  = 0 , f4+pf , = 0 , s5-{-ps}-\-qs,  = 0 , 

*ff-f-p*4+îJ3  = 0, 

d’où  f,  =0,  sT~  —2p.,  s3  — — 3g , f4  = 2p’ , 
ss—6pq,  s6=  — 2p3-|-3ç\ 

Dans  la  formule  (3),  on  fera  successivement  1 = I,  2,  3,  et  on 
aura 

s,  — 3f, — a,  x f . — — 6 p 
s2  = 3f4 — 4f3f  ,-(-3$, . s , = 18p’ 

s3=:  3 s6 — 6f5i.-l-i5f4.ij—  lO.f3X.f3  = — 66p3— 81g\ 

Au  moyen  de  ces  valeurs , les  formules  (2)  donnent 
P.  =— S.  = Gp, 

2P,  = — S,— S.P.  = -f-18p’  et  P,  = 9p’ , 

3Pa  = — S3— SjP, — S,Pj  = 81p3H— 12g“  et  P3  = 27p3+4g*. 
L’équation  aux  carrés  des  différences  est  donc 
z^ — ! — 6pzM — 9p’z — ( — 2 7 p3  1 14 q*  — 0 , 

comme  on  l’a  trouvée  (p.  67,  c.). 

S’il  s’agit  de  former  l’équation  aux  sommes,  on  peut  opérer 
d’une  manière  semblable. 

Les  racines  de  cette  équation  étant 

n.-j-Uj,  a,-\-a3, ...,  flm-i-Hflmi 

et  l’équation  cherchée 

r+p.r-'+p»r-M-  • • • +p- = o. 

On  cherchera  S. , S, , . . . , S*. 

En  général  S.  = (a, -(-3,)'-)-  . . . 4-(am_,-t-am)‘. 

Posant  1 px  — 

on  aura 

2Sj-f-2'(a.i-Hi,‘+  . . . = rpa,- (- . ..  4 -Xfja^. 

d’où  2Si  = ipa,-i-yja2-+- ...  — 2'f,. 


Digilized  by  Google 


ALGÈBRE. 


544 

Avec  cela  le  calcul  ne  souffre  pas  de  difficultés. 

Supposons  qu’on  demande  l’équation  qui  a pour  racines 
toutes  les  valeurs  que  prend  F (a, , a,)  , si  l’on  remplace  succes- 
sivement a,,  a,,  par  deux  quelconques  des  racines  a,  , . . am , 
d efx  — xr“-+-p,xm-~ . . . = 0. 

Si  F est  symétrique  par  rapport  à a,  et  a ,,  le  degré  de  l’équa- 
tion cherchée  est  - »i(m — 1),  sinon  il  est  m(m — 1).  L’équa- 

a 

lion  cherchée  est 

[y — F (a,,  a,)]  [y— F(a, , a3)]  . . . [y— F(am_,  ,am)]  = 0 ; . 

ce  produit  est  une  fonction  symétrique  de  a,,  a, , aa;  on 
l’effectuera,  puis  ayant  reconnu  les  fonctions  symétriques  à 2, 
3 , etc. , lettres,  qu’il  contient,  on  pourra  l’exprimer  en  fonction 
des  coefficients  de  l’équation  en  x. 

Remarque.  On  a appliqué  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
à l’élimination  ; cette  application , dans  le  cas  où  les  équations 
ont  une  certaine  forme,  est  sujette  à quelques  difficultés,  que 
lève  complètement  la  théorie  de  l’élimination  exposée,  prop.  55, 
etc.,  d’après  le  commandant  Labatie;  d’ailleurs  les  calculs  aux- 
quels la  méthode  des  fonctions  symétriques  conduit,  deviennent 
fort  longs , si  les  équations  sont  de  degré  élevé. 


PROPOSITION  VI.  — PROBLÈME. 


Trouver  la  somme  des  puissances  m d’un  certain  nombre  de 
termes  consécutifs  d’une  progression  arithmétique. 

Soient  t,,  t, les  termes  de  la  progression,  d la  diffé- 
rence. On  aura  en  général 

fî-H  — U-\-d , 

d’où  *,-*-■  =<,,"+,+(m-Hl)f.ni.d+ 

, « 

t3m+‘  = <,ra4-'+(m+l)<,"'d-f. 


etc. 


•= r+;+(m+1  )r_1 . d-\- 


(m+1)m 
2 ' - ■ 


Z'dM-  ..  -M" 
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Maintenant  représentons  en  général  par  Sa  la  somme 


...  -H»*, 

et  ajoutons  membre  à membre  les  n — 1 équations  précédentes; 
remarquant  que  t,1"-)-  • ••  -+-/«—  i",  = S1!1 — f„“,  on  aura 

t£+'  = <r+,-t-(m-|-l}d(Sm — /„m) 


(m-j-l)m 

2 


.d’(Sm_,— f, ,— ■)+  ...  4-(n— l)d'". 


Cette  formule  donne  Sm  en  fonction  de  Sm_, , Sm_, , etc.,  S,  ; 
on  en  lire 

t "H-1 / “H-1  m 

S , = «."+  . ,1,  -^d.(S— ) 


(m-(-l)d  2 


<m~1)  a « 


d’ . (S 


1 — 1 


. d0—'. 


2 . 3 » - /•••  „l+i 

Supposons  d — 1 , et  faisons  m — 2;  la  formule  devient 
t 3—t  3 1 

S,  = «.»+■*  ■■■■  — (S,— /„)—  - (S„— <„»). 


Or  S0  = /,°4- 


Supposons  de  plus 


t,  = 1, 


d’où  t„  — n,  et  S,=r  1+2+., -f-n 


puis  S,  — n‘-{~ 


n 3 — 1 n(n-i-l) 


-1-n— - (n— 1) 


_ SnM-Sn’-H» rt(rH-l)  (2w— J— 1) 

6 — 6 ‘ 


Telle  est  la  somme  des  carrés  l-f-2’-f-3H-,  etc. , +n\ 

On  peut  trouver  de  même  la  somme  des  calculs , etc. 

Exemple  t.  Trouver  le  nombre  des  boulets  d’une  pile  rectan- 
gulaire. 

Soit  A-+1  le  nombre  des  boulets  de  la  file  supérieure,  n le 
nombre  des  assises. 

La  file  supérieure  contient  /<— |— 1 boulets; 

35 
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La  deuxième  assise  conlient  2 files,  chacune  de  A--+- 2 boulets, 
ou  (A+2)2. 

La  troisième  assise  contient  3 files,  chacune  de  A--+-3  boulets, 
ou  (*+3)3. 

La  ne  assise  contient  n files,  chacune  de  k-\-n  boulets , en  tout 
(*+n)n. 

Donc  le  nombre  total  des  boulets  sera 

*+l+(A+2)2+(A+3)3+  . . . +(*+ra> , 

ou  /r — 1 — 2A" — | — 3/r — 1 — . . . -\-nk 
+I+2M-3H -+-»’• 


. *(l+n)» 

La  première  ligne  donne ; 


n(re+l)  (2n+l)  _ 
6 : ; 


la  seconde  ligne  donne 
la  somme  est  { 2n+l+3/.-  J. 

Si  la  base  de  la  pile  est  carrée,  la  file  supérieure  ne  contient 

( n(n+l)  (2/H-l) 

qu’un  boulet;  on  fera  donc  k = 0 , et  l’on  aura  g 

pour  le  nombre  des  boulets. 

Exemple  2.  Trouver  le  nombre  des  boulets  d’une  pile  trian- 
gulaire. A 

La  base  est  un  triangle  équilatéral  dont  chaque  côté  contient 

autant  de  boulets  qu’il  y a de  couches  ou  assises. 

La  couche  supérieure  contient 1 boulet  ; 

la  seconde  en  contient 

la  troisième  une  file  de  plus,  ayant  un  boulet  de  plus  6 ; 

la  quatrième « 

la  cinquième 

etc. 

Le  nombre  des  boulets  de  la  nc  est  la  somme  1+2— (— 3— 1-... 
n(n+l)  n’  n 

+"-=  T"  =_2+2- 

Ainsi  il  faut  trouver  la  somme 

fl  V\  12  2*\  , /3  3A  (n  nA 

(2  + 2)  + i2  + 2-j  + V2+2  } 
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n.  ^ | ^ , 3 | É n 1—f— 2—1—3— f- ..  4-n  ra(«+t) 

2~*~  2 2 — 4 ’ 

, 2’  , , n’  l’+2’+3*+..H-n>  n(»H-l)(2iH-l) 

2 “^2  “ 2 ~ 12 • 

Donc  la  somme  totale  est 

n(n-f-l)  / i 2n-f-r\  _n(n-f-l)  (2w-f-4)  n(n+l)  (n-f-2) 

4 V 3 J-  Ï2  ~ 6 ’ 


NOTE  DE  M.  POULLET  DELTSLE 

SL  h 

l'élimination  entre  plusieurs  équations  du  premier  degré. 


1°  Lorsqu’on  a trois  équations  du  premier  degré  à trois 
inconnues 

ax  -\-by  -\-cz  — d ...  (1) 

* a'x~\-b'y -f-dz  —d ...  (2) 

a"x-yb"y-\-c"  z — d"...  (3) 

et  que  l’on  veut,  en  employant  la  méthode  dite  d’addition  et 
de  soustraction , parvenir  à dSux  équations  qui  ne  renferment 
plus  que  deux  inconnues,  y et  z,  par  exemple,  on  combine  suc- 
cessivement une  des  équations  avec  les  deux  autres.  Or  on  a 
remarqué , mais  sans  le  démontrer , à ce  que  je  crois , que  les 
valeurs  que  l’on  obtient,  dans  ce  cas,  pour  les  inconnues , sont 
compliquées  par  un  facteur  commun  à leurs  deux  termes , et  que 
par  conséquent  elles  ne  sont  jamais  réduites  à leur  expression  la 
plus  simple. 

Il  est  facile  de  le  démontrer,  et  de  faire  voir  que  le  diviseur 
commun  est  précisément  le  coefficient  de  x dans  l’équation  qui  a 
été  employée  deux  fois. 

35. 
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Supposons,  en  effet,  que  l’on  ait  éliminé  x d’abord  entre 
l’équation  (1)  et  l’équation  (2),  et  ensuite  entre  l’équation  (2) 
et  l’équation  (3).  On  aura  , en  définitive,  multiplié  par  a!  chacune 
des  équations  (1)  et  (3).  Si  donc  on  imagine  le  calcul  achevé,  et 
que  l’on  fasse  d — 0 , on  doit  obtenir  le  même  résultat  que  si  ces 
deux  équations  manquaient,  puisque  l’hypothèse  a'  = 0 , intro- 
duite après  qu’elles  ont  été  multipliées  par  a',  les  rend  iden- 
tiquement nulles.  Dans  cette  même  supposition  le  système  pro- 
posé se  trouve  réduit  à l’équation 

b'jr-\-c'  z — d, 

et  comme  il  n’y  a plus  qu’une  équation  pour  déterminer  les  trois 
inconnues  ,•  les  valeurs  de  ces  dernières  ne  peuvent  être  déter- 
minées. Si  donc  on  a trouvé 

ABC 
X M ’ ^ M’  3_M’ 

il  faut  que  l’on  ait  à la  fois 

A=0,B  = 0,C  = 0,M=0. 

Or  on  a pu  démontrer,  immédiatement  après  la  division,  que 
si  un  polynôme  V contient  une  quantité  v , et  qu’il  devienne  nul 
par  l’hypothèse  v — et  , V sera  divisible  par  v — a;  d’où  il  résulte 
que  A,  B,  C , M doivent  être  divisibles  par  d.  % 

On  appliquerait  facilement  le  même  raisonnement  aux  cas 
dans  lesquels  on  aurait  plus  de  trois  équations. 

2.  L’inconvenient  qui  vient  de  nous  occuper,  quoique  peu 
grave  par  lui-même,  suffit  pour  autoriser  à donner  la  préférence 
à la  méthode  de  Berout,  laquelle  consiste  à multiplier  par  des 
quantités  indéterminées  toutes  les  équations  moins  une,  à les 
ajouter  membre  à membre  et  à en  retrancher  celle  qui  n’a  point 
été  multipliée.  On  obtient  ainsi  une  équation,  dans  laquelle  on 
suppose  égaux  à zéro  les  coefficients  de  n—  1 inconnues , et  qui 
n’en  conserve  par  conséquent  plus  qu’une  seule.  Les  suppositions 
faites  fournissent  n — 1 équations  qui  servent  à trouver  les  valeurs 
convenables  des  indéterminées , et  l’on  ramène  ainsi  l’élimination 
entre  n équations  à l’élimination  entre  n — 1 autres. 

Mais,  quand  on  applique  celte  méthode  absolument  telle  que 
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Bezout  l’a  donnée,  et  que  je  l’ai  indiquée  plus  haut,  il  peut, 
dans  de  certains  cas,  se  présenter  une  difficulté  facile  à expliquer, 
mais  qu’il  vaut  mieux  éviter.  Je  me  bornerai  à considérer  un 
système  de  trois  équations. 

Soient,  par  exemple , les  trois  équations 

2x+3jH-6a  =17, 

4r+6y+7s  = 31, 

5x — 4y-|-2z  = 9. 

Supposons  que  nous  ayons  multiplié  la  première  par  m,  la 
seconde  par  n,  et  que,  de  leur  somme,  nous  ayons  retranché  la 
troisième:  nous  trouverions  l’équation 

(2m-+-4n— 5)x-4-(3m-+-6n-t-4)y'+(5/n+7n— 2)a=  17m-+-31n — 9 , 
et  si,  cherchant  d’abord  la  valeur  de  z , nous  posons 
2m-)-4n  = 5,  3m-(-6n  = — 4, 
ces  équations  donneraient 


46 


23 


et  en  effet  les  deux  équations  en  m et  n,  qui  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme 

5 4 

m+2n  = - , m+2n  = — ^ 

sont  évidemment  incompatibles. 

Il  semblerait  donc,  au  premier  abord,  que  les  équations  pro- 
posées le  sont  également,  et  cependant  il  est  aisé  de  voir , par  la 
substitution,  qu’elles  sont  satisfaites,  quand  on  y fait  x=3, 
y = 2,  z—  1.  On  serait  ainsi  fondé  à croire  que  c’est  la  méthode 
qui  est  fautive,  et  effectivement  la  difficulté  dont  il  s’agit  résulte 
bien  de  ce  qu’en  suivant,  à la  lettre,  le  procédé  tel  qu’il. a été 
indiqué  par  Bezout,  on  opère  d’une  manière  trop  particulière. 
Si  nous  avions,  en  effet,  multiplié  chacune  des  équations  par 
une  indéterminée  en  nommant  p la  troisième,  on  aurait  eu 

1 7/n-4-3 1« — 9p 
5m-f-7  n — 2 p ’ 
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et  les  deux  équations  de  condition 

2m-|-4n  =5 p , 3m-|-6n  = — 4 p , 

qui  donnent 

|=-i»u23p=0, 

et  par  conséquent  pxzO.  Or,  dire  qu’il  faut  multiplier  la  troi- 
sième équation  par  zéro , c’est  dire  qu’il  ne  faut  pas  l’employer  : 
donc  cette  troisième  équation  est  inutile  pour  la  détermination 
de  z. 

Si  nous  examinons  en  effet  les  deux  premières , nous  voyons 
que  la  seconde  peut  s’écrire  sous  la  forme 

2(2a;-f-3y)-|-7  z — 31 , 

et  la  première  étant 

2#-|-3y-(-5  z = 17  , 

il  suffit  de  multiplier  celle-ci  par  2,  et  de  retrancher  pour  faire 
disparaître  à la  fois  x et  y. 

C’est  ce  que  le  calcul  nous  dit  encore;  car  p étant  = 0 les 
deux  équations  de  condition  se  réduisent  à 

m-f-2n  = 0 , *' 

qui  donne  m — — 2 n;  donc,  si  l’on  prend  n = l,  on  aura 
m = — 2.  Or,  multiplier  la  seconde  équation  par  1,’ c’est  la 
laisser  telle  qu’elle  est  ; multiplier  la  première  par  — 2 et  ajouter, 
c’est  la  même  chose  que  la  multiplier  par  2 et  retrancher. 

En  général , il  est  donc  plus  avantageux , pour  éviter  de  sem- 
blables difficultés,  de  multiplier  chacune  des  équations  par  une 
indéterminée , en  en  laissant  une  arbitraire.  On  y trouve  d’ail- 
leurs un  nouvel  avantage , en  ce  que  l’on  peut  disposer  de  celte 
indéterminée  pour  simplifier  le  calcul. 

ÉLÉMENTS  DE  LA  THEORIE  DES  INFINIMENT  PETITS. 

Définition  1.  On^  entend  par  infiniment  petite  une  grandeur 
qui,  dans  le  meme  raisonnement,  peut  être  remplacée  par  une 
infinité  d’autres,  aussi  petites  qu’on  voudra  par  rapport  aux 


Digilized  by  Google 


ÉLIMINATION  ENTRE  PLUSIEURS  ÉQUATIONS. 


5 5 1 


données,  soit  que  cette  substitution  puisse  s’opérer  immédia- 
tement et  à volonté,  soit  qu’elle  puisse  être  conçue  comme  une 
conséquence  d’autres  constructions  ou  raisonnements.  Cette  dé- 
finition peut  elle-même  être  présentée  sous  la  forme  suivante  : 
Une  grandeur  est  infiniment  petite  lorsqu’elle  peut  être  rendue 
plus  petite  que  toute  grandeur  donnée  de  même  nature. 

Il  y a encore  quelques  expressions  dont  nous  nous  servirons 
pour  donner  aux  raisonnements  plus  de  concision , et  que  nous 
allons  expliquer  par  des  exemples  tirés  de  l’arithmétique. 


On  sait  que  si  aux  deux  termes  d’une  fraction  telle  que  - on 


ajoute  un  même  nombre , la  nouvelle  fraction  obtenue  est  plus 
grande  que  la  première  ; si  sur  cette  nouvelle  fraction  on  opère 
de  même,  on  en  obtient  une  troisième  plus  grande  que  la  se 
conde,  et  ainsi  de  suite.  Cependant  par  cette  opération  seule 


on  ne  pourra  jamais  déduire  de  la  fraction  - une  nouvelle  frac- 


tion supérieure  ni  même  égale  à l’unité,  puisque  dans  toutes 
ces  fractions  le  numérateur  sera  surpassé  de  deux  unités  par  le 
dénominateur.  On  peut  cependant  arriver  ainsi  à des  fractions 
qui  diffèrent  de  l’unité  d’aussi  peu  que  l’on  voudra;  ainsi,  en 
ajoutant  un  million  aux  deux  termes,  on  a la  fraction 


1.000. 005 

1.000. 007 

2 

qui  ne  diffère  de  l’unité  que  de  j qqq  qqj-  P°ur  exprimer  cette 

propriété  d’une  manière  concise,  on  est  convenu  de  dire  que 
l’on  fait  varier  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 

5 

- , ou  que  l’on  donne  des  accroissements  à ces  deux  termes  ; on 

est  convenu  encore  de  dire  que  si  les  deux  termes  de  la  fraction 

5 

- reçoivent  des  accroissements  égaux,  aussi  grands  qu’on  veut,  * 


la  fraction  - croîtra,  mais  que  la  limite  de  cette  fraction  sera 
l’unité.  On  pourra  faire  en  sorte  que  les  fractions  que  l’on  ob- 
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tient,  approchent  de  l’unité  d’aussi  près  qu’on  voudra,  ou,  en 

5 

d’autres  termes,  on  peut  faire  en  sorte  que  la  fraction  -,  en 

variant,  vienne  à différer  infiniment  peu  de  sa  limite  1 ; mais 
jamais  elle  n’atteindra  cette  limite. 


5 6 7 


Dans  cet  énoncé  on  regarde  donc  les  fractions  -,  -,  -,  etc. 

o 7 8 9 


comme  les  valeurs  que  prend  une  grandeur  abstraite,  qu’on 
désigne  ici  sous  le  nom  de  fraction  variable  ou  simplement 
variable,  et  l’on  ajoute  que  cette  variable  peut  s’approcher 
indéfiniment  de  sa  limite  1. 

Définition  2.  En  général , lorsque  l’on  considère  plusieurs 
grandeurs  assujetties  à un  nom,  à une  définition  commune, 
on  dit  quelquefois  que  ce  sont  des  valeurs  d’une  même  variable; 
si  ces  quantités,  rangées  par  ordre  de  grandeur,  vont  en  crois- 
sant ou  en  décroissant,  mais  sans  dépasser,  ni  même  atteindre 
une  certaine  valeur  déterminée  dont  elles  peuvent  s’approcher 
d’aussi  près  qu’on  veut,  on  dit  que  les  valeurs  de  celte  variable 
ont  pour  limite  celte  valeur  déterminée. 

Il  arrive  ainsi  que  les  démonstrations  roulent  sur  plusieurs 
espèces  de  grandeurs  : 1°  les  unes  sont  données  et  déterminées 
par  la  nature  meme  de  la  question;  2°  d’autres  sont  arbitraires 
et  peuvent  être  rendues  aussi  petites  qu’on  veut,  ou  peuvent 
être  remplacées  chacune  d’une  infinité  de  manières  par  d’autres 
aussi  petites  qu’on  veut;  3°  d’autres  enfin  se  composent  d’une 
combinaison  par  addition  ou  soustraction  d’une  grandeur  de 
la  première  espèce  avec  une  grandeur  de  la  seconde. 

Les  grandeurs  de  la  première  espèce  ne  changeant  pas  dans 
le  même  raisonnement,  on  les  appellera  des  grandeurs  inva- 
riables finies.  Celles  de  la  seconde  et  de  la  troisième  sont  varia- 
bles. Mais  celles  de  la  seconde  sont  infiniment  petites,  leur  limite 
est  zéro,  tandis  que  celles  de  la  troisième  ont  une  limite  diffé- 
rente de  zéro;  ôn  peut  les  appeler  des  variables  finies. 

Des  définitions  et  explications  précédentes  il  suit  que  : 

1°  La  somme  ou  la  différence  de  deux  infiniment  petits  est 
infiniment  petite.  Car  pour  rendre  la  somme  de  deux  infiniment 
petits  plus  petite  qu’une  grandeur  donnée,  il  suffit  de  rendre 
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chacun  d’eux  moindre  que  la  moitié  de  cette  grandeur.  Il  en  est 
de  même  de  la  somme  de  trois,  quatre,  et  en  général  d’un 
nombre  donné  d’infiniment  petits.  Quant  à la  différence  de  deux 
infiniment  petits,  elle  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que  le 
plus  grand  des  deux;  donoelle  est  infiniment  petite. 

2°  Le  produit  d'une  quantité  Jinie  par  un  injinimenl  petit , 
ainsi  que  le  produit  de  deux  infiniment  petits,  est  un  infiniment 
petit.  S’il  s’agit  par  exemple  du  produit  d’un  infiniment  petit  par 
un  nombre  100  , et  si  l’on  demande  de  rendre  ce  produit  plus 
petit  qu’une  quantité  donnée,  il  suffira  de  rendre  cet  infiniment 
petit  moindre  que  la  centième  partie  de  cette  quantité  donnée. 
Quant  au  produit  de  deux  infiniment  petits,  la  propriété  est 
évidente. 

3°  Une  même  grandeur  variable  ne  saurait  avoir  deux  limites 
différentes.  Car  si  la  variable  est  comprise  entre  ses  deux  pré- 
tendues limites , en  s’approchant  de  l’une  elle  s’éloigqe  de  l’autre. 
Si  elle  est  plus  petite  que  chacune  des  deux,  la  différence  qui 
existera  entre  cette  variable  et  la  plus  grande  des  deux  limites 
sera  toujours  plus  grande  que  la  différence  de  ces  deux  Jimites  ; 
donc  elle  ne  saurait  à la  fois  différer  infiniment  peu  de  chacune 
des  deux.  Il  en  sera  de  même,  si  cette  variable  est  plus  grande 
que  chacune  des  deux  limites. 

4°  Si  a et  b diffèrent  infiniment  peu  de  a et  b1  ; 1“  la  somme 
a-+-b  différera  infiniment  peu  de  a'+b'  ; 2°  la  différence  a — b de 
a' — b',  et  3“  le  produit  ab  du  produit  a'b'.  Car,  1°,  a-\-b — (a’+ô1) 
est  égal  à a-{-b — a' — b'  ou  à a — a!-\-b — b’  ; or  a — a!,  b — b',  sont, 
par  hypothèse,  infiniment  petits;  leur  somme  l’est  donc;  2°, 
a — b — (a1 — b')  est  égal  à (a — a!) — (b — b') , différence  qui  est  aussi 
infiniment  petite;  3°  enfin  ab — a'b’  sera  infiniment  petit,  car  soit 
a la  différence  entre  a et  fl  celle  de  b et  b\  de  sorte  que 
_ a — d-\-a,  b — b'-yfl  ; on  aura  ab  = a'b'-{*a'fl-{-b'a+af};  on 
voit  donc  que  la  différence  entre  ab  et  a'b’,  se  composant  des 
trois  infiniment  petits  a! fl , b'a,  afl , est  infiniment  petite. 


THÉORÈME. 

Soient  a , b , c , d , etc. , des  variables  ayant  chacune  leur 
limite.  A,  B,  C , D,  etc.  ; dans  toute  relation  entre  ces  variables , 
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pourvu  que  cette  relation  soit  de  la  forme  a— |— l»— {—  ..  = c-}-d— (- . . , 
on  peut  remplacer  les  quantités  variables  par  leurs  limites , de 
sorte  qu’on  aura 

A— |— B-j— . . . ” C— i — Lk — ( — . 

Car  a,  b,c,d...  différant  infiniment  peu  de  A,  B , C,  D...  la 
somme  a-f-M- . . . diffère  infiniment  peu  de  A+B  ...  et  c-+-d-f- 
de  C-f-D , etc.;  donc  A+B+  ...  est  la  limite  de  a-+-b- h ...» 
et  C+D,  etc. , de  c-\-d  ...;  mais  deux  variables  égales  ont  des 
limites  égales  (3°)  ; donc  A-f-B-+- . . . =C+D-H 

Remarque  1.  Il  est  clair  que  a,  b,c,  d ...  peuvent  être  des 
produits  de  facteurs,  les  uns  variables,  les  autres  invariables;  ces 
derniers  se  retrouvent  dans  À , B , C , D . . .;  les  premiers  y sont 
remplacés  par  leurs  limites. 

Remarque  2.  La  relation  dont  il  s’agit  dans  l’énoncé  du  théo- 
rème 1 peut  être  une  proportion  telle  que  a : b : : c : d;  car  de  là 
on  conclut  cld — bc , et  pour  les  limites  AD  — BC , ou  A : B : : C : D. 

Remarque  3.  Le  théorème  ci-dessus  s’énonce  encore  ainsi  : 
On  peut  négliger  l’infiniment  petit  à côté  des  quantités  invaria- 
bles. Pour  sentir  l’identité  de  ces  deux  énoncés,  on  n’a  qu’à  re- 
présenter par  a,  y,  d,  les  différences  infiniment  petites  entre 
les  variables  a,  b,  c,  d et  leurs  limites  A , B , C , D , etc. , 
de  sorte  que  a — A+a , B = 6-f-/?,etc.,et  la  relation 
= c-\-d- +- . . devient 

A+a+B+^î-f- C— (— y— (— D— | — fï '-+- 

or,  écrire  A+B-f-  . . . = C-f-D-f-  ...  comme  il  est  démontré 
qu’on  peut  le  faire , c’est  supprimer  à la  fois  tous  les  infiniment 
petits  a,  (3,  y,  &- 
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PROBLÈMES  ET  EXERCICES. 


1.  Faire  directement  les  produits 

(x-ha.)  (x-\-a2) , (aH-a.)  (a:-f-aa)  (a?-j-a3)  , 

(ar-f-a.)  (.r-f-a,)  (x-i~a})  (x-j-a.)  (prop.  12); 
et  ensuite  prouver  la  loi  de  formation. 

2.  Diviser  49as—t09a°b,-j-104aW—40a,6r'-{-4t>* 

Par  7a' — 5a?b — 6a’A,+4aÀ3+26/‘ , 

et  vérifier  le  quotient  par  la  multiplication. 

3.  Diviser  49a,"—\54a!ib' -5ac'b''-\-tQ<2a^bü-\-45dib*—9b'•' 

par  7 a5 — üa^b—  5a3b,-+-ba’b3 — 9a//-f-355. 

4.  Diviser 


^4(r4-r3-V,^4r)+^3(-r3^r,+^-.4)-i-ar(r3-4r)_r’+4 
par  ■ • *(r’— 2r)— r-w-2. 

5.  Diviser 

« /.a  o . .51  5 17 

3aa5fi  — 8a. A-  — — a'“5M- - a'°53-f-  — -a,35 

i 4 4 


par 


- a35' — \a('b. 

2 4 


„ .•  xiy’  47 afiy3  9xr' 

6.  Diviser  . -f- — - — I V2x<y 

5 40  2 


par 


2 x',—ïx'y- 
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7 . Diviser  — 2*-y-|-l  7 x^Y’—^p  — 24x\r8 

par  Vx-Y —3xy4. 

8.  Diviser 

^m+n^n 4X">+°—  — 27  a7m+n— ’j3n+42arm4*n— 3^“ 

par  xY—Tx"-'^. 

9.  Démontrer  au  moyen  du  binôme  de  Newton  que  a?” 
est  divisible  par  x — a. 

10.  Démontrer  que 


i“i>  2mi'  3”i' 

— . — | — 1 

Jm|l  Jm| 


■J  m ‘ i 


etc. 


/,™l'  /r°>4-Il> 

lml 1 lm+|  l * 


11.  En  supposant  la  formule  du  binôme  de  Newton  démontrée 
pour  l’exposant  m,  la  prouver  pour  l’exposant  m-f-1 . 

12.  Extraire  la  racine  carrée  de 

9.r’  — 30ay — 3j’ar+2oj’4-5yl-f- 


13.  Extraire  la  racine  carrée  de 


9.r} — 3yar3-|-6a:3- 


r'x 


— rx'-\-x‘. 


Extraire  la  racine  carrée  de 

flt.niÆ.in_|_jQa2in— — Qam+' x°~ '-)-25a’ra  — ^a;,n+’ 

9a’ 

— 30am-,x'H . 

14.  Racine  cubique  de 

x%" — 6x’m+,y'n-|-l  2#m+’y,n — 8ar3y*3n. 

15.  Racine  cubique  de 

27jrr’— 54aa::;q-63a’ar' — 44a3x3+2  la4ar’T-6a’ar-(-rt". 

RÈGLE  D’INTÉRÊT. 

16.  Deux  capitaux,  l’un  de  6000',  l’autre  de  7000'  rapportent 
ensemble  en  4 ans  1280;  le  premier  était  à 3 p.  ”/„.  Quel  est  le 
taux  du  second?  — R.  2. 
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17.  Une  somme  de  30000' à 6 p.  %,  et  un  autre,  capital  .à  3 
p.  %,  pendant  5 ans,  ont  rapporté  ensemble  16500.  Quel  est  le 
second  capital  ? — R.  50000'. 

18.  8000'  à 4 Y,  p.  % , pendant  3 ans  5 mois,  ont  rapporté  la 
même  chose  que  6000  en  5 ans;  à quel  taux  ce  dernier  capital 
était-il  placé? 

19.  Un  capital  placé  à 4 p.  % a rapporté  en  8 ans  2560’.  Que 
rapporte-t-il  en  5 ans  à 3 p.  "4? 

20.  Un  capital  placé  à 3 'p.  % rapporte  en  7 ans  1260;  en  6 
ans  à un  autre  taux  il  rapporte  1800'.  Quel  est  ce  taux? 

21.  Un  capital  placé  à 5 p.  % a rapporté  1800';  s’il  avait  été 
placé  2 ans  de  plus,  il  aurait  rapporté  3000'.  Quel  est  ce  capital  ? 


ESCOMPTE  COMMERCIAL. 

22.  Quel  est  l’escompte  de  860'  pour  4 mois  à 6 p.  °/„?  — 
R.  17'  20e. 

23.  Un  billet  de  950'  payable  au  bout  de  9 mois,  a subi  un 
escompte  de  57'.  Quel  est  le  taux? 

24.  1200'  escomptés  à 5 p.  % valent  argent  comptant  1130'. 

Quel  est  le  temps  ? * 

. 25.  Un  billet  a produit  2156',  le  taux  est  6 p.  •/.,  le  temps 

4 mois.  Quel  est  l’escompte? 


ÉQUATIONS  ET  PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGRE. 


ix  7x  3x 

26. 1 

5 10  ^ 4 


_ — = —15 
8 


x — 66-f- 


27. 


3 abc 


a'b7 


a-\-b  (<M-6)3 


.^±^^  = 3 cx-h  — 
a(a-\-by  a 

ab 

X~  a-^b' 


. PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGRE  A UNE  INCONNUE. 

28.  Un  ouvrier  est  engagé  pour  64  jours  ; chaque  jour  qu’il 
travaille,  il  reçoit  30  sous;  pour  chaque  jour  d’oisiveté  on  lui 
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reliant  15  sous;  au  bout  des  64  jours  il  reçoit  pour  solde  de  son 
compte  42'.  Combien  de  jours  a-t-il  travaillé?  — R.  40. 

Généraliser  ce  problème,  en  mettant  a au  lieu  de  64,  b au 
lieu  de  30,  c au  lieu  de  d,  et  représentant  le  solde  par  n sous. 

29.  On  a du  vin  à 24  sous  le  litre,  et  d’autre  à 15  sous. 
Combien  faut-il  prendre  de  litres  de  chaque  qualité  de  vin 
pour  faire  un  mélange  de  120  litres  qui  revienne  à 18  sous 
le  litre?  — Généraliser  ce  problème. 

30.  Payer  200(  avec  12  pièces,  les  unes  de  20f,  les  autres  de  5'. 

31.  Une  pièce  de  drap  a été  payée  à 25f  le  mètre.  En  la  vé- 
rifiant, on  trouve  un  excédant  de  5 mètres;  mais  la  qualité 
en  est  si  mauvaise  qu’on  ne  peut  vendre  qu’à  20'  le  mètre,  ce 
qui  occasionne  une  perte  de  13  ‘/3  pour  Cent.  Combien  cette 
pièce  a-t-elle  de  mètres?  — R.  65. 

32.  Trouver  un  nombre  tel  que  si  on  en  ôte.  50  de  plus  que  la 
moitié,  que  du  reste  on  ôte  30  de  plus  que  le  cinquième  de  cc 
reste,  et  que  du  nouveau  reste  on  ôte  encore  20  de  plus  que  le 

quart  de  ce  même  reste,  le  nombre  se  trouve  réduit  à 10-  

R.  25. 


33.  Un  négociant  augmente  son  capital  chaque  année  de  - de 

5 


ce  que  ce  capital  valait  au  commencement  de  cette  année;  mais  . 
il  en  ôte  à la  fin  de  chaque  année  une  somme  de  4000'.  Au  bout 
de  trois  ans,  après  le  prélèvement  des  4000',  ce  capital  contient 
3 

les  - plus  800'  en  sus  de  sa  valeur  primitive.  Quelle  est  cette 


valeur?  — R.  120000. 

34.  Un  nombre  se  décompose  en  3 parties  : la  première  com- 
prend 1 plus  le  quart  du  reste;  la  troisième  2 plus  le  quart  de 
ce  qui  reste  après  qu  on  a soustrait  du  nombre  total  la  première 
partie  et  2;  la  troisième  est  3.  Quel  est  ce  nombre?  — R.  9. 

Nota.  On  peut  trouver  le  deuxième  reste  à priori , et  ensuite 
le  premier,  et  résoudre  ainsi  la  question. 

Généraliser  la  question  : première  part  a plus  le  ne  du  reste; 
deuxième  part  2 a plus  le  rec  du  nouveau  reste;  troisième  part  3a. 
p r_a(6reJ— 4w-j-l) 
riÀ — ra2n-f-l 

35.  Trois  vases  sont  tels  que  si  on  remplit  le  premier  supposé 
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vide  au  moyen,  du  second  supposé  plein,  il  reste  dans  celui-ci 
2 

les  - de  son  contenu;  si  on  remplit  le  second  supposé  vide  au 

moyen  du  troisième  supposé  plein,  il  restera  dans  c<;  dernier 

- de  son  contenu;  enfin,  si  le  troisième  est  vide  et  le  premier 

plein,  on  pourra  vider  celui-ci  dans  celui-là,  et  il  y aura  un  dé- 
ficit de  50  litres.  Quelle  est  la  capacité  de  chaque  vase?  — R.  70, 
90,  120. 

36.  Une  jeune  personne  demande  à son  père  si  elle  a déjà 

2 5 8 

25  ans.  Si  tu  ajoutes,  répond  celui-ci,  les  -,  les  -,  les  - de  ton 

âge,  que  lu  multiplies  la  somme  par  8,  et  que  du  produit  tu 
retranches  63 , tu  trouvera  l’âge  de  Méthusalem , 969  ans.  Quel 
âge  avait-elle? 

37.  Deux  personnes  sont  âgées,  l’une  de30ans,  l’autre  de  20; 
dans  combien  d’années  l’âge  de  la  première  sera-t-il  à celui  de  la 
seconde  : : 5 : 4 ? 


PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGRÉ  A PLUSIEURS  INCONNUES. 

38.  On  a deux  vases  qui  renferment  de  l’eau  : on  verse  du  second 
dans  le  premier  autant  d’eau  qu’il  y en  a dans  celui-ci;  puis  on 
verse  du  premier  dans  le  second  autant  d’eau  qu’il  en  restait 
dans  ce  dernier;  enfin , versant  du  second  dans  le  premier  autant 
d’eau  qu’il  en  était  resté  dans  celui-ci  ; on  a dans  chaque  vas£* 
16  litres.  Que  contenaient-ils  au  commencement?  — Le  premier 
22 , le  second  10.  Idem,  si  chaque  vase  contient  à la  fin  a litres? 

39.  B possède  12600'  de  plus  que  A , en  retire  1 p.  % de 
plus,  et  son  revenn  surpasse  celui  de  A de  730'.  C a 3000'  de 
plus  qiie  A , en  relire  2 p.  °/„  de  plus  et  a un  revenu  plus  fort  de 
380'.  Que  possède  chacun  et  quels  sont  les  taux  ? 

40.  Trouver  un  nombre  composé  de  trois  chiffres,  dontchacun 
surpasse  le  précédent  de  la  même  quantité.  Si  on  divise  ce  nom- 
bre par  la  somme  des  valeurs  absolues  de  scs  chiffres,  le  quo- 
tient est  48;  si  du  nombre  cherché  on  ôte  198,  on  obtient  ce 
même  nombre  renversé.  — R.  432. 
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41.  Trouver  m nombres  x, , x3,  ...,xm,  d’après  les  condi- 

tions suivantes  : 

Si  au  1er  on  ajoute  k,  fois  la  somme  des  autres,  on  obtient  a-,  ; 


Si  au  2e 

idem 

k. 

idem 

O,» 

Si  au  2e 

idem 

A-3 

idem 

etc. 

Si  au  me 

idem 

km 

idem 

^UJ* 

On  prendra  pour  inconnue  auxiliaire  la  somme 

; 


soit  / cette  somme.  Si  l’on  pose 


A-, 

1 


K 


k* — 1 


= A 


«i  t a. 


= B, 


on  aura  /: 


B 1 ,, 

et  a;,  = - 7 (Jt,y — a,),  etc. 


A— 1 


k, — 1 


42.  Un  père,  en  mourant,  partage  son  bien  entre  seS  enfants 
de  la  manière  suivante  : 

Le  1er  doit  avoir  une  somme  a et  la  me  partie  de  ce  qui  reste. 


Le  2e 

idem 

2 « 

idem 

Le  3e 

idem 

3a 

idem 

etc. 

’ . Le  nc 

idem 

na 

idem 

etc. 

Il  se  trouve  que  toutes  les  parts  sont  égales  ; quel  est  le  bien 
total , la  valeur  de  chaque  part,  et  le  nombre  des  enfants  ? " 
Pour  résoudre  ce  problème , on  représentera  avec  Euler , par 
x le  bien  total , par  pn  la  part  du  rang  n , par  sn_,  la  somme  des 
parts  précédentes , et  l’on  aura 


x — — an 

p„  — an-\ 

m 


p»+.  =«0h-i)- 


X— p„— «(n-f-1) 

m 
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d’où 


et 


P»+a 

P°+' — P » — a — * 

m 


jpn-H»  — Pn 


m — 1 


m 


”+ ~a 


m — 1 


m 


0) 


Cette  relation  prouve  qu’il  est  permis  de  faire  pn+l—pa,  c’est- 
à-dire  de  supposer  les  parts  égales  : car  cette  hypothèse  intro- 
duite dans  (1)  donne  pn=a(m — 1),  quantité  qui  est  en  effet 
indépendante  de  n *. 

* Je  ferai  observer  que  celte  solution  n’a  pas  tonte  1a  généralité  pos- 
sible , si  on  ne  suppose  pas  p„  = p„+ En  effet  l'éqnation  (1)  est  une 
équation  aux  différences  finies,  dont  l’intégrale  est 


_/m— 1\“ 

p.  = om— i.+C(— ) , 


C étant  arbitraire. 

Les  parts  sont  donc 


p,  =a(m— l)-4-C 


m— 1 
' m ’ 


p,  = a(m  -l)-t-C  . 


etc. 

jj— -a 

Pour  avoir  x . on  se  sert  de  l’equalion  p,  = <H qui  donne 

m 

x = a(m — 1)?-+-C(m — 1). 

Quant  au  nombre  des  parts,  si  on  le  nomme  x.  pour  le  trouver,  on 
fera  la  somme  des  parts 

o(m  1H-C 

m 

m — 1 y 


a(m— 


B(m— 1)+C.(!!LJ)\ 


/m— 1 y 

m 

Celte  somme  devant  être  égale  à x , on  a 


ou 


a(m  -l)--f-C(m-i)  = az(m  -l)-h(m -1)  C . |^1  — J* 

o(m— l)  = o*-C  . 


Voilà  donc  une  équation  entre  C et  x.  On  pourra  donner  à x telle  va- 
leur entière  poiilice  qu’ou  voudra,  cette  équation  donnera  C. 

36 
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ANALYSE  INDÉTERMINÉE  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

43.  Trouver  un  nombre  qui , divisé  par  13,  donne  le  reste  5, 
et  divisé  par  1 7 , donne  le  reste  1 2. 

44.  Trouver  un  nombre  qui,  divisé  par  5 , 6,  7, 8,  donne  les 
restes  respectifs  3 , 1 , 0 , Ô. 

45.  Décomposer  945  en  deux  parties  dont  l’une  soit  divisible 
par  8,  l’autre  par  27. 

46.  Décomposer  30  en  trois  parties  telles  que  la  somme  des 
produits  de  ces  parties  par  les  nombres  respectifs  7,  19,  38, 
donne  745. 

47.  Trouver  trois  nombres  tels  que  la  somme  de  leurs  pro- 
duits par  5 , 13  et  18  fasse  997 , et  que  la  somme  de  leurs  pro- 
duits par  1 1,  20 , 37  , soit  1866.  (On  peut,  sur  ces  exemples,  en 
former  une  infinité  d’autres  semblables). 

48.  Trouver  un  nombre  entier  positif  qui  rende  entières  les 
expressions 

7x — 5 8.x?— (—1 1 24—3* 

TT-’  5 ’ 7 

On  démontrera  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  fractions,  le 
coefficient  de  l’indéterminée  qui  entre  dans  x est  le  plus  petit 
multiple  commun  aux  dénominateurs. 

SECOND  DEGRÉ. 

49.  Décomposer  en  facteurs  du  premier  degré  les  trinômes 

77.*’— 151*+72,  10*’-f-17* — 63 , 
bc  ' 

a*’ — (b — c)x , *’ — 2 ax — bx-\-cx-\-a'-\-ab — ac—bc. 

a 

50.  Un  homme  achète  un  cheval,  qu’il  revend  56  louis.  A celte 
vente  il  gagne  sur  le  prix  d’achat  autant  pour  cent  que  le  cheval 
lui  avait  coûté.  Quel  est  le  prix  d’achat?  — R.  40  louis. 

51.  Deux  mobiles  vont  à la  rencontre  l’un  de  l’autre.  Au  mo- 
ment où  iis  se  rencontrent,  le  mobile  A a fait  30“’  de  plus  que 
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B;  pour  arriver  de  là  au  point  de  départ  de  B,  il  faudrait  à A 
encore  4 minutes , et  pour  arriver  au  point  de  départ  de  A , il 
faudrait  à B encore  9 minutes.  Quelle  est  la  distance  des  points 
de  départ,  les  vitesses  des  mobiles  ne  changeant  pas,  mais 
n’étant  pas  les  mêmes.  — R.  150™. 

Généraliser  la  question.  • 

52.  Deux  négociants  réunissent  un  fonds  social  de  50000';  le 
premier  a laissé  son  argent  5 mois  dans  la  société,  le  second 
2 mois.  Affaire  terminée,  chacun  reçoit  45000',  mise  et  bénéfice 
compris.  Quelles  sont  les  mises?  — R.  20000  et  30000'. 

63.  Deux  billets,  l’un  de  618  payables  à 6 mois,  l’autre  de 
1025  payables  à 5 mois  , valent  ensemble,  argent  comptant, 
1600*.  Quel  est  le  taux? 

64.  Une  somme  de  7000'  est  partagée  en  deux  parties,  qui, 
placées  à des  taux  différents , rapportent  le  même  intérêt  par  an. 
La  première  partie,  placée  au  taux  de  la  seconde,  rapporterait 
160';  la  seconde,  au  taux  de  la  première,  produirait  90' d’in- 
térêt par  an.  Quelles  sont  les  deux  parties  et  les  taux?  — Les 
parties  4000  et  3000. 

Généraliser. 

55.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  différence  de  leurs  pro- 
duits par  a et  b soit  d,  et  que  la  différence  de  leurs  carrés  soit  c. 

56.  Trouver  deux  rectangles  connaissant  la  somme  q des  sur- 
faces, la  somme  a des  bases,  et  les  surfaces  p , p,,  quand  à la 
base  de  chacun  on  donne  la  hauteur  de  l’autre. 

57.  Partager  a et  b chacun  en  deux  parties  telles  qu’une  partie 
de  a par  une  de  b donne  le  produit  p,  et  que  les  parties  restantes 
donnent  le  produit  p1. 

58.  La  différence  de  deux  nombres  est  a,  la  différence  de  leurs 
carrés  b;  quels  sont-ils? 

69.  La  somme  de  deux  nombres  est  a,  la  différence  de  leurs 
carrés  b;  quels  sont-ils? 

60.  La  somme  des  carrés  de  deux  nombres  est  a,  leur  produit 
b ; quels  sont-ils? 

61.  La  somme  de  deux  nombres  est  a,  la  somme  de  leurs 
cinquièmes  puissances  est  b;  quels  sont  ces  nombres?  (On 
prendra  pour  inconnue  auxiliaire  le  produit  des  deux  nombres 
cherchés.) 

36. 
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62.  La  somme  de  deux  nombres  ajoutée  à la  somme  de  leurs 
carrés  est  a;  le  produit  de  la  deuxième  somme  par  m,  plus  n 
fois  le  produit  des  deux  nombres  est  b.  Quels  sont  ces  nombres  ? 
(Prenez  pour  inconnues  auxiliaires  la  somme  et  le  produit  des 
deux  nombres.) 

• 63.  Dans  une  proportion  géométrique  la  somme  des  extrêmes 

esta,  la  somme  des  moyens  b,  la  somme  des  carrés  des  quatre 
termes  est  c ; quels  sont-ils?  (Inconnue  auxiliaire  ...  le  produit 
des  extrêmes.) 

64.  Parmi  les  triangles  de  même  base  et  de  même  périmètre, 
quel  est  celui  dont  la  surface  est  un  maximum  ? (Le  triangle  iso- 
scèle  fait  sur  la  base  donnée,) 

65.  Parmi  les  quadrilatères  dont  trois  côtés  donnés  sont  égaux, 
quel  est  le  maximum  quant  à la  surface.  Celui  où  les  angles 
compris  entre  ces  côtés  égaux  sont  égaux.  (Trigonométrie.) 

De  ces  deux  problèmes  on  conclut  que  parmi  les  polygones 
isopérimêtres  (de  même  périmètre)  et  d’un  même  nombre  de 
côtés,  le  maximum  en  surface  est  le  polygone  régulier. 

66.  Parmi  les  polygones  réguliers  isopérimêtres,  quel  est  celui 
dont  la  surface  est  un  maximum?  — Celui  dont  le  nombre  des 
côtés  est  infini ...  le  cercle.  (Géométrie). 

SCR  LE  TROISIÈME  LIVRE. 

67.  Prouver  que  si  deux  nombres  comprennent  les  mêmes 
chiffres  significatifs,  dans  tel  ordre  et  avec  tant  de  zéros  qu’on 
veut,  la  différence  de  ces  nombres  est  divisible  par  b — 1,  b 
étant  la  base  de  la  numération. 

68.  De  combien  de  manières  un  nombre  entier  peut-il  être 
décomposé  en  deux  facteurs  entiers  positifs,  le  nombre  de  tous 
ses  diviseurs  étant  2 n,  ou  2n-+-l? 

69.  Un  nombre  entier  est  exprimé  par  m chiffres  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  b ; combien  aura-t-il  de  chiffres  dans  celui 
dont  la  base  est  b'? 

70.  Deux  mobiles,  séparés  par  une  distance  d,  vont  à la  ren- 
contre l’un  de  l’autre;  les  chemins  parcourus  par  le  premier 
dans  la  première,  la  seconde,  la  troisième,  etc.  minutes,  sont 
a,  a-\-a,  a-f-2a,  etc.;  ceux  que  parcourt  le  second  sont  de 
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même  temps,  sont  b,  ô-f-2/9,  etc.  Au  bout  de  combien 

de'  minutes  se  rencontreront-ils? 

71.  Deux  mobiles  partent  en  même  temps  d’un  même  point 
d’une  circonférence  dont  la  longueur  estC;  les  conditions  du 
mouvement  sont  celles  du  problème  précédent.  Quelle  est  la 
condition  pour  qu’ils  se  rencontrent  avant  d’avoir  parcouru  C; 
quelle  est  l’époque  de  celte  première  rencontre,  et  quelle  est 
l’époque  de  la  n*  rencontre? 

72.  Dans  une  progression  arithmétique  ou  géométrique  de 
2 n termes,  la  somme  des  extrêmes  est  A,  le  produit  des  moyens 
est  B;  quelle  est  la  progression  dans  chacun  des  deux  cas? 

73.  Dans  une  progression  géométrique  de  n termes,  la  somme 
des  n — 1 premiers  termes  est  A;  celle  des  n — 1 derniers  est  B; 
quelle  est  la  progression  ? 

74.  Dans  une  progression  géométrique  de  cinq  termes,  la 
somme  des  termes  de  rang  impair  est  A,  celle  des  termes  de 
rang  pair  est  B ; trouver  le  moyen  terme , puis  la  raison. 

7 5.  Dans  One  progression  géométrique  de  2n  termes , la  somme 
des  termes  de  rang  pair  est  A,  celle  des  termes  de  rang  impair 
est  B;  quelle  est  la  raison  et  le  premier  terme? 

76.  La  population  d’une  ville  augmente  tous  les  ans  du  ving- 
tième de  ce  qu’elle  est  au  commencement  de  l’année.  Au  bout 
de  combien  d’années  sera-t-elle  doublée  ? 

77.  Un  bsfril  renferme  100  litres  de  vin;  on  en  soutire  un 
litre  qu’on  remplace  par  de  l’eau  ; de  ce  mélange  on  soutire 
encore  un  litre  qu’on  remplace  par  de  l’eau,  et  ainsi  de  suite. 
Combien  restera-t-il  de  vin  pur  dans  le  baril  après  le  cinquan- 
tième soutirage? 


QUATRIÈME  LIVRE. 

78.  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 

M = (r3— r®)*:-K— rV  > 

N = (r9— x3-+-x’)xi-Hjr7— y')x'i 

Il  est  . l)[yar’-l-x(— y— 1)4-1]. 
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79.  Trouver  les  racines  commensurables  des  équations 

x'*-+-x3 — 7 x’1  — jt— | — 6 = 0 , 

6x3 — 43x’-f-79.r — 12  =0, 
x3 — 7ar-+-6  = 0, 

x '■ — 2x* — 1 7x3+40^’+30ar — 72  = 0 , 
x’1 — 4ox’4-324  ~ 0 , 

2^i — 12x3-+-l9x' — 6x-f-9  = 0, 

a?5— {— 5^7°— (— 6^c5 — 6.r  '*  — 1 Sx3 — 3ar’4-8ar+4  = 0. 

x' — 9>x3-\~2\x‘l — 32æ?-(-16  = 0. 

80.  Trois  billets,  l’un  de  840f  payable  dans  un  an,  le  deuxième 
de  645f  payable  dans  18  mois,  le  troisième  de  440f  payable 
dans  2 ans,  ont  été  remplacés  par  un  seul  billet  de  1845  payable 
dans  6 mois.  Quel  est  le  taux?  (Escompte  rationnel). 

81.  Quel  est  le  système  de  numération  dans  lequel  le  nombre 
81479  est  représenté  par  (456356),  P 

82.  Un.  vase  renferme  81  litres  d’alcool;  on  en. tire  un  cer- 
tain nombre  de  litres  qu’on  remplace  par  de  l’eau;  du  mélange 
on  soutire  le  même  nombre  de  litres  qu’on  remplace  par  de  l’eau  ; 
cette  opération  étant  répétée  encore  deux  fois  (faite  quatre  fois 
en  tout),  le  vase  ne  contient  plus  que  16  litres  d’alcool,  mêlés 
à 65  litres  d’eau.  Qu’a-t-on  soutiré  chaque  fois  ? 

83.  Trouver  trois  nombres  dont  la  somme  soit  9 , la  somme 
des  produits  2 à 2 ...  26 , le  produit  24. 

84.  La  somme  de  trois  nombres  est  9 , la  somme  de  leurs 
carrés  est  29,  et  la  somme  de  leurs  cubes  est  99.  Quels  sont  ces 
nombres  ? 

85.  La  somme  de  deux  nombres  est  a,  la  somme  de  leurs 
6e*  puissances  est  b.  Quel  est  leur  produit,  et  quels  sont  ces 
nombres,  si  a=  12,  5=  133274?  . 

86.  Des  deux  équations 

x-\-y  — a,  x™-\ -y"  — b,  ou  — b, 

déduire  l’équation  qui  donne  xy,  et  qui  est  du  degré  n. 

87.  L’équation  x * — 4x3 — 3xa-f-14x-f-6  = 0 a une  racine 
entre  2 et  3.  Si  on  la  réduit  en  fraction  continue,  on  trouve 
que  dans  celte  fraction  il  y a des  quotients  incomplets  qui  se 
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répètent  dans  le  même  ordre.  Il  s‘agit  de  reconnaître  si  cette 
racine  est  périodique;  dans  le  cas  de  l’affirmation , on  demande 
d’abaisser  l’équation. 

88.  Trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  l’équation 

2"+P,z“—  ...  -|-P„  = 0,  soit  une  équation  aux  carrés  des  dif- 

férences, et  former  l’équation  xm-\-p,xm~ *-f-  . ..  -\-pm  — 0 qui 
reproduit  la  première. 

89.  V Si  x = a annul efx,f'x,f'x,  ...f  '—'x,  sans  annuler 
aucune  des  dérivées  suivantes,  prouver  que,  h étant  infiniment 
petit,  la  série  des  fonctions  fx,f'x,  etc.,  jusqu’à  la  dernière 
dérivée,  offre  pour  x — a-y-h,  i variations  de  moins  que  pour 
x — a — h. 

2°  Si  x — a annule/*”'#,  /t"^’)#  .../("+i— ')x , sans  annuler 
aucune  des  fonctions  précédentes  ni  suivantes,  la  séri cfx,fx, 
etc.,  jusqu’à  la  dernière  dérivée,  offre  pour  x — a-\-h  , un  nom- 
bre pair  de  variations  de  moins  que  pour  x — a — h. 

De  là  on  déduit  le  théorème  de  M.  Budan,  savoir  : que  si 
dans  la  séri cfx.fx,  etc. , on  fait  successivement  x — a,  x=ft , 
a étant  on  perdra  un  nombre  pair  de  variations  de  plus 

que  l’équation  fx  — 0 n’a  de  racines  réelles  entre  a et  /?. 

90.  Former  deux  équations  en  x et  y,  telles  qu’à  y —a  ré- 
pondent les  valeurs  x = (3,  x—fi',  x — fi",  et  qu’à  y— y répon- 
dent x—y,  xxzy’,x  — y".  (Question  indéterminée). 

91.  Trouver  les  conditions  nécessaires  pour  qu’une  équation 
ait  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 

92.  Exprimer  que  xi-\-px*-\-qx-\-r  — 0 a ses  trois  racines 
égales. 

93.  L’équation  x‘,-\-px3-\~qx',-y-rx-\-s  = 0 , a scs  quatre  ra- 
cines en  proportion  arithmétique,  il  s’agit  de  l’abaisser. 


FIN. 
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